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PRÉFACE. 


On  sait  C(!  que  fut  la  rcvolulion  cartésienne  :  le  Komlirc 
prenant  possession,  de  la  Géométrie,  acceptant  riiéritagc 
des  Anciens,  mais  sons  bénéfice  d'inventaire  et  comme  ponr 
soumettre  toutes  les  vérités  reçues  à  ses  vérifications  ;  pous- 
sant ensuite  au  delà,  avec  nous,  tantôt  menant  et  infail- 
lible, tantôt  mené  et  n'oubliant  rien  derrière  soi;  nous 
abandonnant,  il  est  vrai,  le  cboîx  de  nos  problèmes,  se 
réservant,  lui,  pour  les  résoudre  :  admirable  Géomètre 
qui,  portant  la  Géométrie  à  une  impossible  perfection,  la 
supprimait  du  même  coup  si,  capable  comme  il  l'est  de 
répondre  à  toutes  nos  questions,  il  ne  devenait  muet  à  la 
fin,  se  refusant  à  nous  suppléer  davantage  et  nous  laissant 
l'interprclation  de  ses  oracles.  Ainsi  fait  le  Nombre.  Ce 
qu'il  sait  le  mieux,  c'est  encore  son  commencement.  Toutes 
les  obscurités  dont  il  nous  délivre,  de  prime  abord,  il  nous 
les  laisse  pour  la  fin,  accumulées  en  un  même  point  :  quel- 
quefois plus  transparentes,  s'il  s'agit  d'une  chose  simple, 
ou  déjà  connue,  ou  seulement  supposée;  plus  opaques 
d'autres  fois  et  d'une  densité  telle  que,  même  en  connais- 
sant d'avance  ce  que  l'on  cterche,  on  ne  le  retrouve  point. 
Le  Nombre  d'ailleurs,  non  plus  que  la  Géométrie,  ne  peut 
vivre  uniquement  en  soi.  Les  vérités,  où  il  a  pu  atteindre, 
il  a  besoin  de  les  répandre;  et,  pour  qu'elles  soient  accueil- 
lies comme  il  convient  à  leur  dignité,  il  doit  prendre  garde 
que  le  vôtement  qu'il  aura  à  leur  donner  ne  les  expose  à 
quelque  injure.  Or  Descartes  n'avait  point  pourvu  à  cela,  ne 
prétendant  nous  léguer  que  le  nécessaire.  Il  nous  restait 
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à  recevoir,  de  Bobillier  (*),  ic  superflu  :  uuc  langue  faite 
(l'un  lissu  admirable,  et  dont  l'ampleur  convenait  merveil- 
leusement à  l'essor  que  venaient  de  prendre  nos  concep- 
tions géomélriques  (**). 

Dans  quelques  pages,  où  l'on  ira  longtemps  chercher  le 
secret  de  celte  lumière  sobre  qui  fait  toute  l'élégance  de 
l'Analyse,  ce  très-riche  et  très-obsctir  Géomètre  nous  mon- 
tra l'utilité  de  ses  nouvelles  coordonnées  :  et  que  le  calcul 
reçoit  de  cette  manière  surabondante  de  représenter  un 
point  mobile  par  ses  dislances  à  un  nombre  quelconque  de 
droites  ou  de  plans  fixes,  une  facilité  d'évolution,  une 
clarté,  une  symétrie  que  l'on  ne  soupçonnait  pas — par- 
dessus tout,  un  ressort  invincible  qui,  retenant  unies  les 
choses  qui  doivent  l'être,  et  séparant  les  autres,  prévient, 
dès  l'origine,  ces  dispersions  infinies  où  mène  presque 
fatalement  l'Analyse  ordinaire. 

Dans  celle-ci,  en  effet,  les  premiers  éléments  de  chaque 
question,  loin  de  se  conserver  jusqu'à  la  fin,  de  manière 
à  laisser  apercevoir  les  vrais  rapports  des  choses  qui  sont 
données  à  celles  que  l'on  cherche,  se  brisent  les  uns  par 
les  autres  dès  l'origine  ;  se  mêlent  ensuite  et  s'agrègent  au 
hasard  pour  former  des  éléments  nouveaux,  souvent  étran- 
gers à  la  question,  et  qui  figureront  seuls  dans  le  résultat. 
Les  problèmes  numériques,  sur  quoi  les  écoliers  passent 
de  l'Arithmélique  à  l'Algèbre,  présentent  des  difficultés 
toutes  pareilles.  Même  avant  Descartes,  les  écoliers  en 
triomphaient  par  le  seul  secours  des  pretnières  notations 
de  l'Algèbre.  Maïs  les  Géomètres,  qui  leur  avaient  appris 
cela,  rencontrant  en  lin  autre  point  de  leur  propre  chemin 
les  mêmes  difEcnllés,  mirent  deux  siècles  à  apercevoir 
qu'ils  les  pouvaient  .tourner  de  même;  et  sous  la  seule 
condition  d'imiter  leurs  moindres  disciples.  C'est  ce  qui 
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n'échappa  pas  à  notre  Auteur.  Et  l'on  peut  dire  que  louu: 
celte  force  que  TArithinélique  reçoit  de  l'Algèbre,  l'Ana- 
lyse carfésieiine  la  reçut  aussi  de  Bobiliier.  Sans  doute, 
toutes  les  formes  concises  qu'il  nous  apprit  à  interroger  ne 
sont  pas  toujours  la  lumière  même  :  il  suffît  qu'elles  la 
renferment  sous  le  moindre  volume.  Et  s'il  nous  resie  en- 
suite à  faire  liolenee  à  leur  concision,  pour  tirer  dt;  leurs 
réticences  toutes  les  clartés  qu'il  nous  faut;  cela  exige, 
d'ordinaire,  moins  d'efforts  que  de  réflexion  :  et  l'habitude 
d'étudier  les  choses  telles  qu'elles  se  présentent  à  nous,  de 
manière  à  déduire  d'abord,  de  leurs  caractères  extérieurs 
les  plus  apparents,  les  notions,  souvent  décisives,  qui  y  sont 
contenues  et  que  nous  deman 
formations  arbitraires;  ou  i'i 
nous  refuse  dès  que  les  donu' 
compliquer.  C'est  ainsi  qu 
X=  o  défini  par  l'identité 

le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordrm  inscrites 
à  l'heptaèdre  Pj  Pt P,  =  o,  nous  pourrons  ensuite  dé- 
duire la  construction  du  plan  des  centres  X  de  la  seule 
inierprélatioii  de  l'identité  qui  lui  sert  de  définition. 

Toute  française,  comme  son  aînée,-  il  ne  parait  pas  que 
la  belle  conception  de  Bobiliier  ait  été  aucunement  remar- 
quée en  France.  Elle  apportait  à  la  création  de  Dcscaries 
son  complément  et  sa  perfection  ;  mais  il  est  de  l'essence  des 
choses  de  se  compléter  d'elles-mêmes,  un  jour  ou  l'autre; 
et  la  perfection  est  peut-être  ce  que  l'on  remarque  le 
moins,  en  de  certaines  hauteurs,  parce  que  tout,  de  soi,  y 
est  parfait.  De  ce  colé-là  donc,  on  ne  vit  rien ,  on  ne  dit 
rien,  on  demeura  neutre.  Comme  on  n'apercevait  pas  la 
portée  du  perfectionnement  que  venait  de  recevoir  l'Ana- 
lyse, on  négligea  de  s'en  faire  honneur;  et  Bobiliier  n'eut 
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à  subir  aneim  des  procédés  d'élimination  à  l'aide  desquels 
les  honiiôles  gens  de  lous  les  temps  et  de  tous  les  pays  se 
substituent  à  un  inventeur,  quand  ils  ne  préfèrent  le  sup- 
primer; procédés,  dn  reste,  fort  amplifiés  depuis,  et  qui 
composent  maintenant  un  corps  de  doctrine  très-respec- 
table, comme  nous  nous  proposons  de  le  faire  voir  quelque 
Jour.  Directeur  de  l'École  des  Arts  et  Métiers  de  Châlons, 
notre  Géomètre  conserva  la  place  qui  lui  donnait  à  vivre. 
S'il  n'eut  pas  la  consolation  de  voir  grandir  beaucoup 
l'arbre  qu'il  avait  planté,  on  lui  permit  du  moins  d'en 
cueiliirlui-même  les  premiers  fruits-,  et  l'on  n'appela  point 
les  Prussiens  ou  les  Russes  à  réprimer  ce  désordre.  C'étail 
en  1827,  il  est  vrai;  en  pleine  Restauration  ;  c'est  tout 
dire.  Les  choses,  aujourd'hui,  ne  se  passeraient  plus  de  la 
sorte.  La  centralisation  dut  ajouter  son  aiguillon  à  tous  ces 
encouragements.  Notre  discipline  fil  le  reste,  associée  à  cette 
iioble  habitude,  qui  est  la  notre,  de  multiplier  d'abord  la 
valeur  de  toute  idée  nouvelle  par  un  coefficient  qui  croit  en 
raison  de  la  hauteur  apparente  d'où  elledesceod,  pour  se 
réduire  à  rien,*'il  s'agit  de  l'idée  d'un  homme  de  peu.  Le 
plus  spontané  de  nos  philosophes  positivistes  négligea  celle- 
ci,  spontanément  et  positivement.  Pour  la  faire  oublier 
tout  à  fait,  quantité  de  belles  choses  vinrent  ensuite  : 
oiseuses  pour  la  plupart,  les  autres  îneples;  toutes  indis- 
pensables pour  l'admission  à  nos  grandes  Écoles.  La  Règlu 
à  calcul,  elle-même,  n'eut  qu'à  se  montrer  :  les  rigidités 
deuotre  régime  scientifique  n'y  purent  tenir;  et,  toutes  nos 
inerties  s'ébranlant  à  la  fois,  nous  nous  vîmes  tout  à  coup 
en  pleine  révolution.  Des  Académiciens,  des  Astronomes, 
rassemblés  en  une  de  ces  Commissions  <j!ue  l'Europe 
nous  envie,  et  qui  naissent  périodiquement  en  France,  on 
ne  sait  de  quoi,  pour  n'importe  quelle  besogne,  jetaient 
bas  les  vieux  Programmes  ;  excluant  le  parfait,  retenant  le 
médiocre  et,  pour  prévenir  nos  regrets,  s'instaurant  eux- 
mêmes  entre  ces  ruines,  :ivcc  tout  le  peisonnel  de  leurs 
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foriimles  et  tout  le  cortège  de  leurs  idées.  Celle  de  l3o- 
hillier,  naturellement,  ne  fut  pas  invitée  à  se  produire. 
Incapable  de  faire  tourniîr  une  roue,  ou  de  graisser  seu- 
lement une  manivelle,  on  la  relégua  entre  ces  inutilités 
ruineuses  dont  on  avail  pour  mission  de  délivrer  le  monde. 
Par  bonheur  le  monde  est  bien  grand  pour  Être  délivré 
de  la  sorte  en  quelques  séances.  Et,  comme  on  n'en  a 
point  proclamé  encore  l'unité  ni  l'indivisibilité — lesquelles 
pourtant  nous  crèvent  les  yeux  —  un  homme  que  l'on  tue 
ici,  par  Commission,  et  selon  toutes  les  règles,  peut  encore 
aller  gagner  sa  vie  aux  antipodes.  Condamné  solennelle- 
ment une  première  fois,  en  appel  ensuite,  puis  en  dernier 
ressort  par  toutes  les  classes  de  l'Institut,  Fulton  fut  absous 
par  l'Amérique.  L'Allemagne  et  l'Angleterre  ont  absous 
de  même  Bobillier,  Mais  beaucoup  de  choses,  qui  seraient 
nôtres, leur  appartiennent  maintenant,  qu'elles  onttiréesde 
ces  quelques  pages  luminetiscs  des  Annales  de  Gergonne. 
Pour  notre  compte,  nous  avions  dû  feuilleter  cela  dans  le 
temps,  vers  1848,  sur  les  bancs  du  collège.  Professeur  au- 
jourd'hui, c'est-à-dire  obligé  moralement  à  nous  retran- 
cher toute  lecture,  et  entièrement  incapable  d'aucune  loin- 
taine excursion  à  travers  les  livres,  il  a  fallu  l'initiative 
d'un  libraire  pour  nous  amener  à  ces  maîtres  étrangers  que 
nous  ne  connaissions  pas  :  Plucker,  Hesse,  Salmon;  de 
ceux-là  à  Bobillier  en  quî  ils  prennent  leur  source,  et  de 
Bobillier  à  cet  Ouvrage. 

Il  nous  resterait  à  en  indiquer  l'objet  général,  le  plan, 
les  divisions;  ce  qui  y  est,  ou  emprunté  d'aulrui,  ou  entiè- 
rement nouveau;  mais  c'est  à  quoi  nous  croyons  avoir 
pourvu,  soil  dans  noire  Table  des  matières,  soit  dans  le 
cours  même  de  cet  Ouvrage.  I!  nous  suffira  de  dire  que 
nous  nous  y  somm.es  proposé  principalement  l'étude  des 
propriétés  générales  et  la  construction  des  courbes  et  des 
surfaces  du  second  ordre  —  les  propriétés  directives  de  six 
points  d'une  conique,  de  dix  points  d'un  ellipsoïde,  de  neuf 
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poîtits  (l'une  courbe  gauclie  du  quatrième  ordre,  de  liuU 
d'une  cubîquR  gauche;  la  construction  de  ces  courbes  par 
points,  la  détermination  de  leurs  tangentes,  celle  de  leurs 
cercles  osculateurs  —  la  recherchedes  éléments  principaux 
du  cylindre  parabolique  ou  du  paraboioïde  de  révolution 
circonscrits  à  un  octaèdre  quelconque  ;  du  cône  droit  cir- 
conscrit à  un  octaèdre  spliérique,  du  cylindre  et  de  l'ellip- 
soïde de  révolution  circonscrits  à  l'hexaèdre,  du  paraboioïde 
défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués,  etc.  —  construc- 
tions ou  propriétés  entièrement  nouvelles,  qui  résultent  à 
peu  près  sans  calcul,  et  en  quelque  sorte  à  priori,  des  deux 
principes  nouveaux  que  nous  avons  pris  pour  guides  :  et 
que  l'on  peut  rattacher  au  théorème  de  Desargues.  On  voit 
donc,  abstraction  faite  de  la  méthode,  que  noire  objet  dif- 
fère peu  de  celui  que  s'était  proposé  déjà  l'Auteur  de  la 
Géométrie  supérieure  et  de  la  Théorie  dus  Sec/tons  co- 
niques; mais  que,  si  l'on  s'est  borné  dansées  deux  Ouvrages, 
à  ce  que  M.  Terquem  appelait  le  rez  de  chaussée  de  la 
Géométiie,  nous  avons  essayé  d'en  édifier  le  premier  étage, 
qui  serait  la  théoi-ie  des  surfaces  du  second  ordre.  Quant 
aux  dernières  conséquences  que  les  deux  principes  qui 
nous  ont  servi  de  point  de  départ  semblent  comporter,  et 
qui  se  rattacheraient  au  théorème  de  Pascal  ;  nous  avouons 
qu'elles  nous  échappent  tout  à  fait  :  et  ceux  de  nos  lec- 
teurs qui  connaissent  les  servitudes  de  l'enseignement  libre 
pourront  admettre,  depuis  bientôt  quatre  ans  que  cet  Ou- 
vrage est  sur  le  métier,  que  le  temps  nous  ait  manqué,  tout 
au  moins,  pour  en  entreprendre  la  recherche.  Mais  ce  que 
nous  avons  fait  nous-même  pour  le  théorème  de  Desargues, 
un  autre  le  fera  sans  doute  pour  celui  de  Pascal.  Et  quoique 
cette  seconde  recherche  paraisse  infiniment  plus  difficile, 
par  cela  même  qu'elle  est  à  faire,  nous  ne  la  croyons  pas 
au-dessus  des  forces  de  tel  de  nos  jeunes  Géomètres  que  des 
débuts  exceptionnels  désignent  si  bien  pour  des  entre- 
prises de  cet  ordre.  Dans  lous  les  cas,  l'extension,  à  dix 
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élémenls  d'une  surface  du  second  ordre,  de  l'une  des  pro- 
priétés générales  de  six  éléments  d'une  eonîque,  est  main- 
tenant un  fait  aceompli  ;  et  eette  analogie  donl  Desargues 
avait  scellé  le  premier  anneau,  il  y  a  deux  siècles,  est  au- 
jourd'hui dans  son  intégrité. 

Poinsot  avait  déjà  remarqué  que  i<  la  plupart  des  idées 
différentes,  en  Géométrie  comme  en  Algèbre,  ne  sont  que 
des  transformations  :  les  plus  fécondes  étant  celles  que  l'es- 
prit combine  avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et 
dans  le  calcul.  »  Les  deux  principes  nouveaux,  sur  lesquels 
repose  notre  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  du  second 
ordre,  ue  sont  aussi  que  des  transformations  de  l'équation 
ordinaire  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces  ;  et  leur  fécon- 
dité parait  eiTeetivement  liée  à  la  facilité  avec  laquelle  on 
peut  les  énoncer  ou  les  écrire.  L'équation  à  dix  termes  qui 
caractérise  isolément  chacun  des  points  d'une  surface  du 
second  ordre,  par  exemple,  entraîne,  en  effet,  l'existence 
d'une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  .carrés  des 
distances  de  dix  points  d'une  telle  surface  à  un  plan  quel- 
conque : 


El  cette  proposilioi 

1,  qui  subsiste  dans  les  mêmes  lermi 

pourneuf  points  d'r 

ine courbe gauchedu  quatrième  ordre 

pour  six  points  d'un 

e  conique,  contient,  comme  ou  le  verr 

toute  la  théorie  de  ces  courbes  et  de  ces  surfaces  ;  ainsi  que 
la  plupart  des  constructions  qui  s'y  rattachent. 

Enfin  nous  croyons  aussi  avoir  apporté  à  la  théorie  des 
polyèdres,  considérés  au  point  de  vue  de  leurs  propriétés 
géométriques,  quelques  accroissements  qui  ne  paraîtront 
pas  sans  intérêt  si  l'on  observe  le  peu  que  l'on  sait  sur  cette- 
matière,  et  les  difficultés  qu'y  rencontre  le  calcul,  Lagrange 
aimait  à  répéter  que  a  le  véritable  secret  de  l'Analyse  con- 
siste dans  l'art  de  saisir  les  divers  degrés  d'indétermination 
dont  la  quantité  est  susceptible  :   u  maxime  assez  obscure, 
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comme  li?  secrel  qu'elle  nous  voudrait  apprendre;  et  dont 
Carnol  se  borne,  en  nous  la  rapportant,  à  admirer  la  pro- 
fonde justesse  :  sans  nous  l'éclaircir  d'aucun  exemple.  Le 
suivant  que  nous  proposons,  et  qui  est  tiré  de  notre  étude 
sur  l'hexaèdre,  y  pourrait  peut-être  convenir.  Que  l'on 
imagine  un  système  de  six  plans  indéfinis 

P,P,.  ..Pc  — o, 
et  l'hexaèdre  complet  qu'ils  détcrioineot.  Si  l'on  pose  l'é- 
quation 

(0  \Pl  -i +).(P^  =  o, 

on  pourra  remarquer  que  le  nombre  des  paramètres  indé- 
terminés qu'elle  renferme  permet  de  lui  faire  représenter 
une  sphère  et  une  seule  :  et  cette  remarque  nous  met  aussi- 
tôt en  possession  d'une  analogie,  jusqu'ici  ignorée,  entre  le 
quadrilatère  et  l'hexaèdre.  Toutes  les  surfaces  contenues 
dans  l'équation  (i)  divisant,  en  effet,  harmoniquement  cha- 
cune des  diagonales  de  l'Iiexaèdrc  P, . .  .Pe  ;  la  sphère  unique 
et  déterminée  qui  fait  partie  de  ces  surfaces  possède  la  même 
propriété.  Et  l'on  en  conclut  sur-le-champ  que  les  dix 
splières  décrites  sur  les  diagonales  d'un  hexaèdre  com- 
plet, comme  diamètres^  admetlenl  un  même  centre  radical 
et  sont  orthogonales  à  une  même  sphère  :  laquelle  n'est 
autre  que  la  sphère  (i).Si  nous  ne  nous  trompons,  on  trou- 
vera dans  cet  Ouvrage  plusieurs  autres  exemples  du  même 
ordre.  Et  tout  cela  peut  servir  un  jour  à  fonder  cette  véri- 
table Analyse  qui  n'est  ni  l'entassement,  ni  la  profondeur, 
ni  Ja  puissance,  mais  qui  sera  le  discernement,  l'ordre,  la 
lumière  :  Analyse  vraiment  parfaite,  que  Eobillier  entrevit, 
et  que  nous  connaîtrons  un  jour,  mais  dont  nous  nous  con- 
^solons,  pour  le  moment,  à  force  de  calculs  — -  à  peu  près 
comme  nos  architectes  se  consolent  duParthénon,  .i  force 
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PRÉIJMINMRES. 

SoïiMAiKE.  —  Des  coordonnées  suffisantes,  ou  coordonnées  cartésiennes;  et 
des  coordonnées  surabondantes  inlrodnites  par  Bobillier.  —  Coordonnées 


polygonales  ou  polyédriques  d'un  point  mobile  r 

quelconque  de  droiles  ou  de  plans  lixes;  équations  de  In  faii{;ente  et  d 
tiXan  biniir>nt  (PliirkRrV  —  Des  coordonnées  tangentialles  d'une  droi 
quelconque  dépeints  fise 
l'un  plan  mobile  et  de  loi 


.angent  (Plucker).  —  Des  coordonnées  tangantialles  i 
'un  plan  mobile  rapporlées  à  un  nombre  quelconque  de  points 

iloppe.  —  Formes  d 


^  I.  —  Des  coordonnées  triangulaires  ou  polygonales 
d'un  point  mobile  rapporté  à  un  nombre  quelconqw. 
de  droites  fixes .  Équation  de  la  ligne  droite. 

\ .  La  représentation  analytique  d'une  figure  plane  sup- 
pose, comme  l'on  sait,  le  Iracé  préalable  de  deux  axes  rcc- 
lillgnes  ox,  oy  qui  marqueut,  en  quelque  sorte,  les  deux 
diiMensions  de  la  flgui'c  que  l'on  veut  construire,  et  dont 
nn  point  quelconque  est  ensuite  défini,  relativement  à 
ces  axes,  par  les  valeurs  algébriques  de  ses  deux  coordon- 
nées X,  j,  si  ce  point  est  fise  et  isolé;  ou,  s'il  est  mobile 
et  assujetti  à  parcourir  une  eerlaîae  courbe,  par  une  cer- 
taine relation 
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à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  de  ce  point 
considéré  dans  l'une  quelconque  de  ses  positions. 

Tel  est  le  principe,  imaginé  par  Descartes,  de  la  mé- 
thode des  coordonnées  que  l'on  pourrait  appeler  sii^santes, 
que  Parent,  Clairaut,  Maclaurin,  Euler  étendirent  ensuite 
aux  figures  à  trois  dimensions,  mais  en  lui  conservant  son 
caractère  initial  et  rejetant  toujours,  de  la  définition  fon- 
damentale du  point,  toute  donnée  qui  ne  serait  pas  indis- 
pensable pour  en  assurer  la  position.  Or  ce  sont  justement 
ces  données  surabondantes  que  Bobillier  aperçut  que  l'on 
peut  retenir,  parfois  avec  infiniment  d'utilité,  en  acceptant 
comme  coordonnées  de  chacun  des  points  d'une  figure  les 
distances  de  ce  point  à  un  nombre  quelconque  de  droites 
ou  de  plans  fixes.  Et  ce  fut  de  celte  heureuse  exagération 
de  l'idée  première  de  Descartes  que  celle-cî  reçut  son  cou- 
ronnement et  sa  perfection. 

11  ne  paraît  pas  d'ailleurs  que  le  rôle  des  coordonnées 
cartésiennes  proprement  dites  puisse  en  être  beaucoup 
amoindri  ;  car  de  tous  les  progrès  que  leur  doit  la  science 
de  l'étendue,  il  n'en  est  peut-être  aucun  que  l'on  eût  pu 
attendre  des  coordonnées  nouvelles.  Telle  est  effective- 
ment l'alternative  presque  constante  de  leurs  r61es,  que 
partout  où  l'une  des  deux  méthodes  est  en  défaut,  l'autre 
réussit.  Et  ce  nous  serait  un  avis,  si  nous  savions  l'en- 
tendre, de  n'essayer  pas  de  les  plier  toutes  deux  aux  mfimos 
usages,  mais  de  consulter  quelquefois  leurs  affinités  ou 
leurs  répulsions,  et,  quand  l'une  ou  l'autre  s'est  refusée 
quelque  temps  à  nous  aider,  de  n'insister  pas  davantage, 
parce  que  nous  n'en  retirerions  vraisemblablement  qu'un 
médiocre  secours.  Tel  serait  d'ailleurs  le  partage -naturel 
de  la  géométrie  entre  les  deux  systèmes,  que  tout  ce  qui 
concerne  les  propriétés  numériques  de  l'étendue  relève 
plus  directement  du  premier;  le  second  retenant  d'ordi- 
naire tout  ce  qui  concerne  les  propriétés  descriptives. 

2.   Si  une  figure  de  géométrie  se  trouve  tellement  con- 
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struile  autour  d'un  polygone  donné,  que  celui-ci  en  marque 
en  quelque  sorte  te  noyau  et  serve  de  support  à  tout  If 
reste,  il  peul  devenir  avantageux  de  rapporter  à  ce  poly- 
gone toutes  les  autres  parties,  ou  tous  les  autres  poiuts  1, 
2,...  de  la  figure,  parles  distances  Ai,  B,,  C,,...,  Aï,  R,, 
Cî,...  de  chacun  de  ces  points  aux  divers  côtés  A. B.C..  =^0 
de  ce  polygone.  Celui-ci  est  dit  alors  de  référence,  et  les 
distances  à  ses  côtés  des  divers  points  de  la  figure  sont 
dites  les  coordonnées  de  ces  points. 

Ces  dislances,  d'ailleurs,  ou  ces  coordonnées,  auront  dans 
chaque  cas  des  signes  déterminés;  de  telle  sorte,  par 
exemple,  que  toutes  négatives  pour  un  point  m  situé  dans 
l'intérieur  du  polygone  de  référence,  chacune  d'elles  passe 
isolément  par  zéro  et  change  ensuite  de  signe,  lorsque  le 
point  considéré  atteint  dans  son  mouvemenl  le  côté  corres- 
pondant du  polygone  et  le  dépasse.  On  peut  remarquer 
que  ces  changements  de  signe,  qui  ont  lieu  par  définition 
dans  le  cas  où  rien  n'est  explicité,  doivent  Être  démonin's 
lorsque  l'on  regarde  les  équations  implicites 

o  =  A  =  C  =  ...      ou     A.B.C...  =  o 

des  côtés  du  polygone  de  référence  comme  tenant  la  place 
d'autant  d'équations  linéaires  mises  sous  la  forme  expli- 
cite usuelle 

Dans  ce  cas,  les  coordonnées  polygonales  d'un  point  Ai- 
B, ,  C  .  -  .  ne  sont  autres  que  les  nombres 

résultant  de  la  substitution  des  coordonnées  cartésiennes 
de  ce  point  dans  les  fonctions  A,  B, .  .  .  relatives  aux  divers 
côtés  du  polygone  de  référence  ;  et  leurs  signes  varient  avec 
la  position  du  point,  conformément  à  ce  théorème  : 

Les  coordonnées  de  deux  points  distincts  1,  2,  suhsi;- 
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tuées  dans  ta  fonction  d'une  droite 

A  =  o      ou     a.r.  +  hy  +  c-^.o, 
iuifont  acquérir  dei  valeurs 

«^,  +  tj',  +  c,      ax.,+  bj,->rc 

de  même  signe  ou  de  signes  contraires ,  suivant  que  ces 
points  sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  part  et  d'autre 
de  celte  droite. 

Imaginant,  eu  effei,  que  le  segment  rectiligne  12  soit 
parcouru  par  un  mobile  m  {fig-  i)  qui  parle  du  premier 
Fie.  r. 


de  ces  points  et  qui  s'arrête  au  second;  substituons  à  chaque 
instant  !es  coordonnées  x,  y  du  point  mobile  dans  la 
fonction  de  la  droite.  Celte  fonction  variera  d'une  manière 
continue,  depuis  la  valeur  ax,  +  &)'i+  c  qui  convient  au 
premier  point  i ,  jusqu'à  celle  ax^  -h  hy^  -f-  c  qui  convient 
au  second,  el  ne  pourra  changer  de  signe  dans  l'intervalle 
qu'en  passant  par  zéro  ou  par  l'infini.  Mais  tout  passage 
par  l'inOni  se  trouvant  exclu  par  la  nature  de  la  fonctiou, 
qui  est  entière,  celle-ci  ne  pourra  changer  de  signe  qu'en 
passant  par  zéro.  Si  donc  le  segment  1  2  ne  coupe  pas  la 
droite  considérée,  le  nombre  ax  +  hy  -(-  c  ne  peut  devenir 
nul  et  passe  de  l'une  à  l'autre  de  ses  valeurs  extrêmes  en 
conservant  le  même  signe  :  c'est  le  cas  où  les  points  con- 
sidérés sont  d'un  même  côté  de  la  droite.  Si,  au  contraire, 
le  segment  i'2'  rencontre  la  droite  en  un  certain  point,  le 
nombre  ax-^hy  ~\rc  devient  nul  en  ce  point,  y  change  de 
signe;  et  ses  valeurs  extrêmes  sont  de  signes  contraires. 
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Reinnrque.  —  Nous  avons  admis  que  le  nombre 
ax+by-irc,  devenant  nul  en  un  certain  point,  y  change 
de  signe,  de  manière  que  positif,  par  exemple,  en  delà, 
en  deçà  il  devienne  négatif.  Cela  résulte  de  ce  que,  1k 
point  mobile  parcourant  une  droite  déterminée,  ses  deux 
coordonnées  sont  liées  par  une  relation  de  la  forme 
j  ^  mx+n,en  verlude  laquelle  l'expression  ax -\-  hy-+-c 
se  réduit  à  une  simple  fonction  de  a;,  telle  que  ax  +  |S. 
Or,  3?  variant  toujours  dans  le  même  sens,  il  est  bien  clair 
maintenant  que  la  fonction  û;x  +  /3  cbangc  de  signe  en  pas- 
sant par  zéro. 

3.  Si  les  équations  o~A^B  =  C  =  ...  des  côiés  du 
polygone  de  référence  sont  de  la  forme 

etquele*axes  secondaires  ox,  oy  soient  d'ailleurs  perpen- 
diculaires entre  eux,  les  coordonnées  polygonales  A,,  B,, 
C,, . .,  d'un  point  quelconque  mesurent  les  distances  ortho- 
gonales de  ce  point  aux  différents  côtés  dn  polygone  :  di- 
stances positives  pour  un  point  situé  dans  la  région  opposée 
à  l'origine  o  par  rapport  à  cbacun  de  ces  côlés,  négatives 
pour  un  point  sîlné  dans  la  même  région  que  l'origine, 
dont  les  coordonnées  o^x  =:j  font  acquérir  aux  diffé- 
rentes fondions  A,  lî,,..,  les  valeurs  négatives  —  p,  —  q^... 

A.  Les  coordonnées  polygonales  d'un  point  ne  sout  pas 
indépendantes  les  unes  des  autres;  mais,  aussitôt  que  deux 
d'entre  elles  sont  données,  toutes  les  autres  en  résultent. 
Ainsi  les  coordonnées  triangulaires  [et  orthogonales)  Ai, 
Bi,  Cl  d'un  poini  quelconque  m  sont  liées  par  la  relation 
identique 

[r]  —  <7A|—  iBi  — tC,  =  2S, 

dans  laquelle  «,  h,  c  et  S  désignent  les  longueurs  des  côtés 
et  l'aire  du  triangle  de  référence;  et  qui  n'est  que  la  ira- 
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duCiion  de  l'idenlité 

(  r'  )        triangle  m  BC  -H  tri .  m  CA  -4-  tri .  m  AB  =  tri .  ABC 

que  l'on  peut  lire  sur  la  figuce. 

On  peut  remarquer  que  Jes  relations  [r)  on  (/•')  conser- 
vent la  même  forme  pour  toutes  les  positions  du  point  con- 
sidéré. Si  Ton  passe,    en   effet,    du  point  m  [jîg.  2)   au 
Fig.  I. 


/jj> 


point  m,  par  exemple,  le  terme  — (ih\,  positif  d'abord, 
devient  négatif  [formule  (;■)]  ;  mais,  en  même  temps,  le 
triangle  mBC,  qui  comptait,  dans  la  formule  (r'),  parmi  les 
éléments  additifs  de  l'aire  totale  ABC,  est  remplacé  par 
l'élément  soustractif  m'BC. 

L'expression 

flA  +  6B  +  cG 
n'est  donc  qu'une  fonction  ayparerite  des  deux  variables 
,7',  y,  et  l'équation 

<iA-+-  ÉB  +  cC  =  o 
se  réduit  en  réalité  à  une  constante  égalée  à  zéro  :  2S  :^  o. 

5.  Toute  équation  du  premier  degré,  par  rappoi't  aux 
coordonnées  triangulaires  ou  polygonales  d'un  point,  est 
aussi  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  x,  j 
du  point  mobile,  et  représcn/e  dès  lors  une  droite. 

Réciproquement,  toute  droite  située  dans  le  plan  de  la 
a^arii  peut  être  représentée  par  une  équation  homogène 
et  du  premier  degré  en  A,  B,  C,  telle  que 
(i)  ;»A4-«B-l-/iC  =  o. 
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Car  si  l'on  désigne  par  A',  B',  C;  A",  B",  C''  les  coordon- 
nées triangulaires  de  deux  poinls  de  la  droile  donnée,  et 
que  l'on  détermine  les  coefficients  m,  n,  p  à  l'aide  des  re- 
lations 

mA'^nB'  +-pC'=o, 

m&"+nB"-hpC"=^o; 
l'équalion  (i),  où  l'on  remplacera  m,  n,  p  par  les  valeurs 
résultantes,  représentera  nne  droite  ayant  deux  points 
communs  avec  la  droite  donnée,  ou  la  droite  donnée  elle- 
même.  Les  rapports  m'n'.p  sont  d'ailleurs  délinis  par  celle 
double  proportion 


B'C"  —  C'B"       C'A"—  A'C"       A'B"—  B'A" 
Si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  do  référence  est  su- 
périeur à  trois,  une  droite  quelconque  peut  être  représen- 
tée d'une    iniinité  de  manières  par  une  équation   de   la 
forme 

aA+pB+vC-l-JD  =  o. 

Reinarqiœ  1 .  —  La  forme  générale 
(1}  mk^n-R-i-pC=  o 

de  l'équation  d'une  droilc  ((uclconque  D  résulleraîi  encore 
de  l'identité 

^o'A—  SB  — e'C  — f/Ds2Q, 
à  laquelle  donnent  lieu  les  distances  orthogonales  A,  lî,  C, 


D  d'un  poiiil  ,„e/co»,„.  m  {f,g.  3)  aux  celés  Ju  Iri.iigle 
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lie.  référence  cl  à  celle  droiie;  idenlité  dans  la(]uel!c  n', 
b,  c',  d  et  Q  désignent  les  longueurs  des  côtés  et  la  surface 
du  quadiilatère  intercepté,  dans  le  triangle  de  référence, 
par  la  droîlc  considérée.  Si,  en  «Il'et,  le  point  iri,  au  lien 
d'être  quelconque,  est  pris  sur  celle  flroîie,  l'identité  pré- 
cédente devient 

—  fl'A  — il!  —  c'C=  2Q. 
Mais  les  coordonnées  A,  B,  C  du  point  tu  satisfaisant  déjà 
à  celte  autre  identité 

elles  satisferont  aussi  à  l'équation  qui  résulte  de  l'élimina- 
tion des  constantes  Q  et  S  entre  les  deux  précédentes,  équa- 
tion de  la  forme 

»<A  +«B  ■+-pC  =  o. 

Remarque  IL  —  Si  la  droite  considérée  D^  o  passe 
par  l'un  des  somnieis  A,  B  du  triangle  de  référence',  les 
équations  équivalentes 

Dr.-o,     ou     ™A  +  «B  =  o, 
donnent  naissance  à  l'idetitiié 

mk  +rtB  +  rfD  =  o. 

Il  existe  donc  une  relation,  linéaire  et  homogène  entre 
les  distances  A,  B,  D  d'un  point  quelconque  à  Irais  droites 

6.  Si,  dans  l'équation  d'une  dioltc  mobile 

on  suppose,  le  coefficient  c  demeurant  invariable,  que  les 
coefficients  a  ei  b  tendent  simultanément  vers  zéro,  l'ab- 
scisse et  l'ordonnée  à  l'origine  de  celte  droite  augmentent 
indétînimeiU;  et,  si  l'on  passe  à  la  limite,  cette  droite  dis- 
paraît   tout  entière  à    l'infini,  eu    même    lemps  que  son 
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Uiic  telle  équation 

conslime  donc,  en  quelque  sorle,  la  trace  analytique  de 
toute  droite  mobile  qui  s'est  éloignée  indéiinimenl  :  ou  de 
la  droite  à  l'injinî  du  plan  de  la  figure. 

7,  Si  une  certaine  combinaison  des  équations  de  deux 
droites  se  réduit  à  une  constante  égalée  à  zéro,  ces  droites, 
en  réalité,  sont  parallèles.  Nous  pourrons  dire  qu'elles  se 
coupent  en  un  point  de  la  droite  à  /'//i^ni  représentée  par 
celte  constante  égalée  à  zéro.  El  ce  sera,  dès  lors,  exprimer 
le  parallélisme  de  deux  droites,  que  d'exprimer  qu'une  cer- 
taine combinaison  de  leurs  équations  se  réduit  à  ré<]uaiioii 
c  =;  o  de  la  droite  à  l'iu.fmi. 

Il  résulte  de  l'identité  [r)  du  i\°  i,  que  la  droite  à  l'iii- 
fiui  est  représentée  en  coordonnées  triangulairiis  orthogo- 
nales par  l'équation 
(i)  aX+  i!'B  +  cC  =  o, 

ou  par  celle-ci,  qui  lui  est  équivalente, 
((')  AsinA  -H  BsinTÏ  +  CsmC  =  o. 

Les  droites  snivanlcs 

(2)  <7,A-l-/',B  +  c,C=  o, 

(3)  a,k-¥-  b;h  +  C;C=i  o 

seront  doue  parallèles  entre  elles,  si  Tune  de.'i  combinaisons 
de  leurs  équations  se  réduit  à  l'équalion  (1);  ou  si  les  trois 
équations  {1),  {2),  (3)  admettent  en  A,  B,  C  une  solution 
commune  :  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  a 

o[b,c,-  r,  b,)  -+  M'-.".-  «.^0  +  <:  ["^l'^-  l'^"A  ----  <>■ 
Telle  est  la  condition  nécessaire  et  sutBsanlc  pour  le  [>a- 
rallélisme  des  droites  (a)  et  (3). 
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daignant  deux  rayons  conjuguiîa  d'un  faisceau  harmo- 
nique, les  deux  autres  rayons  du  faisceau  sont  représenlés 
par  les  cquatious 

(/')  A  — aB  =  o,     A  +  ).B  =  o. 

Si  l'on  prend,  en  effet,  {/ig.  4),  les  deux  premiers  rayons 

Fis-  i- 


A  et  B  pour  axes  des  x  m  dos  j  ,  lus  fonciir 
transforment  idenlîtjuenienl  en  ax  ei  l>}  ;  n 
lions  [y^'J  des  deux  derniers  rayons  devienne 
temps 


■^  =  u''  ''  =  -u'- 

Une  parallèle   x  = /•    à    l'un   des   rayons   oy 

du  faisceau 

est  donc  divisée   par  les   trois  autres  en  ps 

irlies  égales. 

Donc,  etc. 

9.   Soient 

P,.P,.P3.P,=  0 

les  côtes  d'un  quadrilaièrc,  el  Xj,  X^,  X,,  ï..  de 

s  coefficienis 

dont  les  rapports  soient, déterminés  de   lelle  i 

Manière  que 

la  fonction  X,  P,  4- .  .  .  +  >-,  Pi  s'évanouisse  ide 

nti^uement, 

ou  que  l'on  ail 

(I)  )„P,  +  /„P,+  X,Pj-t-).,P.=  o, 
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Si  nous  considérons  la  droite  représem<?e  par  roquaiioii 
(0  ),,P,  +  i,P,^o, 

nous  verrons  qu'il  résulle  de  l'identilé  (I)  que  celle  (îioîie 
peut  aussi  être  reprcsenK'^e  par  l'équalioii  couiplcmeniaire 

ofctenue  en  retranclianl,  de  la  première  (i),  l'expression 
identiquement  nulle  liPi +.  .  .+ ^iP».  Les  équations 
complémentaires  (i),  (i')  représentent  donc  une  seule  et 
même  droite  laquelle  passant  par  le  sommet  12  d'après 
l'équation  (i),  par  le  sommet  opposé  Si  d'après  l'équa- 
tion (i'),  n'est  autre  que  la  diagonale  (1  2,  3  -i)  du  quadri- 
latère proposé. 

Si  l'on  désigne  dès  lors  par 

A.B.C=  o 
les  équations  des  trois  diagonales  menées  respeeli ventent 
des  sommets  12,  23,  31   aux  sommets  opposés  du  quadri- 
latère, on  aura  identiquement 


(») 

i,P,  +  JiP,=  i 

w 

1,1', +  hP^^- 

{') 

ÀjP,-i-i,P,= 

01  l'on  ei 

:i  àidm 

;i  d'atord 

(!) 

).,P,^«A—  il 

(  =  ) 

l,V,^ak  +  !>l 

(31 

>.,P;  =  — «A  + 

ensuite 

i,p, +  ),„?,  +  ),,  p,^oA+  tB  +  eC, 
ou  encore,  et  en  ayant  égard  à  l'identité  fondamentale  (I), 
(4)  — ).,P,=  flA-t-ÉB-l-cC. 

La  représentation  analytique  d'un  quadrilalère  complet, 
rapporté  au  triangle  formé  de  ses  diagonales,  résulle  de 
ces  formules  ;  et  l'on  voit,  les  trois  diagonales  étant  repié- 
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scnteos  par  les  L'tjiiaiions 

A.Jt.C  =  o, 
([lie  lesqnatre  cotés  sont  conieniis  dans  la  (juadnijile  eijua- 
lion 

aA±bB±cC  =  o, 

OÙ  a,  b,  c  désignent  des  nombres  quelconques. 

Les  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère  coniplel  ré- 
sultent aussi  de  cette  analyse  {fig-  5). 


Car  les  traces  des  côtés  4,  3  oiiPi,  Pj  dii  quadrilalère 
ur  le  côté  BC  ou  A  =  odu  triangle  diagonal,  sont  définies 
especlivcincnt  par  les  équations  simultanées 


tP,=  A, 


A  =  o,  \  A  =  o. 


Les  deux  droites  ±  &13  +  cC  ^=  o,  menées  du  sommet  A  du 
triangle  diagonal  aux  deux  sommets  1  2,  3  4  du  quadrila- 
tère situés  sur  le  côlé  opposé,  sont  donc  liarmoniquement 
conjuguées  par  rapport  aux  deux  autres  côtés  AB,  AO  de 
ce  triangle.  En  d'autres  termes,  chacune  des  trois  diago- 
nales (12,  3  4)  du  quadrilatère  est  divisée  liarmonique- 
ment (ans  points  B  et  C)  par  les  deux  autres. 
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PnÉLIMIIf  AIRES.  l3 

§  II.  —  De  l'êqantion  de  la  tangente  en  un  point  fViine 
courbe  algébrique  rapporice  à  un  nombi'e  <juelconc/iie 
de  di'oiles  fixes . 

10.  Une  courbe  plane  quelconque  rapporléc,  en  preniîer 
lieu,  au  triangle  de  référence 

û  =  A  =  B  =  C, 
étant  représentée  par  l'équation  homogène 

/(A,B,  C)  =  oj 
pi-oposoiis-uous  cîc  former  l'éqtiatîoii  de  ia  tangente  poiii' 
le  point  (a,  i,  c)  de  la  courbe.  Et  soit  d'abord,    avec  trois 
coefficients  indéterminés  m,  m,  p, 

/nA+nB+/jG  =  o 
l'équation  d'une  corde  variable  menée  du  point  [n,b,  c)  au 
point  voisin  {a -^3 a,  b  -\-  §b^  c-^èc).  Les  rapports  ha ;/t;/; 
seront  définis  par  les  relations 

m{rt-hSa)  -f-«(È  +  5i)-4-/>(('  +  Jc}  =  o; 
onparcelles-d, 

Or  les  coordonnées  A,  B,  C  d'un  point  quelconque  du  plaji 
de  la  figure  étaui  des  fonctions  déterminées  des  coordonnées 
cartésien nesjf,  x  du  même  point  ;  les  coordonnées  triangu- 
laires o,  b,  c  de  chaque  point  de  la  coiirbe  sont  des  fonc- 
tions déterminées  de  l'abscisse  x  de  ce  point  ;  et  leurs  déri- 
vées respectives  par  rapporta  x,a',  b',  c'  sont  pareillement 
déterminées.  Si  donc  on  désigne  par  Sx  l'accroissement  de 
l'abscisse  dans  le  passage  du  point  (a,  b,  c)  de  îa  ccurbe  au 
point  voisin  (n  +  tîn,. . .),  o»  verra  que  les  coefficients 
m,  n,  p,  relatifs  à  l'équation  de  la  corde  résultante,  sont 
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détini 


par  les  équations 


De  là,  en  imagiDanl  que  3x  décroisse  indélinîment  et  nas- 

sant  à  la  lîmile,  on  voit,  l'équation 

(o)  mA  -h  nB-\-pC  =  o 

désignant  actuellement  la  tangente  au  point  {^i,  h,  c)  do  la 

courbe,  que    les   rappoils  mimp  seront  délinis   par  les 

équations 

(i)  am  +  bn  -h  cp  —  o, 

Mais  le  point  («,  /',  c)  appartenant  à  la  courbe,  on  a 
l'égalité 

i[ue  ['on  peut  écrire,  d'après  le  tiiéorcme  d'Eulcr  sur  les 
fonctions  homogènes. 

Le  point  variable  (n  +  ^«, .  ,  ,)  appartenant  de  même  à 
la  courbe,  on  a  cette  autre  égalité 

f{a-^-Sa.b-^Sb,c  +  Sc)-f[a,  b,c)  __ 

S.r  ""' 

d'où,  en  passant  à  la  limite  et  prenant  la  dérivée  d'après  la 
règle  relative  aux  fonctions  composées, 

La  détermination  des  coefficients  m,  n,  p,  relatifs  à  l'é- 
([uation  (o)  de  la  tangente,  résulte  maintenant  des  équa- 
tions (i),  (2)  comparées  aux  égalités  (i'),  (2');  et.  puis- 
que l'on  passe  des  unes  aux  autres  en  remplaçant,  dans 
les  premières,  les  inconnues  ni,  n,  p  par  les  nombres 
/'^  (a.  II,  c],  y^'  ,  /'  ;  ces  nombres  sont  précisément  les  va- 
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leurs  de  ces  iiiuoiinues;  oti  peut  poser 

'"  ■=."  -^'^ 

f„  [a,  b,  c)       J'I        fl  ' 

et  Vé/faafion  de  la  tangente  au  point  [a,  h,  c)  est 

A/;(«,  i,c) +  «/;  +  «/;:  =  o 

H.  Si  la  courbe  considérée,  rapportée  à  un  polygone  de 
référence  quelconque 

A.B.C.D.  .  .  =  o 
est  représentée  par  Véqnalion  liomogèiie 

/(A,  B,  C,  D,...)  =  o, 
Vêquation  de  la  tangente  pour  te  point  l^a,  h,  t,  4..  .  .] 
de  la  coin'he  est  encore 

kfl  [a,  b,  c,  d...]  +  B/;  +  cy;:  +  Dy;;  + . . .  =o. 

(Plticker,  System  der  ^naljtischen  Geomeliie,  p.  i  ly.j 
La  démonstration  est  toute  semblable  à  la  précédente,  à 
une  différence  près  qu'il  est  bon  d'indiquer,  et  qui  lienl  à 
ce  que  la  tangente  peut  maintenant  être  représentée  d'une 
infinité  de  manières  par  une  éfjuation  de  la  forme 
Am-hhn  +Gp  +  'Dq  -h...=20. 

Tleprenant  dès  lors  la  même  analyse,  on  verrait  que  les 
nouvelles  équations  (i)  et  (2}  ne  sont  pins  déterminées, 
mais  admettent,  en  m,  n,  p,  g,-  ■  -,  une  infinité  de  solu- 
tions. Celle  d'ailleurs  de  ces  solutions  qui  résulte  de  la 
comparaison  des  équations  (1)  et  (1)  aux  égalités  (1') 
et  (2'),  et  qui  se  traduit  parcelle  série  de  proportions 

subsiste  toujours,  et  l'équaliou  correspondanie 
A/;  ^-  B/;  +  C/'  +  D/;  +  ,  .  .  =  o 
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est,  iion  plus  la  seule  forme  possible,  mais  la  seule  utile  de 
l'équation  tlela  tangente. 

La  (lé  mon  s  tra  lion  de  l'auteur,  fondée  sur  l'emploi  des 
infiniment  petits,  esi  beaucoup  plus  rapide,  (Plucker,,,., 
p.  iJ9).N'esl-il  pas  remarquable  qu'une  aussi  belle  propo- 
sition, et  dont  les  applications  sont  continuelles,  n'ait  pu 
passer  encore  dans  aucun  de  nos  Traités  de  Calcul  infini- 
tésimal? Les  plus  récents  n'en  disent  rien. 

12.  application.  —  Soient,  avec  six  coefficients  homo- 
gènes ou  cinq  rapports  arbitraires, 

/(A,  lî,C)=aA'-f-jîB=-t-7C'+2«'BC-J-af'CA  +  2v'AB  =  o 

l'équation  générale  des  couibes  du  second  ordre;  et 

(')  A/;(«,i,c>-!-B/;+C/:^o, 

ou,  en  développant. 


l'équation  delà  tangente  pour  le  poin 
Si  l'on  ordonne  cette  équation  suivai 

t(«,i,e)dcla. 
it  les  eoefllcien 

:ouibe. 

ts  «,(5, 

7,  «',[i',-/',  de  cette  manière, 

.a  -I-         phb         +  '/Ce 

-+-C&)  H-^'(Ca-4-Ac)  4-'/{Ai-HBa)  =  o, 
t  qu'elle  est  symétrique  par  rapport  aux  coor- 
données courantes  A,  B,  C  et  à  relies  a,  h,  c  do  point  de 
contact.    Ces  coordonnées   peuvent  doue    s'écliangcr    les 
unes  dans  les  autres,    et  l'équation  de  la  tangente  peut 

[t')  «/;(A,  B,c) -h  i./^ +  (■/;  =  o. 

13.  Théohème.  —  L'éqiiaiion  de  la  polaire  d'un  point 
quelcoTKjiie.  [a,  b,  c),  par  rapport  li  une  coiirhe  du  second 
oidre 

/(A,B,  C)^o 
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est  idenriqiie  à  l'équation  de  la  tangente /lo^»'  ce  mémo 
point  (a,  b,  c)  queVon  supposerait  situé  sur  la  courbe. 

Considérons  d'abord   un    point  exléiîciir  à   la   courbe 
(Jig'-G)-,  et  soit  («1,  6,, c,)  le  point  de  contact  rie  l'une  ([uel- 


concjue  des  laiigetites  issues  de  ce  point.  L'ctjUfliion  eie 
cette  tangente  pourra  s'écrire 

et  comme  !e  point  (i/,  b,  c)  appardent  à  celle  (angente, 
l'on  aura 

»,y;;(«,i,f)-+-é,/;  +  c,y;=o. 

Or  cette  égalité  exprime  cjiie  la  droite 

(P)  Afl(a,b,c)  +  Ëf;^^Cf;,--.o 

contient  le  point  de  contacl  («1,  ii,  c,)  decliacune  des  lan- 
gentes  menées  à  la  courbe  parle  point  (aji,c).  La  droite  (P) 
est  donc  la  corde  de  comact  de  ces  tangentes,  ou  la  polaire 
de  ce  point. 

Quelle  que  soit,  en  second  lieu,  la  position  intérieure 
ou  extérieure  du  point  («,  J,  c),  la  droîie  (P)  est  le  lieu 
géométrique  des  points  de  concours  des  tangentes  me- 
nées à  la  courbe  par  les  traces  sur  tel!e-cî  d'une  corde 
quelconque  issue  dn  point  considéré  :  ou  la  polaire  nième 
de  ce  point. 

Car,  si  (at,bi,c,)  est  l'un  de  ces  points  de  concours 
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(/%■  7)1   '"   forde  de  comacl  des    tangentes  issues  de  C' 
point  stira  représentée  par  l'équation 

que  l'on  pL'ut  ordonner  par  rapport  à  n,,  i,,  c,  de  ceiti 

(P')  «,/;  (A,  B,  C)  -I-  b,  /^  +  c,  Jl  -,  o. 

El  puisque  celte  corde  passe  par  le  point  [n,  b.,:),  on  a 


Or  cette  égalité  exprime  que  la  droite 

(pj  A/;(<i,  i,  c)  +  B/;+cy;:  =  o 

passe  par  cbacun  des  points  de  concours,  tels  que  (a,,  èi,Ci). 
La  droite  représentée  par  cette  équation  est  donc  le  lieu 
géométrique  de  ces  points  de  concours,  ou  la  polaire  du 
point  (a,  b,c). 

a.  L'équation  de  la  polaire  ii\in  point  quelconque 
[a,  b,  c,d,...),  par  rapport  à  une  courbe  du  second  ordre 
représentée  par  l'équation  homogène 

/(A,  B,  G,  D,.  .  .)  =0, 

rst  irlenlrquo  n  Vêqualioii.  de  la  taiigento  pour  Ir  point 
jrt,  b,  c,  d )  que  l'on  supposerai!  silué  sur  la  courbe  ;  et 
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peut,  s'écrire  in<1ifféremiitent 

kfl  («,  b,  c,  d,..  .)+B/l+C/;.  +  D/;  4-  . .  .  ---.-  o. 

af^{A,  B,  C,  D,.  ..)  +  */;  +  '^/c  +.;/;  +  .,.:=  o. 
La  démonsiration  ne  diffère  en  rien  de  la  première,  et 
repose,  comme  celle-là,  sur  l'ideiitiié  des  deux  formes  pré- 
cédenlcs  pour  loulc  fonction  homogène  et  du  second  de- 
gré, y,  d'un  nombre  quelconque  de  variables  A,  B,  C,D,... 

13.  La  polaire  du  point  (a,  b),  par  rapport  au  système 
de  deux  droites 

AB  — o, 
sera  donc 

Ai  -i-B«:;:^0, 


la  polaire  et  la  droite t  =  o,    menée    du    polo    au 

point  de  concours  des  deux  proposées,  sont  liariuonique- 
ment  conjuguées  par  rapport  au  système  de  ces  droites. 

§  IlL  —  Des  coordonnées  polyédriques  d'un  point  mo- 
bile rapporté  à  un  nombre  quelconque  dv,  plans  Jixcs. 
Équation  du  plan. 

16.  La  situation  d'un  point  quelconque  de  l'espace,  dé- 
finie dans  le  système  cartésien  par  les  distances  A',  J' ,  s  de 
ce  point  aux  plans  des  faces  d'un  trièdre  fixe,  peut  encore 
être  définie  d'une  manière  plus  générale  par  les  distances 
A,  B,  C,  D, .  .  .  du  point  considéré  aux  plans  des  faces  d'un 
poljèdre  quelconque  que  l'on  dit  de  référence.  Ces  dis- 
tances sont  alors  les  coordonnées  polyédriques  du  point,  et 
leurs  signes  sont  tels,  d'ordinaire,  que,  toutes  négatives  par 
exemple  pour  un   point    inlcj'ieur    au    polyèdre  de   réfé- 
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retice,  ciiacuiie  d'elles  passe  par  zéro  et  change  île  signe, 
lorsque  le  point  considéré  atteint  et  dépasse  le  plan  de  ]a 
face  correspondante  du  polyèdre. 

M.  Si  les  plans  de  ces  diverses  faces  sont  eux-mûnies 
représentés,  par  rapport  a  nn  certain  système  d'axfs  ox, 
oy,  oZf  par  des  équations  telles  que 

A  =  a.v-i'bj-i-cz-\-il=i.o.  B~rt'j-+  b'j-i-c'z-hd'=o,..., 
les  coordonnées  polyédriques  du  point  (j-, ,  j  i,3,)  ne  scroiit 
autres  que  tes  nombres 

k,=ia.r,+  l,y,-^rz,-i-'i,  B,=  rt'j;i  -h  6'/,  + c's,  +  i/',. .. , 
résultant  de  la  substitution  des  coordonnées  cartésiennes 
de  ce  point  dans  les  fonctions  A,  B,  C, . .  .  relatives  ans 
plans  des  diverses  faces  du  polyèdre  de  référence  ;  rt  leurs 
signes  varieront,  avec  la  position  de  ce  point,  conformé- 
ment à  ce  théorème  : 

Les  cooriionnces  de  deux  points  lUslincts  i ,  2,  siihsli- 
lués  tlaiis  la  fonction  d'un  plan 

A:i=rtJ.'  +  ky  +  cz-hfl=o, 
lui  font   acquérir  des   valeurs    «X,  4-  bji  +  czi  +  d, 
aXï-(- &J'a-l- Wf  +  i^i  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
traires, suivant  que  les  points  considérés  sont  d 'un  même 
côté  ou  de  part  ei  d'aujre  de  ce  plan. 

18.  Si  le  trièdre  des  axes  anxiliaîres  ox,  oy,  oz  est  tri- 
rectangle,  et  si  les  fonctions  A,  B,  C,  D,.  .  .  sont  de  la 
forme 

A  z=  .K  cos  a  4-  J  cos  p  +  3  CCS  7  —  CT , 


les  coordonnées  polyédriques  A,,  B,,  Ci,...  d'un  point 
quelconque  mesureul  ses  distances  orthogonales  aux  plans 
des  diverses  faces  du  polyèdre;  chacune  de  ces  distances 
étant  :  positive  pour  un  point  situé  du  côté  opposé  à  Fori- 
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gine  o  par  rapport  an  plan  de  cliacmie  de  ces  faces  ;  néga- 
tive pour  un  point  siuié  du  môme  côlé  que  l'origine  dont 
les  coordonnées  o=:x  =  y^  z  font  acquérir  à  tomes  ces 
fonctions  des  valeurs  négatives  —  u,  —  tt',  . . . 

19.  Les  coordonnées  polyédriques  d'un  point  ne  sont 
pas  indépendantes  les  unes  des  autres  ;  mais,  dès  que  trois 
d'entre  elles  sont  données,  toutes  les  antres  en  résultent. 

Par  exemple,  les  coordonnées  (érraédriques  (et  orthogo- 
nales) A,  B,  C,  D  d'un  point  quelcoiiqne  m  sont  lic'es  par 
la  relation 

(/■)  —  (, A  —  />h  —  cC  —  dû  =r.  ^\ , 

dans  laquelle  n,  b,  c,  deiX  désignent  les  aires  des  faces  et 
le  volume  du  tétraèdre  de  référence.  C'est  ce  qui  résulte  de 
l'égaliié 

pyramide  mBCD  +  mCDA  +  n;DAB  +  mABC  =  jiyr.ABCD. 

L'expression  «A+  bB  +  cC  +  c/D,  où  les  lettres  «,  b, 
c,  d  conservent  la  signification  précédente,  n'est  donc 
qu'une  fonction  apparente  des*  trois  variables  x,  j^,  r  ;  et 
l'équation 

aA  +  bB-hcC-h  t/D--.  o 

se  réduit,  en  réaliié,  ;i  une  consiaïue  égalée  à  zéro  : 
3V=o. 

20.  Toute  équation  thi  premier  degré  par  rapport  aux 
coordonnées  polyédriques  d'un  point  est  aussi  du  premier 
degré  par  rapport  aux  coordonnées  J",  j*,  z  du  point  mo- 
bile, et  représente  un  plan. 

21.  Réciproquement,  un  plan  quelconque  peut  être  re- 
présenté par  une  équation  linéaire  et  homogène  delà  forme 

mA  -l-rtB-l-/iC-l-îD  +..  .r-_  o. 

Ce  mode  de  représentation  étant  d'ailleurs  unique,  on  sus- 
ceptible d'une  infnniédedéiermiiialioiis,  suivant  qne  l'on 
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y  emploie  un  létracdro  do  léfc'i'ciKse,  on  un  polyèdre  r|u(;l- 
conqiie. 

Dans  Iei:as  d'un  tétraèdre  {fig-  8),  l'c'quation  précédeiiie 


rOsiilterail  do   réiimination    drs    consumes    V,   V   i 
ndnané 


et  réf[uaiion  c|ue  ron  oblieiU  en  faisant  U  =:  o  dans  la  re- 
lation 

{>■']  —a'A—b'B  —  r'C—dD-rR^^V': 

relaiion  exïslani  eutre  les  distances  onhogonalcs  A,  B,  C, 
D  et  Tl  d'un  point  qnelconcjue  aux  faces  du  tétraèdre  de  ré- 
férence, ou  au  plan  considéré  R  ;  et  dans  laquelle  a',  b\  c', 
d,  r  et  V  désignent  les  aires  des  faces  et  le  volume  du  tronc 
de  pyramide  délacîié  par  ce  plan  dans  le  tétraèdre. 

22.  Si  le  plan  R  :=  o  passe  par  l'un  des  sommets  (A.B.C) 
du  télraèdre  de  référence,  les  deux  équations  équivalentes 

R=o      ,-t      mA~h  l'B-hpCzz^o 
cntrahu'jit  l'idcntiié 

mk  +  nB  +  pC-h  rh  =  o. 

Il  existe  donc  une  lelalion  linéaire  et  homogène  e.nlm 
les  di'ltmcc.i  d'un  point  quelconque  de  Vespncn  à  quatre 
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23.    l, 'équation 

nA  4-  ÈB  -f-cC  +  (iD  =  o, 
OÙ  a,  b,  c,  i^oni  la  même  signification  qu'au  n"  19,  se  ré- 
duit à  une  constante  égalée  à  zéro.  Ce  sera  donc  exprimer 
le  parallélisme  de  deux  plans  que  d'exprimer  qu'une  com- 
binaison do  leurs  équaiions  se  réduit  à  l'équation  précé- 
dente. Et  l'on  peut  dire  que  deux  plans  quelconques,  pa- 
rallèles entre  eux,  se  coupent  suivant  une  droite  située 
dans  \a  plan  à  l' injiin  repré^enlc  par  l'équalion 


^IV.  —  De  l'équaiion  du  plan  tangent  en  un  point  d'' une 
surface  algébrique  rapportée  à  un  nombre  quelconr/w 
de  plans  Jixes. 
24.  Soient  d'abord 

o-A  —  B~.  C  —  D 
es  plans  des  faces  du  tétraèdre  de  rcfércnco, 
S)  /[A,  B,  C,  D)-.o 

la  surface  donnée  ;  et 
)  /(A,  B,C,  D)  =  o,     »{A.  B,  C,  D)--o 

!S  équations  respectivement  homogènes  d'une  courbe  pas- 
sant par  le  point  que  l'on  considère,  el  située  tout  entière 
sur  la  surface.  Une  corde  variable,  menée  de  ce  point 
(a,b,  c,  d)  à  un  point  voisin  {a~+-âo,  b-h^b,...)  pris 
sur  la  même  courbe,  peut  être  représeulée  d'une  infinité 
de  manières  par  un  système  d'équations  telles  que 

(2>  mA-f-«B-H/)C-i-  yD  -10,  aA-h-^S  +  mC  +  x^^—°' 
dont  les  huit  paramètres  seront  seulement  assujettis  anx 
quatre  conditions 

mit  -h  nfi  +  pc  -h  rji/  —.-  O,      [Kl,  -\-  -jb  -\-  riC  -^  yjl  r--  o, 
mSn  +  nSh  -+  ,iSc  +  'l')<l=.-r.Q;     f,5,7  +  va /, -.- a-îf  4- X'î''=  »; 
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or,  les  coordonnées  tciraédriques  A,  B,  C,  D  d'un  point 
quelconque  de  l'espace  étanl  des  fondions  déterminées  des 
coordonnées  reclilîgnes  z,  y,  x  du  même  point  ;  les  coor- 
données létraédrifjues  «,  i,  c,  d  d'un  point  fjueiconque  de 
la  courbe  (i)  sont  des  fonctions  déterminées  de  l'abscisse  x 
de  ce  point,  et  leurs  dérivées  respeclives  a' ,  b',. .  .  par 
rapport  à  x  sont  pareillement  déterminées.  Si  donc  on 
désigne  par  âx  l'accroissemem  de  l'abscisse  .r  dans  le 
passage  du  point  particulier  [a,  h,  c,  d)  au  point  voisin 
(a  ■+-  âa,  b  +  3b,...),  on  verra  que  les  conditions  imposées 
ans  coefficients  des  équations  de  la  corde  qu'ils  déiermînenl 
peuvent  èti'e  remplacées  par  celles-ci  : 

ma  -f-  nb  +  pC  +  di]  r.-  o, 


Delà,  en  imaginant  que  5x  décroisse  indéfuiimem,  el 
passant  à  la  limite;  on  voit  que  la  tangente  au  point 
(rt,  &,  c,  d)  de  la  courbe  considérée  sera  représentée  par 
l'ensemble  des  équations  {2),  si  les  coefficients  qui  y  figu- 
rent satisfont  aux  conditions  suivantes  : 

{3)  am^bn-^vp^dq  —  n, 

(4)  ,;,u,-^/;v  H.f=,  +  ./x  =  0. 

(5  )  a  m  -\-  b'n  ^-  i>  +  d',,  —  o. 

(6)  «>H-t'v  +  cV+,/'x  =  o. 

Mais  le  point  (a,  b,  c,  1'/)  appaneiiant  à  chacune  des 
deux  surfaces  {1),  on  a  les  égalités 

f[a,  b,  c,d]  =0,     f  [rt,  b,  c,  d]  =  o, 
que  Ton   peut  écrire,    d'après  le  iliéorcme  des  foncLions 
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liomogènes , 

(3' 1        «/;  {n,  b,  c,  d]  -h  hfi  +  cfi  + ././;;  =  o, 
(4'}         a^j,a,  h,  c,  d)  +  i y;  +  c^;.  +  d ^;^ ^  o. 

Le  point  variable  [a-^ha^  i-J-ôi,...)  apparteiiaiil 
de  même  à  cliacmie  de  ces  surfaces,  on  a  aussi 

Sx  ' 

^(«  +  ^-7,  *  +  5iîi...  .)—  tC".  *,-■■)  _ 

d'où,  en  passant  à  la  limite  et  prenanl  les  dérivées  d'apiès 
la  règle  relative  aux  fondions  composées, 

(5')      «'/;  (,r,  /,,  c,  d]  +  b'fi  +  c'fi  -I-  rf'y;;  =  o, 

(6'}  ii'f'^'(i,b,c,d)   ■+■  t'ï.'^  H-  e'qj'  -4- i/'qj^^  r-_  o. 

Or,  si  l'on  compare  maintenant  les  équations  (3),  (4)i 
(5),  (6)  aux  égalités  correspondanles  (3'),  (4'),  (5'),  (6'), 
on  voit  que  l'on  passe  des  unes  aux  autres  en  substituant 
aux  inconnues 

w,  n,  p,  q;     it,  ï,  CT,  X, 
qui  figurent  dans  les  premières,  les  nombres 

/„'  {",  b,  r,  d),  /; ,  /; ,  /■  ';   ï;  («,  b,  c,  d], .; ,  ^^ ,  .;^. 

Ces  nombres  forment  donc  l'un  des  systèmes  de  valeurs 
que  l'on  peut  attribuer  à  ces  inconnues,  el  leur  substitu- 
tion dans  les  équations  (a)  donne  définitivement 

(  Ay;;  («,  b, ,,  d)  +  b/;  +  c/:  -^  d/;,  =  o, 

Telle  est,  pour  le  point  [a,  b,  c,  d'j,  la  tangente  m  ia 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces 

/(A,  B,C,  D)=o,     f  (A,  B,  C,  D}  =  o. 
Et  si,  conservant  le  point  (n,  h,  c,  d)  ainsi  que  la  première 
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de  ces  surfaces,  on  fait  varier  la  seconde;  on  voit  que  le 
lieu  de  toutes  ces  tangentes  est  le  plan  représenté  par 
l' équation 

A/;  [a,  b,  c,  d)  +  B/;  -Hc/;  +  d/;  ^  o. 

25.  Si  l'on  substitue  au  tétraèdre  précédent  un  poiyèdie 
quelconque,  on  passera  de  la  même  manière,  et  par  une 
démonstration  identique,  de  l'équation  homogène  de  la 
surface  à  celle  du  plan  tangent  rn  l'un  quelconque  de  ses 
points. 

26.  applications.  —  Soient,  avec  dix  coefficieuis  ho- 
mogènes ou  neuf  rapports  arbitraires, 

/(Pi,  p„  Pj,  p.)=V>,„p;  +2y\,,p,p,=o, 

l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  rapportées, 
en  vue  d'une  meilleure  notation,  au  tétraèdre 
o  =  P,  ^  P,L-  p3  =  p,; 

(T)    p, /;;,(/'„/'.,/'., 7-0  4- p./,.>p=y,->p./;.^o. 

ou  en  développant 

(0  ^'  1,,/.,  P,    +  2^'  Â„  {p,  P,  +/>,P,)  ==  O, 

l'équation  du  plan  tangent  pour  le  point  {p,,  pi,  ps,  p-.) 
de  la  surface.  Comme  cette  dernière  équation  (/)  est  évi- 
demment symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  cou- 
rantes Pi,.  .  ,,Pietà  celles  p,,. .  .^p^da  point  de  contact, 
il  en  est  de  même  de  la  précédente  (T);  et  l'cquation  du 
plan  tangent  peut  aussi  s'écrire 
(T')     P^4,  (P..  P"  P»  PO  +/>./;+ 7^3/;^+  /^,/p>o. 

27.  Véqualion  c^tiplan  polaire  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  (p,,...,pt)  par  rapport  à  une  surface  du 
second  ordre  est  identique  à  l'cquaiion  du  plan  tangent 
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pour  le  même  point  regardé  comme  appartenant  ; 

face  (/à'-9)- 

Fie-  g. 


Que    le    point    considère    soit    d'abord    extèrieui 
soit(rai,...,  cTi)  le  point  de  contact  de  l'un  quelconqui 


pi 


e  poiii 


à  la 


:e.  L'cq, 


',/„.=  o, 


tangents  menés,  de 
de  ce  plan  pourra  s'écrire 

(T,)    ^,/;  (p„.  ..,po +-T./p>  ^,/;_4 

et  puisqu'il  passe  parle  point  [pt^,-  ■  ■i/'i)'  "'^  ^Vit» 
Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan 

(p)     P./;,  (/^..  ■  -  -,/'.)  ^-  p./;^+  p./,.>  p  j;;  -  o 

contient  le  point  de  contact  (cti,.  .  .,cri)  de  l'un  quelconque 
des  plans  tangents  issus  du  point  considéré  [pi,-  -  -i/'i)- 
L'équatioD  (P)  représente  donc  le  plan  de  la  courbe  de 
contact  du  c6ne  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  pour  som- 
met le  point  (p,,...,/Ji)  ;  ou  \s  pîan  polaire  de  ce  point. 
Quel  que  soit  enfin  le  point  (pi,-  .  .,/'i)ï  intérieur  ou 
extérieur,  l'équation  (P)  représente  le  lieu  géométrique  des 
sommets  des  cônes  circonscrits  a  la  sui  face  suivant  les  sec- 
tions déterminées  dans  celle-ci  par  les  divers  plans  issus  du 
FiE.  .0. 


point  (,î, 


,/)■.),  ou  le  plan  polaire  de  ce  point  [Ji^-  i"). 


y  Google 


Car  si  (cTi,  . .  .,  raj)  est  l'un  de  ces  sommets,  le  plan  do 
la  courbe  de  eoiHact  du  cône  correspondant  et  de  la  surface 
sera  représenté  par  lYquatioii 

(P)         P.Xf'^.'-  ■  ■.'^.)  -H  P. /^ -I- Pj /n  ^P'/n  =°' 

que  l'on  peut  ordonner,  par  rapport  à  o,,.  .  .,  tjj.dc  colle 
manière 

(p')    =T,/,;(p„ . .  .,p,i  +  ^,/,;+  "^/r'.+'^'/i^-^  °- 

Et  comme  ce  plan  doit  passer  par  le  point  (/'i,  •  ■ -/'.i), 
on  a 

Or  cette  égaîilc  exprime  que  le  plan 

passe  par  chacun  des  sommels  tels  que  (cti,  .  . . ,  CÏ4)  Le 
plan  représenté  par  celte  dernière  équation  est  donc  le  lieu 
géométrique  de  tons  ces  sommets,  ou  le  plan  polaire  du 
point  (/*„..  .,p,)- 

28.  Une  surface  du  second  ordre  cUuit  déjinie  reliiti- 
yement  à  un  polyèdre  quelconque  (Pj,  P,, ,  .  . ,  P„),  par 
Péquation   homogène 

/(P,,P„...,P„)  =  o: 

h.  plan  polaire  d'un  point  quelconque  [p,,  /)»,  .  .  -,/'„), 
par  rappoit  à  celte  surface,  est  encore  représente  pin 
l'une  ou  l'autre  de  ces  équations 

(P)  p,y;;  +  p,/;^-^...  +  p„/;_r=o, 

ou 

(P')  /,,/;  +  ,..+;;„/;^.:.o. 

l.a  démonstration,  fondée  sur  ridcnlito  des  deux  for- 
mes (P),  (P')  dans  le  cas  d'une  foueûon  du  second  degré, 
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29.    Le  plan  polaire   du  point  {a,  b),   par  rappojt  a 
système  do  rleiix  plans 

AD  =  o, 


Le  plan  polaire,  et  le  plan "Â  ^^  **  mené  du  pôle  à  l'in- 
tersection des  deux  proposés,  sont  hai'moniquecnent  con- 
jugués par  rapport  au  système  de  ces  plans. 

§  V.  —  Des  coordonnées  tangeniielîes  d'une  droite  ou 
d'un  plan  mobile  rapportés  aux  sonnnets  d'an  poly- 
gone plan  ou  gauche. 

30.  La  connaissance  du  mouvement  d'une  droite  qui  se 
déplace  dans  un  plan  fixe  suivant  une  loi  quelconque,  sup- 
pose que  l'on  soit  en  élat  de  construire  cette  droite  à  une 
époque  quelconque  de  son  mouvement.  Les  données  numé- 
riques qui  permettent  cette  conslruclion  sont  dites,  en  gé- 
néral, les  coordonnées  de  la  droite  mobiU',  et  seront  ici, 
d'une  manière  spéciale,  les  distances  A,  B,  C  .  .  -de  celle 
droite  à  un  nombre  quelconque  de  points  fixes  A,  B,  C,... 
situés  dans  le  plan  de  la  figure  :  ou  seulement  les  nombres, 
posilifs  ou  négatifs,  A  ;  B  ;  C  : .  .  .  qui  mesurent  les  rapports 
de  toutes  ces  dislanccs,  moins  une,  à  l'une  d'entre  elles.  Le 
mouvement  général  de  la  droite  sera  d'ailleurs  défini  par 
une  relation  quelconque 


\A     A 


pports,  ou  pal-  ime 
/(A,  B.C. 


entre  ees  distances. 
Comme  la  droite. 
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ràl  sur  une  ceriaine  courbe  à  laquelle  elle  ne  cesse  point 
d'èire  tangente,  el  qui  est  dite  sou  enveloppe  ;  l'équation 
précédente,  à  l'aide  de  laquelle  on  pourra  construire  auiaiil 
de  tangentes  que  l'on  voudra  de  celte  enveloppe,  en  est 
dite  Yéqualion  tangeittielle. 

31 .  Le  mouvement  d'un  plan  dans  l'espace  donne 
lieu  à  des  définitions  toutes  semblables.  Les  dislances 
A,  B,  C,  D,.  .  .  du  plan  mobile  à  un  nombre  quelconque 
de  points  lixes,  ou  seulement  les  rapports  A  :  B  ;  C  ",  D  : .  .  ■ 
de  toutes  ces  distances,  moins  une,  à  l'une  d'entre  elles, 
sont  encore  les  coordonnées  de  ce  plan  dont  le  mouvement 
demeure  défini  par  une  relation  quelconque 


•^  Va   A    A         / 


entre  ces  rapports,  ou  par  une  équation  quelconque,  mais 
/lOiiiogène 

/(A,B,C,D,...,)=o 

entre  ces  dislances. 

Et  comme  ce  plan  roule  en  général,  durant  lout  son 
mouvement,  sur  une  certaine  surface  à  laquelle  il  ne  cesse 
pas  de  demeurer  langent  et  qui  est  dite  sou  enveloppe; 
l'équation  précédente,  à  l'aide  de  laquelle  on  pourra  con- 
struire les  divers  plans  tangents  de  cette  enveloppe,  en  sera 
dite  encore  Véquadon  langcntielle. 

32.  Toute  équation  linéaire  et  homogène  e»(/'e  lei  coor- 
données d'une  droite,  ou  d'un  plan  mobile,  représente  un 
point  (Mœbius  )  ;  ce  qui  veut  dire  que  toutes  les  droites  et 
tous  les  plans  dont  les  coordonnées,  ou  les  distances  aux 
divers  points  fiscs,  satisfont  à  une  telle  équation,  passent 
par  un  point  déterminé,  et  que  l'on  dit,  dans  ce  sens,  re- 
présenté par  cette  équation. 

La  théorie  géométrique  du  centre  des  distances  propor- 
lioiinclles,  ou  du  centra  de  gravité,  conduit  nalurcllemenl 
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a  celte  proposition.  Pour  la  vérifier  à  piiori,  désignons  par 

(0  «,r+pr  +  ï  =  o 

011 

(!')  .^.^  +  Pt+^j  +  S=0 

l'oqualioii  en  coordoiiiices  reciil ignés  ordinaires  de  la 
droite  ou  dn  plan  mobile;  et  soient  x,,j',  ;  x^.  y,,.  .  . ,  on 
X,,  y„  z,\  .Ts,  j)'a,  Sj,  .  .  .,  les  points  fixes  de  rélerence. 
Nons  aurons,  par  Lypolîièse, 

^"  J,  f  a.r,  +  Pj,  +  y)  =  û,   ^"  1,  (a.r,  +  f!^",  -i-  73,  +  ^)  =  o. 

OU,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  paryniè- 
tres  variables  a,  [3,  ... , 

Delà,  parl'éliiuinalioiidu  paramètre  y  entre  l'équation  (1) 
et  l'égalité  (2),  du  paramétre  â  entre  l'équation  (i')  et 
régalilé  (2');  les  équations  (1),  {i'}  de  la  droite  ou  du  plan 
mobile  pourront  s'écrire  définitivement 


(I) 


"('-^^)-H^-%r)-'h^')-° 


Or  i!  est  clair  maintenant  que  la  drc 
point  représenté  par  les  équations 


et  le  plan  mobile  autour  du  point 
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33.   Cliacun  de  ces  points  disparait  à  l'iiifin 
direction  déterminée 


'=S''"-I'-"^S'' 


si  la  somme  a!gébrif(ue  des  coeJficienis  1,.. .  .,}.„  csi  égale 
à  zéro  : 


I-« 


La  droîle  mobile  se  déplace,  dans  ce  cas,  parallèlement  à 
elle-même;  et  le  plan  mobile,  parallèlement  à  une  droite 

fixe. 

3-i.  Réciproqnement  il  existe  une  relation  linéaire  et 
homogène  entre  les  coordonnées  de  toutes  les  droites  ou 
de  tous  les  plans  issus  d^un  même  point.  En  d'aulres 
termes,  un  point  quelconque  IVl  peut  être  représenté  par 
une  équation  linéaire  cl  homogène  entre  les  coordonnées 
(tangentietles)  d'une  droite  on  d'un  plan  mobile 

/iA  +  bB+cC  =  0     ou     nA-HiB  +  cG  +  rfD  =  o. 

Soient  d'abord,  dans  le  cas  d'une  figure  plane.  A,  B,  C 
les  trois  points  de  référence  et  M  (Jig.  ii)  le  point  consi- 


défé.  Menoiisla  droite  MA  qui  coupe  en  A'  la  droite  liC,  cl 
désignons  par  A,  b,  C,  M,  A'  les  dislances  des  points  de 
môme  nom  à  une  droite  menée  dans  le  plan  de  la  figure. 

Les  distances  des  points    on   ligne  droite  M,   A  et  A'; 
ou  A',  B  et  C,  à  une  droite  (juciconcpie  étant  liées  par  une 
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relation  linéaire  et  homogène,  on  aura 

raM  +  ûA-4-  a'A'  =  0, 

—  «'A'-l-ÈB  +  cC   =:o; 

et,  par  suite, 

wM  +  nA-(-  ^'B  +  cG--o. 

Les  distances  de  quatre  points  situés  dans  un  même  plan  à 
une  droite  quelconque  de  cepian,  ou  à  un  plan  quelconque, 
sont  donc  liées  par  une  relation  linéaire  et  liomogène.  De 
là,  en  supposant  que  la  droite  considérée  passe  par  le 
point  M,  la  relation  qu'on  voulait  étatlir  : 
<ïA.+  iB  +  cC  =  o. 
Passant  en  second  lieu  au  cas  général  où  les  points  de 
référence  et  le  point  M  sont  situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  nous  joindrons  le  point  M  {/'if-  i'^) 

Fis.   -ï- 


à  l'un  des  quatre  points  de  référence  A,  par  une  droite  qui 
rencontre  le  plan  BCD  des  trois  autres,  suivant  le  point  A'. 
El  nous  aurons,  entre  les  distances  à  un  plan  quelconque, 
d'abord  des  trois  points  en  ligne  droite  M,  A,  A',  ensuite 
des  quatre  points  situés  dans  un  mémo  plan  A',  B,  C,  ï), 
les  relations 

niM  +  ak  +  a'A'  =  0, 
—  a' A'  +  6  8  +  cC  +  (/D  =  o  ; 
entre  lesquelles  éliminant  A',  il  vient 

mM  +  nA+  ÈB-i-^C  -)-rfD  =  o. 
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Dfi   là,   en   supposanl  que  le   plan   considéré  passe  par  le 
point  M,  ia  idatiou  que  l'on  voulait  cLabîir  : 
aA-hl'h  +  cC-hdJ>—-o. 

35.  II  résulte  implicitement  de  cette  démonstration,  ou 
plus  explicitement  de  celle  du  n"  32,  que  deux  quelconques 
des  coordonnées  d'une  droite  (ou  d'un  plan)  sont  do  même 
signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  que  les  points  de  ré- 
férence correspondants  sont  d'un  m6iiie  côlé  ou  de  pari  et 
d'antre  de  cette  droite  (ou  de  ce  plan). 

36.  Ainsi  l'équation 

A-t-Ii  =  o 

représentera  le  point  milieu  du  segment  Atî,  cl  l'équation 

A  — B  =  o 
le  point  à  l'inGni  dans  la  direction  AB. 

37.  Toute  combinaison  linéaire  et  homogène  des  équa- 
tions de  deux  points  représente  un  nouveau  point  si  lue  sur 
la  droite  qui  réunit  les  deux  premiers. 

L'équaùon  (i)  mM  +  «N  =:  o  est  effectivement  salis- 
faiie  par  la  double  subslîtution  o  =  M  =  ]\.  L'une  des 
droites  ou  l'un  des  plans  issus  du  poini  représenié  par  l'é- 
quation (i)  passe  donc  en  même  temps  par  chacun  des 
points  représentés  par  les  équalious  M  =;  o  et  N  :=  o. 

38.  De  même,  dans  l'espace,  toute  combinaison  linéaire 
et  homogène 

des  équations  de  trois  points  représente  un  nouveau  point 
situé  dans  le  plan  défini  par  les  trois  premiers. 


S  VI.  —  De  l'é(/uation  du  point  suivant  lequel  une  droite 
ou  un  plan  mobile,  rapportés  à  un  nombre  quchonque 
de  points  fixes,  touchent  leur  enveloppr. 
39.   Soit,  en  premier  lieu, 

(o)  /(A,B,C)  =  o 
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l'equaiion  tangentieDe  d'une  courbe  plane  quelconque,  ou 
la  relation  homogèue  existant  entre  les  distances  A,  B,  C 
des  trois  points  de  même  nom,  considérés  comme  points  de 
référence,  à  l'une  quelconque  des  tangentes  de  cette  courbe. 
L'une  de  ces  tangentes  étant  définie  par  ses  trois  coordon- 
nées a,  è,  c,  proposons- nous  d'obtenir  l'équation  de  son 
point  de  contact. 

Considérons,  à  cet  effet,  en  même  temps  que  la  langeiite 
{(I,  ^,c),  une  tangente  voisine  [a-\-  $a,  b-+-âb,  c-i-'Ji:),  vi 
soit 

mA-h  nB-i-pC  =  o 

l'équation  inconnue  du  point  de  concours  de  ces  tangentes, 
ou  la  relation  existant  entre  les  coordonnées  de  tonte  droite 
issue  de  ce  point.  Deux  de  ces  droites  étant  les  tangentes 
{a,  b,  c),  {a  +  Ja,  ^  +  èh,  c  +  àc],  Ton  aura 
m/r  +  nb -h  j)c  =  Q,     m{n-\-Sa]  -h  n{b  -\-  S  b)  -i-  p{c  -h  Se)  =^  o, 


mSa  +  i,Sb-i-pSf=  o. 
Mais,  puisque  la  courbe  que  nous  considérons  est  détermi- 
née, les  coordonnées  «,  i,  c  de  chacune  de  ces  tangentes 
sont  des  fonctions  déterminées  d'une  même  variable,  par 
exemple,  de  l'abscisse  x  du  point  de  contact;  et  leurs  dé- 
rivées respectives  par  rapport  à  x,  a',  &',  c'  sont  pareille- 
ment déterminées.  Les  coefficients  m,  «,  p  peuvent  donc 
être  définis  par  les  équations 

Sa  S^  S^  _ 

De  là,  en  imaginant  que  dx  décroisse  indéfinîmeni,  et  pas- 
sant à  la  limite,  on  voit  que  la  limite  du  point  d'intersec- 
tion de  deux  tangentes  consécutives,  ou  le  point  de  contact 
de  la  tangente  {a,  b,  c)  sur  sou  enveloppe  sera  représenté 
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par  l'éc|uali(iii 

si  les  coefficients  di,  rr,  p  sont  clioisis  de  manière  à  véi  ifiec 
les  équalions 

(I.)  «„,+  t„+,;,-^o, 

(3)  ,.',„+i,;.+,',,^.o. 

Of,  la  droite  («,  l>,  c)  étant  l'iint;  des  langemes  de  la 
combe  profioséc  (o),  on  a  l'égalité 

que  l'on  peut  écrire,  la  fonciionyélant  homogène  : 

La  droite  {a  ■+-  'hi,  b  -hdli,.  .  .)  étant  une  autre  tangente 
de  la  même  courbe,  on  a  cette  autre  égalité 

/(„  +  U,b  +  Se,  c  +  Se)  -/(a,  b,  c]  _ 

3.V  '"'  °' 

d'où,  en  passant  à  la  limite,  et  prenant  la  dérivée  d'après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées. 

Si  l'on  compare  maintenant  les  équnllons  (2)  cl  (3)  aux 
égalités  correspondantes  (2')  ,  (3'),  on  voit  que  l'on  peut 
passer  des  unes  aux  antres  en  remplaçant,  dans  les  pre- 
mières, les  inconnues  /n,  «,/>  respectivement  par  les  iioni- 
bresy  ,f'  ,f'  .  Ces  nombres  forment  donc  l'un  des  sys- 
tèmes de  valenrs  que  l'on  peut  attribuer  à  ces  inconnues, 
et  leur  subsliuilion  dans  l'équation  (1)  donne  enfin 

(2')  A/;;(^,  6,c)  +  By;'  +  cy;;  =  o. 

Telia  est  Vêqitallon  du  point  -lo  contact  de  la  tangenle 
{a,b,c). 

40.    Le  nombre  i/es  points  'le   référence  étant  ijiiel- 
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conque^  et  Véquation  taugenlielle  de  la  courbe 

W]  /(A,E,C,D,...)  =  o 

demetiranl  homogène^  le  point  de  coiilact  de  chaque 
tangente  {a,  b,  c,  d,.  .  .)  est  encore  représsnlé  par 
l'équation 

(Plucker,  S/stcm  der  Analyt.  Gcom.,  p.  liCf.) 

■41,  Si  la  Jonction  f  est  du  second  degré-,  In  courbe 
correspondante  est  de  la  seconde  classe  et  aussi  tlu  second 
ordre.  Dans  ce  cas  spécial,  l'cqualioii  du  point  de  contacl, 
symétrique  jiar  rapport  ans  coordoiméi'E  courajitrs  A,  B,  C 
et  à  celles  a,  b,  c  de  la  laiigenle,  peut  s'écrire 

ou 

in  .v;[A,B,G)  +  i/^  +  ./^=o. 

Et  si  a,  b,  c  désigTtent  les  coordonnées,  non  plus  d'une 
tangente,  niais  d^uiie  droite  tracée  arbitrairement  dans  h 
plan  de  la  courbe,  l'une  quelconque  des  équations  pré- 
cédentes représentera  encore  le  pôle  de  celte  droite  par 
rapport  à  la  courbe. 

Soient,  eu  effet,  a^,  b,,  d  les  coordonnées  de  la  tan- 
g<!iite  menée  à  la  courbe  {Jîg.  i3)  par  l'une  quelcom^io' 


,  h,  ■■),  Le  point  de 
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conlacl  (le  cctle  tangente  sera  représeulé  par  l'équaiion 
(,')  »,/;(A.B,C)  +  «,/„+r,/,:=o, 

et  puisque  l'une  des  droites  passant  par  ce  point  de  fon- 
lact  est  la  droite  [a,  b,  c]  elle-même,  les  coordonnées  de 
celle-ci  vérifieront  l'équation  de  ce  point,  et  l'on  aura 

Or  cette  égalité  exprime  que  la  tangente  («,  h,  c)  fist  l'une 
des  droites  passant  parle  point  représenté  par  l'équation 

{;')  A/;{,-,È,o  +  B/;  +  cy;  =  o. 

Les  deux  tangentes  menées  à  la  courbe  par  ses  traces  sur 
la  droite  («,  i,  c)  passent  donc  Tune  et  l'autre  par  le  point 
représenté  par  celte  équation,  et  qui  n'est  autre  que  le 
point  de  concours  de  ces  tangentes  ou  le  pôle  de  la  droite 
(a,b,o). 

Si  cette  droite  ne  coupe  pas  la  courbe,  le  point  représenté 
par  l'équation  précédente  esi  encore  le  point  de  concours 
des  cordes  de  contact  de  totites  les  couples  de  tangentes 
menées  à  la  courbe  parles  divers  points  de  la  droite  {a,b,c), 
ou  le  pôle  de  celte  droite. 

Cap  si  fl,,  b^,  Ci  désignent  les  coordonnées  de  l'une 
quelconque  de  ces  cordes  de  contact,  le  pôle  p  de  cette 
corde  [fig-  i4)  pourra  être  repiésciité  par  l'équation 

{p)  «,y;;(.4,B,c)  +  i.,/^4-<-,y;;  =  o. 


K^>- 


et  comme  le  point  ;>  appartient,  par  définition,  à  la  droit 
(rt,  i,  (.■),  lus  coordonnées  de  celle-ci  doivent  vérifier  ceit 
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équation,  (îlI'oii  a 

Or  cette  égalité  exprime  que  toutes  les  coides  de  contact 
(«I,  i,,  Cl)  passent  par  le  point  représenté  par  l'cquation 

Af^{a,b,c)  +  Bfl  +  Cfl  =  o. 
Donc,  etc. 

42.  Le  pôle  d'une  droite  [n,  h)  par  rapport  à  une  ro- 
HÎqiie  évanouissaiile,  réduite  à  un  système  de  deux  points 
A,  B,  et  représentée  pari 'équation 
AB  =  o, 
n'est  autre  que  le  conjugué  harmonique,  par  rapport  à  ces 
deux  points,  de  la  trace  de  la  droile  considérée  sur  !a 
droite  qui  les  réunit.  L'équation  du  pôle  de  la  droite  [a,  h) 

obtenue  conformément  à  la  règle  précédente,  peut  s'écrire 
en  elï'et 


La  trace  de  la  droite  («,J)  sur  celle  (AB)qui  réiui 
points  de  référence  a,  d'ailleurs,  pour  équation 


et  l'on  voit  que  les  deux  points  (  -  ±j  :=  o|  sont  harmo- 

niquement  conjugués  par  rapport  aux  deux  points  de  réfé- 
rence A  et  B. 

■43.  Nous  avons  admis  qu'une  couilie  de  la  seconde  classe 
est  aussi  du  second  ordre.  En  général,  toute  courbe  de  la 
m'^""  classe,  ou  à  laquelle  on  no  peut  mener,  pai'  un  point 
quelconque,  plus  de  m  tangentes,  est  de  l'ordre  m  {m  —  i). 

Pour    le  démontrer,    soient    a,  b,  c    les    coordonnées 
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(l'une  Jroiie  quelconque  située  dans  le  plan  de  la  courbe 

(o)  /(A,B,C)=o. 

Considérons  l'iiii  quelconque  des  points  de  rencontre  de 
celle  droite  et  de  la  courbe,  et  soient  [voirXuJig.  i3,  p-  37) 
a, ,  Ji,  c,  les  coordonnées  de  la  tangente  en  ce  point,  repré- 
senté, dès  lors,  par  Vequation 

A/;(«„È„c,)  +  B/;  +  c/;^=o. 

La  droite,  primitive  (a,  l>,e)  passant  par  ce  point,  ses 
coordonnées  vérifient  cette  équation;  l'on  a 

(0  «/;(«„*„f,)  +  ^/;  +  c/;=o, 

et  puisque  les  coordonnées  a,,  h,,  c,  forment  une  soln- 
lion  de  l'équation  tangenticlle  de  îa  courbe,  l'on  a  égale- 

(2)  /{«„S„c,)  =  o. 

Le  nombre  des  traces  de  la  courbe  proposée  sur  la  droite 
[a,  b,  c),  ou  le  nombre  des  tangentes  («,,  A,,  c,)  menées  à 
la  courbe  par  ces  diiTércnles  Iraces,  est  donc  marqué  par 
le  nombre  m  [m  —  i)  des  solutions  communes  aux  équa- 
tions (i)  et  (aj  :  l'une  du  degré  //(  —  i  en  —i  —■■  l'autre 
du  degré  m.  Donc,  etc. 

U.   Soit  enfin 
(i)  /{A,  B,  C,  D)  =  o 

Véqiiaiion  tangeiilielle  d'une  suiface  queîconquf,  ou  la 
relalion  komogèiw  existant  entre  les  distances  A,  B,  C,  D 
des  sommets  d'un  quadrangle  gaucbe  de  référence  à  l'un 
quelconque  dos  plans  tangents  de  la  surface.  L'un  de  ces 
plans  étant  défini  par  ses  coordonnées  a,  h,  c,  d,  propo- 
sons-nous d'obtenir  l'équalion  de  son  point  de  contact  t. 
Menons,    à  cet  effet,   par  ce  point  une  courbe  /('  silnéc 
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tout  entière  siu'  ia  surface  considérée  S  ;  t:l  soient 
(.)  /(A,B,C,  D)  =  o, 

(2)  ï(A,  B,  C,  D)  —  o 

les  équations  taiigeutielles  homogènes  de  la  proposée  S 
et  de  la  développable  2  circonscrite  à  la  première  suivant 
la  ligne  commune  tt'.  Désignons  par  a,  h,  c,  d-,  a  -i-  dti. 
b  -H  âb, . .  ■  les  eordonnées  des  plans  tangenis  communs  à 
Time  et  à  l'autre  surface  aux  points  t,  t'  de  cette  ligne;  et 
cherchons  d'abord  les  équations  de  Sa  droite  Tï'  commune 
intersection  de  ces  plans,  ou  de  deux  points  de  cette 
droite,  que  nous  pouvons  rejirésenter  par  les  équatious  in- 
déterminées 

(3)  h-m  -+■  B«  +  Cp  -+-  Dq  --  o, 

(4)  A,L.-I-Bv  +  CnT  +  Dx^o. 

Comme  chacun  des  plans  tangents  considérés  (a,  b,  e,  d) , 
{a  +  êa,.  .  ,)  contient  la  droite  TT'  tout  entière,  cl  passe 
dès  lors  par  chacun  des  points  (3)  et  (4)  de  cette  droite,  les 
coordonnées  de  ces  plans  doivent  vérifier  les  équations  pré- 
cédentes, et  les  coefficients  m,  n,,..,fj.,  v,...,  jusqu'ici 
indéterminés,  doivent  satisfaire  à  ces  quatre  conditions 

am  -i-  bii  -\-  cp  -\-  r!q  z=  o ,  lï  (i  H-  i -j  +  en  -h  dy_  : —  o, 

Or  les  plans  {«,  b,  c,  d),  («  +  Sa,..  .)  étant  menés  tau- 
gcnliellement  à  une  surface  donnée  S  par  les  points  /,  t' 
d'une  courbe  déterminée  tracée  sur  cette  surface;  les  coor- 
données a,  b,  c,  d  de  cliacuu  de  ces  plans  sont  des  fonctions 
déterminées  d'une  seule  variable  indépendante,  qui  sera, 
par  exemple,  l'abseisse  x  du  point  de  contact  correspon- 
dant :  et  leurs  dérivées  respectives  par  rapport  h  x  sont 
p:ireilleinent  déterminées.   Les    prérédcntos    équations  de 
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condition  peuvent  donc  être  remplaccies  par  celles-ci 

am  +  hn  ~\-  rj/  ■+■  r/q  t=o. 

en  Sb  Se  Sd 

Sa  Sh  3c  Stl 

De  là,  en  imaginant  que  5x  décroisse  indéfiniment,  cl  pas 
santà  la  limite,  on  voit  que  la  limite  de  la  droiieTÏ'  sc-r 
représentée  par  les  équalions 

(3)  Am  -hBn-hCp-i-D//  =  o, 

(4)  Af^  -rE-j4-C=^-l~Dx  =  '>, 

si  les  coefficients  m,  /i, .  .  . ,  u,  y. .  .  . ,  satisfont  aux  coiidi 
tions  suivanies  : 

[  5  i  iim  -\-  hn  +  cp  +  i!q  =r=  o , 

,6)  »p+4.  +  co+rfz=o, 

(5)  „V+4',  +  r'o-l-,rz!^o. 

Mais  le  plan  («,  b,  c,  d]  étant  tangent  aux  deux  sur 
faces  (i)  et  (2),  ses  coordonnées  vérifient  lenrs  éqnations 
el  l'on  a  les  égalités 

tjue  l'on  peut  écrire,  pnisr[ue  les  fonctionsy'et  y  sont  lio 
tnogènes, 

(5')         «y;;  {o.  i,, ,,  </)  +  »/;  +  'f,  +  à/',  =  ", 

(6')  "t'J">  ''>  c,  '0  -f-  ^ï'^-t-  e  ï'.  +  ''?';^  o. 

Loplan(»+O'o,  h  +  Sh...-)  étant  de  même  langer 
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aux  deux  surfaces  (i)  et  (a),  l'on  a  aussi 

/la  +  Sa,à  +  H,. ..]  ^/{a,  b,...]  _ 

Sx  "^'*' 

f{a-i-Sa,   b  ■+-§/>,..  .]  —  9(«,  {;..  .)_ 

D'où,  en  passant  à  la  limite  et  prenant  les  dérivées  d'après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées, 

il']     «'fi  («.  ^  ',  ''}  +'''/; +'^v;  ^-^'/j  =  °' 

(8'}  n' <fj^ii,  b,  c,  il]-^  ^'%"^  '■'f'c+'^'îrf^^''- 

Or,  si  l'on  compare  maintenant  les  ei^uai/bn^  (:")),  (6),  (7), 
(8)  nus  égalités  correspondantes  (5'),  (6'),  (7'},  (8'),  on 
voit  que  l'on  passe  des  unes  aux  antres  en  rem  pi  a  ça  m.,  dans 
les  premières,  les  inconnues 

'",  ".  P,  1.      f*.  ■',  ^,  Z' 

rcspcciivemenl  par  les  nombres 

fja,  b,  c,  d),f'^,/'^,f'^,      f'^,  ?'^,  o\  <f\^. 

Ces  nombres  forment  donc  l'un  des  systèmes  de  valeurs 
que  l'on  peut  attribuer  à  ces  inconnues,  et  leur  substitu- 
tion dans  les  équations  (3),  (4)  donne  définitivement 

(3')  A/;  (r,,  h,  c,  d)  +  B/;  +  C/;  4-  D/j  ==  o, 

(4')  ^îL"""  ^?'/,+  *^ïl+  D?^=o- 

Telles  sont  les  équations  langentiellcs  de  la  limite  de  la 
droite  TT',  ou  de  deux  points  particuliers  de  cette  droite- 
limite.  D'ailleurs,  landis  que  l'un  de  ces  points  (4')  varie 
avec  la  surface  2,  ou  avec  la  courbe  tt'  qUe  l'on  a  menée 
arbitrairement  par  le  point  fixe  /;  l'autre,  représenté  par 
l'équation  (3'),  on 

(0  ^ /'„[<;  b,  c,  d)  -+-  Bfl  +  C/;  +  D/;  =  o, 
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ne  dépend  que  de  la  surface  donnée  S  cl  d(!  celui  (a,  b,c,tl) 
de  ses  plans  tangents  dont  on  s'est  proposé  de  définir  le 
point  de  contact  (.  Et  il  est  aisé  de  voir,  par  la  géométrie, 
que  le  point  (3'),  ou  (î),  n'est  autre  que  ce  point  de  coniaci 
lui-même;  car  la  limite  de  la  trace  TT',  sur  un  premier 
plan  tangent  regarde  comme  fixe,  d'un  second  plan  langent 
qui  se  rapproche  indéfiniment  du  premier,  est  une  droite 
dont  l'orienlalion  varie  avec  la  courbe  décrite  par  le  point 
de  contact  du  second  de  ces  plans,  mais  qui  passe  invaria- 
blement par  le  point  de  contact  du  premier.  Donc,  etc. 
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m.  Si  la  fonction  f  est  du  second  dagrè.  In  siirjuce 
correspondante  est  de  la  seconde  classe  et  aussi  du  second 
ordre  ;  la  classe  d'une  surface  étant  marquée,  comme  l'on 
sait,  par  le  nombi'c  des  plans  tangents  que  l'on  peut  mener 
à  cette  surface  par  une  droite  donnée. 

Dans  l'hypothèse  actuelle,  l'équation  du  point  de  cou- 
tact,  symétrique  par  rapportaux  coordonnées  courantes  A, 
B,  C,  D  et  à  celles  a,  b,  c,  d  du  plan  tangent,  peut  s'écrire 
à  volonlé 

(/)        A,/;;(r;,  ô,  c,  d}  ^  B/;  -+-  c,/;;  -r-  d /;,  =  «, 


(/')       «/;{A,  B,c,D)^i/,;+ ^,/;; -f-.//;  -  o. 

En  outie,  si  «,  /),  c,  d  dcsigrœin,  rjon  pins  les 
données  de  l'un   des  plans  tangents  du  la   sniface, 
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celles  cVun  plan  quelconque,  V équation  précéflente  repré- 
sentera le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  la  surface. 

Soient,  en  effet,  a,,  J,,  Ci,  t/,  les  coordonnées  du  plan 
langent  mené  à  la  surface  par  un  point  quelconque  de  sa 
Irace  sur  )e  pian  [a,  b,  c,  d] .  Ce  poini,  ou  le  point  de  con- 
tact de  ce  plan  tangent,  sera  représenlé  par  l'équation 

{l')         „,/;{A,  B,  C,  D)  +  è,/^+c,/.;  +  rf,/;  =  o, 

et  puisque  l'un  des  plans  passant  par  ce  point  est  le  plan 
(a,  5,  c,  d]  lui-même,  les  coordonnées  de  celui-ci  véri- 
fiant l'équation  précédente,  on  aura 

Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan  [a,,  &;,  <;,,  d,)  paise 
par  le  point  représenté  par  l'équation 

[p]        A/;  { a,  b,  c,  d)  +  B/;  -i-  c/;  -t-  d/;  =  o. 

Tous  les  plans  tangents  menés  à  la  surface  par  les  divers 
points  de  sa  trace  sur  le  plan  (a,h,Cyd)  passent  doue 
par  le  point  (;>),  et  celui-ci  n'est  autre  que  le  pôle  du  plan 
(o,  b,  c,  d)  par  rapport  à  la  surface.- 

Enfin  le  point  [p)  est  aussi  le  point  de  concours  des 
plans  des  courbes  de  contact  de  tous  les  cônes  circonscrits 
à  la  surface  et  ayant  leurs  sommets  aux  divers  points  du 
plan  («.  b,  c,  d)  :  ou  le  pôle  même  de  ce  plan. 

Car,  si  [a, ,  b„  c, ,  d,  )  est  Kun  de  ces  plans  de  contact,  le 
sommet  du  conc  correspondant  sera  représenté  par  réi|tia- 


{jj)     kf^j-,,  b„  r„ ,/,)  -t-  B/1  +  C/,;  +  D/;  =  o, 

que  l'on  peut  écrire 

f;.')     «,/;(A,B,  C,  D)  +  i,/;  +  r,./^  +  ,/,/^  =  oi 

e  l'un  des  plans  tnenés  par  ce  sommet  est 
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[n,  b,  c,  d),  on  aura 

«,/;  [a,  b,  c,  d]  +  6,/;  +  cJl  +  d,f^  ^  o. 

Or  celte  égalité  exprime  que  ]e  plan  («,,  ^,,  c,,  <-/,)  passe 
par  le  point  rcpréseiilé  par  l'équation 

(/-)        A/;  («,  i,  <■,  d)  +  By;;  +  cy;:  +  oy;;  =.  o. 

Donc,  etc. 

47.   Le  pôle  d'un  plan   (a,  ft,  c,  .^),  par  rapport  à   une 
surface  évanouissante  réduite  à  une  courbe  de  la  seconde 
classe  et  représentée  par  Téqualion  à  (row  variables 
/(A,B,C)  =  o, 

coïncide  avec  le  pôle,  pris  relativement  à  celte  courbe,  de 
la  trace  de  ce  plan  sur  celui  ABC  des  trois  points  de  réfé- 
rence. 

L'équation  du  pôle,  déduite  de  la  formule  générale,  est 
effectivement 

Ay;,(«,  6,  c}  +  B/;  +  c/;  =  o, 

équation  d'un  point,  situé  dans  le  plan  ABC  des  trois  points 
de  référence  qui  entrent  seuls  dans  réquatiou  de  la  sur- 
face proposée,  et  dont  la  position  dépend,  non  du  plan 
môme  {«,  b,  c,  d)  que  l'on  considère,  mais  seulement  de 
sa  trace  (rt,  b,  c]  sur  le  plan  des  points  de  référence. 

48,  Enfin,  si  par  un  accident  encore  plus  particulier, 
une  surface  de  la  seconde  classe  se  réduit  à  un  système  de 
deux  points  réels  ou  imaginaires,  et  représentés  par  l'équa- 
tion à  deux  variables 

/(A,  B)^o, 
le  pôle  d'un  plan  quelconque  [a,  b,  c,  d)  coïncidera  avec 
le  pôle,  pris  relativement  à  ce  système  de  deux  points,  de 
la  trace  du  plan  considéré  sur  la  droite  AB  qui  les  réunit. 

L'équation  du  pôle,  déduite  de  la  formule  générale,  est 
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effeciivemenl 

équalion  d'un  point,  situé  sur  la  droite  AB  des  deux  points 
dt:  référence  qui  entrent  seuls  dans  l'équation  de  la  surface 
proposée,  et  dont  la  position  dépeud,  non  du  plan  même 
(d,  h,  c,  d)  que  l'on  considère,  mais  seulement  de  sa  trace 
(;i,  h)  sur  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  réfé- 
rence. 

49.  Des  réductions  semblables  à  celles  des  n™  iT.et  48 
se  produisent  encore,  quel  que  soit  le  nombre  des  points  de 
référence  intervenant  dans  l'équation 

/(A,  B,  C,  D,  E,.  ,  .}  =  o 
de  la  surface,  si  tous  ces  points  appartiennent  à  un  même 

pi™. 

§  VII.  —  Des  formes  principales  de  Vëqualion  d'uni; 
courbe  du  second  ordre  rapportée  à  un  triangle,  u/i 
quadrilatère,  un  hexagone  inscrits;  à  un  triangle^  un 
quadrilatère^  un  pentagone  conjugués;  et  de  leurs  eoi-- 
rélatives. 

30.  Les  côtés  d'un  triangle  éiant  rcprésenlés  par  les 
équations 

ABC  =  o, 

les  côtés  successifs  d'un  quadrilatère  par 

ABCD  =  o, 
l'équation  de  loule  conique  circonscrite  à  ce  triangle,  on  à 
ce  quadrilatère,  pourra  s'écrire 
(i)  nBC  +  iCA  +  cAB  =  o; 


2)  AC  +  iBD  ~o. 

La  forme  (i)  donne  lieu,  en  particiilîei 
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démonstration  du  théorème  de  Carnot  (Bouri.LiEn,  Annales 
dsGergonne,  t.  XYÏtï,  p.  324;  iSa^-aS). 

51.  Les  côtés  successifs  d'une  liexagone  inscriptible 
étant  représentés,  dans  leur  ordre,  par  les  équations 

;H)     (A  +  D)(B-D)(C  +  D)(A-D){B-HD)(C-D):zro, 
l'équation  de  ta  conique  circonscrite  est 
[3)  D'  + AB  +  BC  +  CA  =  o. 

52.  Les  diverses  formes  (i),  (2),  (3)  convieuueiit  aussi 
aux  équations  tangeniielles  d'une  conique  inscrite  à  un 
triangle,  un  quadrangie,  un  hexagone;  et  la  dernière,  (3), 
peut  s'appliquer  à  la  démonstration  des  théorèmes  de  Stei- 
ncr,  Kirkmann,  Hesse,  sur  Vhexagramme  tnystique. 

53.  Définitions.  —  On  sait  que  deux  jioints  sont  dîls 
conjugués ,  par  rapport  à  une  conique,  lorsque  la  polaire 
de  l'un  quelconque  de  ces  points,  par  rapport  à  la  courlic, 
passe  par  l'autre;  que  deux  droites  sont  dites  conjuguées 
quand  le  pôle  de  l'une  de  ces  droites  est  situé  sur  l'autre. 
Et  l'on  peut  dire  commodément,  d'iiK^oi'nt  et  d'nHef/co(>e, 
qu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  au  lieu  de 
dire  que  ce  point  représente  le  pôle  de  cette  droite  par  rap- 
port à  la  courbe. 

Un  triangle  défini  par  ses  trois  côtés 

P,P,P3  =  0 

est  dît  conjugué  à  une  conique  lorsque  deux  quelconques 
de  ses  sommets  sont  conjugués  par  rapport  à  celle  conique  : 
chacun  des  sommets  du  triangle  représente  dans  ce  cas  le 
pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à  la  courbe,  et  celle-ci  est 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 


«1  X 


XiPf 


SI.   Si  les  sommets  opposés  d'un  qu; 
P,P=P,P.=  o 
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font  deux  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  une 
conique,  nous  dirons  de  même  que  ce  qucidrilattre  et  celte 
conique  sont  conjugués,-  et  uous  veiTons  plus  loin  que  lé- 
quatîon  de  celte  dernière  peut  s  éci'ire 


(5)  ^^>,p; 


oo.   Enfin  si  cliacun  des  sommets  d'un  petitagoiifi 

P,P,...Pi=0 

représente  le  pôle  du  côté  oppose  par  rapport  à  une  cer- 
taine conique,  nous  dirons  encore  que  ce  pentagone  et 
cette  cow'ç««  sont  conjugués;  et  nous  verrons  plus  loin, 
ce  qui  n'est  d'ailleurs  que  curieux,  que  l'cquaiion  de  la 
courbe  peut  encore  s'écrire 


P,P,,  ..P.--0, 

l'équation  langentîelle  d'une  conique  conjuguée  sera  en- 
core comprise  dans  l'une  des  formi's  (4),  (5),  (6)-  Nous 
dirons  d'ailleurs  qu'un  quadrangle  el  une  conique  sont 
conjugués  lorsque  les  câ'és  opposés  de  l'un  ("ont  deux  cou- 
ples de  droites  conjuguées  par  rapport  à  l'autre.  Les  défi- 
nitions n^lalives  au  triangle  el  au  pentagone  ne  souffrent 
aucun  changement.  Toutefois  les  lellres  IJi,.  ,  .,  Xi^,  qui 
figurent  dans  l'équation  (6)  changent  ici  de  signification  cl 

4 


(6) 

I" 

.,n; 

■  =  o, 

en  dis 

ignanlpar 

riiHi 

ti,  =  0 
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ne  SG  rapportent  plus  qu'aux  sommcis  d'un  pentagone 
gauche  dont  les  côtés  successifs  s'appuieraient  sur  les  som- 
mets successifs  Pj,. . . ,  P5  du  pentagone  proposé. 

57.   Notons  enfin  la  forme 
(  7  )  AB  -f.  >  C=  =  n 

de  l'équation  d'une  conique  rapportée,  soit  à  deux  de  ses 
tangentes  AB  =:  o  et  à  leur  corde  de  contact  C  =  o;  soit 
à  deux  de  ses  points  AB  :^  o  et  au  pôle  C  ^  o  de  la  corde 
qui  les  réunit. 

08.  Les  diverses  formes  quadratiques 

(4)  yi,p;  =  o, 


S-:-". 


dont  ta  signification  nous  est  actuellement  connit 
que  lies  cas  particuliers  des  suivantes 


'5') 


il  serait  naturel  de  reclicrciier  la  commune  déituilion  de 
toutes  les  courbes  contenues  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
dernières  équations,  les  lignes  droites  ou  circulaires  qu'elles 
peuvent  contenir,  leur  nombre,  leurs  propriétés,  leur  con- 
struction, etc.  Toutes  ces  questions,  et  leurs  analogues 
dans  l'espace,  traitées  d'une  manière  convenable,  ne  pré- 
sentent qu'une  médiocre  difficulté.  Elles  onl  cependant 
des  applications  fort  intéressantes,  et  nous  donneront  la 
clef  d'nngrandnombred'analogies  remarquables,  jusqu'ici 
non  remarquées,  enti'e  les  polygones  et  les  polyèdres,  les 
courbes  et  les  surfaces  du  second  ordre.  Mais  nous  y  trou- 
verons surtout  divers  exemples  de  cette  expansion  singu- 
lière, si  soiiveiit  observée  dans  l'analyse,  dont  l'explication 
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est  peui-èire  dans  la  moMliié  des  signes  quelle  emploie  ou 
daiisriiidélerniinationde  sa  langue,  et  qui  fait  que  toute  la 
lumière  qu'elle  vient  de  réunir  sur  un  objet,  se  réfléehÎL 
aussitôt  sur  un  autre,  souvent  fort  éloigné  du  premier.  C'est 
aiusi,  eomme  nons  le  verrons  par  la  suite,  qu'on  ne  peut 
fiiiinaltre  te  sens  de  l'équation 

(4')  ^\p,Q,  =  o 

et  savoir  que  toutes  les  coniques  qui  y  sont  contenues  ad- 
inattent  trois  couples  de  points  conjugués  communs  que 
l'on  peut  construire,  sans  se  trouver  par  cela  même  en  état 
de  déterminer  tous  les  éléments  d'un  ellipsoïde  de  l'évolution 
circonscrit  à  un  hexaèdre.  De  même  poui'  Téqualion 

(3')  ^\p,Q,=.o; 

et  si  l'on  sait  que  loules  les  courbes  qu'elle  renferme  ad- 
mettent deuxeouplesdepoints  conjugués  eommuiisque  Ton 
peut  définir,  si  l'on  s'est  mis  en  état  de  construire  les  lignes 
droites  eu  circulaires  qui  y  sont  contenues,  on  saura  par 
cela  même  déterminer  les  éléments  principaux  : 

D'un  cylindre  parabolique  défini  par  six  points; 

D'un  hyperboloïde,  par  six  points  et  une  génératrice  rec- 
liligne; 

D'un  ellipsoïde,  par  sept  points  et  un  plan  cyclique; 

D'un  paraboloïde,  par  six].ioiiilset  un  plandirceleur,  eic. 

§  Vlll.  ~  Des  formes  piincipales  de  Véquatiun  d'une 
surface  du  second  ordre  rappariée  à  un  tétraèdre,  un 
pentagone  gauche,  un  octaèdre,  un  hexaèdre  inscrits  ; 
à  un  tétraèdre,  un  pentaèdre,  im  hexaèdre  conjugués; 
et  de  leurs  corrélatives. 
59,   Toute  surface  du  second  nidre  circonseiite  au   lé- 

traèdre 

(i)  P,P,P,l',  =  o, 


y  Google 


peut  ètrfi  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(i')  c„P,P,4-n„PîPj-l-n,jP,P,-l-û„P,P,  +  '!5,P,P,  +  '7i,P3P,  =  0. 
(Iîobillier). 

El  si,  dans  )  équation  (i),  P,,  P^,  P,,  P,  Jésigiient,  dans 
leur  ordre  de  succession,  les  plaus  des  angles  suecessjfs 
d'un  quadrilatère  gauche,  l'éqoalîon  de  tout  Iiyperboloïde 
à  une  nappe  passant  parles  quatre  côtés  deceqtiadrilatère 
pourra  s'écrire 

(i")  P.Pj  +  lP.P,  =o; 

celle  de  toul  hyperboluïde  passani  par  les  deiu:  diagonales 
du  quadrilalère 

(i"')         «„P,  P,  +  '/ï^PjPs  +  ThP.P.  H-fli.P.  p,  =  0. 
60.  Si 

(2)  P.PiP^P,  Pi  — û 

désignent  dans  leur  ordre  de  succession  les  plans  des  angles 
successifs  d'un  pentagone  gauche,  l'équalioii  de  toute  sur- 
face du  second  ordre  circonscrite  à  ce  pentagone  pourra 
s'écrire 
(->.')   n„  P,  Pj  -t-  a„  P,V,  +  n,,  PjPs  +  ^,,  P.  P,  +  n,,  P,  P,  =  o. 

6i.  Toute  su.face  circonscrite  à  un  octaèdre  hexago- 
nal, dont  les  plans  &.i"ifaces  oppotées  sont  respectivement 

(3)  o  =  P,  Q,  --=  P,Q,  —  P,  Qj  —  P,  Q„ 
peut  l'ire  reprcsenlee  par  une  équaliou  de  la  fortne 

(3')  ^\p,Q,  =  oi 

toute  surface  circonscrite  à  Yhexaèdre 

(4)  o=.P,Q,:^P.Q,  =  P.Q., 


^).,P,Q,  =  r 
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enfin,    toufc   surface   circotiscrite  au   Ironc  /le  pyrmnif. 
triangulaire  résullaiit  de  la  section 

(5)       du  trièdi-e  ABC  =  o     par  les  (I<?ux  plans  DD'  =  o, 

parTéquatloii 

(5')  (/BC  +  iCA  -h  fAB  -i-  nD'  =  o. 

62.  Les  diiremites  formes  (i'),  (a'),  (3'),  (4')  relaiiv, 
aux  surfaces  cîrconscrkes  au  léiraèdre,  au  penlagoi: 
gauelie,  à  l'octaèdre  ou  à  l'Iicxaèdre,  conviennent  aus 
aux  équations  tangentîelles  d'une  surface  inscrite  au  té 
Iraèdre,  au  peutaèdre,  r  l'hexaèdre  ou  à  l'octaèdre. 


63.  Nous  aurons  aussi 
générale  des  surfaces  du 
phms  donnes 

à  utiliser  dans  la  suite  l'équation 
second  ordre  tangentes  à  deux 

\fi)                                  PQ  =  o, 

suivant  une  corde  de  con. 

iiici  donnée 

(6) 

Soit  donc 

=  C  —  C. 

{&)                              3PQ-l-F{C,  C')r_:o 

l'équation  cherchée.  Comme  toute  surface  du  second  ordre 
est  coupée  par  l'un  quelconque  de  ses  plans  tangents  sui- 
vant un  système  de  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires,  qui 
se  croisent  an  point  de  contact;  l'un  quelconque  des  sys- 
tèmes suivants 

(/O                  p-o, 

F(C,  C')--o, 

(q)                                      Q^-O, 

F(C,C')..:o 

doit  représenter  un  syslèn 

,0  de  deux  droites  réelles  ou  ima- 

ginaires  qui  se  croisent  au  point  PCC  =  o  pour  le  pre- 
mier système,  au  poinl  QCC  =  n  pour  le  second.  Et  ces 
deux  conditions  se  trouveront  renqilioscn  même  temps  si  la 
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seule  éc]uatioi 


Fi;c,  c')- 


représente  un  syalèmc  de  deux  plans,  rréls  ou  imagi- 
naires, qui  se  croisent  swivaiil  la  droite  CC  ;=^  o.  Nous 
poserons  dès  lors 

F  (C,  C')^cC'  -h  c'C"  +  2vCC', 

et  nous  aurons  pour  !'éqtiaiion  ctierrlice 

(6")  2PQ  H-cC+t'C^  +  ayCC^o. 

Les  surfaces  proposées  sont  d'ailleurs  assujetties  à  six  eon- 
ditions,  et  l'équation  précédente  coniient  trois  paramètres 
indéterminés.  Elle  a  donc  toute  la  géuéralité  que  comporte 
la  question. 

64.  La  forme  précédente  (6")  fournit  encore  Vêtfiiaiion 
tangentieîla  d'une  surface  du  second  ovdi'e  rapportée  à 
deux  de  ses  points 

PQ  =  o 

û  =  C  =.  C 
de  la  corde  i/iii  les  r/hinit. 

65,  Définitions.  —  On  dit  que  deux  points  sont  conju- 
gués par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre,  lorsque  le 
plan  polaire  de  l'un  de  ces  points,  par  rapport  à  la  surface, 
passe  par  l'autre  ;  que  deux  plans  sont  conjugués,  lorsque? 
le  pôle  de  l'ini  de  ces  plans  appartient  à  l'autre;  que  deux 
droites  enfin  sonl  conjuguées  lorsque  les  plans  polaires  de 
deux  points  de  l'une  de  ces  droites  passent  par  l'autre.  Et 
l'on  peut  dire  commodément  d'un  point  et  d'un  plan,  d'un 
poinlel  d'une  droite,  d'une  droite  eld'iin  plan,  qu'ils  sont 
conjugués  au  lieu  dédire  que  ce  point  représente  le  pôle  de 
ce  plan,  que  cette  droite  appartient  au  plan  polaire  de  ce 
point  ou  cotiiîcnt  le  pôle  de  ce  plan. 
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66.  Un  tétraèdre  défini  par  ses  difft 

(7)  P,  P.,P,P.  =  o 

esLdit  conjugué  h  une  surface  du  second  ordre  lorsque  cha- 
cun des  sommets  de  ce  tétraèdre  représente  le  pôle  du  plan 
de  la  face  opposée  par  rapport  à  la  surface,  dont  l'équa- 
lîon  peut  dès  lors  s'écrire 


S 


i,p;- 


67,  Si  le  plan  polaire  de  chacun  de; 
taédre 
(8}  P,  PiPjPiPi^o, 

par  rapport  à  une  surface,  passe  par  l'arête  opposée, 
dirons  de  même  que  le  pentaèdre  et  la  iurface  soni 
jugués;  et  l'équation  de  celle-ci  pourra  s'écrire 


I- 


(8')  >  >.,p;:=o. 

Les  plansdesdiverses  faces  du  pcniaèdrcpréccdeiit,  consi- 
dérés dans  un  ordre  de  successîondéiermi  né,  se  coupanldeux 
à  deuxconséculivement  suivant  les  côtés  d'un  pentagone 
gauche,  on  peutdire  encore,  d'une  manière  équivalente,  que 
ce  pentagone  est  conjugué  à  la  surface,  ou  que  le  plan 
polaire  de  chacun  de  ses  sommets  passe  par  Se  côté  opposé  ; 
et  la  surface  est  encore  représentée  par  l'équation  (8'),  dan.s 
laquelle  Pi,  Ps,.,.P|s  désignent  les  plans  des  angles  succes- 
sifs du  pentagone  considéré. 

La  surface  (8')  peut  se  réduire  accidentellement  à  un 
cône  :  dans  ce  cas  le  pentagone  gauche  précédent  projeté 
cenlralement,  suivant  le  sommet  du  cône,  sur  un  plan 
quelconque,  donne  naissance  à  un  nouveau  pentagone  con- 
jugué à  la  conique  qui  fait  la  trace  dit  cône  sur  le  plan  con- 
sidéré. 
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56  CBAPITBE    yriEMIER, 

f)8.  Enfin  si  deux  sommets  oppost-s  quelconques  d~uii 
hexaèdre 

(  9)  Pi  P,  Ps  Pi  Pi  Ps  ~  O 

sont  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordjc, 
nous  dirons  encore  que  l'hexaèdie  et  la  surface  sont  con- 
jugués; et  l'équation  de  cette  dernière  pourra  s'écrire 


(9')  X^'^'" 


69.  Les  sommets  d'un    tétragone    gauche  ou  (î'uu   té- 
traèdre étant  définis  par  les  équations 

{10)  PiP,P,P,  =  o, 

l'équation    tattgenileUu    de   toute   surface    conjuguéi-   est 

encore 

(,„■)  ^;>„p;  =  .. 

Telle  serait  d'ailleurs  la  déflnltion  normale  du  tétragone  oa 
quadrangle  gauche  conjugué  à  une  surface,  que  chacun 
des  soin mels  de  ce  tétragone  représente  le  pôle  correspon- 
dant du  plan  déterminé  par  les  trois  autres. 

Toute  surface  conjuguée  à  un  tétragone  est  aussi  conju- 
guée au  tétraèdre  construit  sur  les  mf'nies  sommets. 

70.  Les  somme/s  d'un  pentagone  gauche  émin  âéCinis 
par  les  équations 

(11)  P,  P=P^PiPi  =  o, 

l'équation  (ajigeiitîelle  de  toute  surface  conjuguée  est  de 


(' 


^;.P;.. 


et  nous  dirons  d'ailleurs  qu'un  pentagone  gauche  est  con- 
jugué à  une  surface  du  second  ordre  lorsque  le  pôle  corres- 
pondant du  plan  de  chacun  des  angles  de  ce  pentagone  csl 
situé  sur  le  coté  opposé. 


yGoosle 


PRÉi.IMIPi.lIIiES.  5" 

La  surface  représentée  par  l'équation  Jangeiiticlle  (lo'} 
peut  perdre  l'une  de  ses  dimensions  el  se  réduire  accidcn- 
tellemeul  à  une  conique;  ia  définition  précédente  sutsiste 
toujours  :  icpôle  du  plan  de  ciiacun  des  angles  du  pen- 
tagone, par  rapport  à  celte  conique,  appartient  encore  au 
côiéopposé;  le  pentagone  et  la  courbe  sont  encore  conjugués. 
Toutefois,  comme  le  pôle  d'un  plan  quelconque  par  rapport 
à  une  conique  n'est  autre  que  le  pôle  de  la  trace  de  ce  plan 
sur  celui  de  la  conique,  on  pourra  dire  d'une  manière  équi- 
valente que  lei  traces^  sur  le  plan  d'une  conique  conjuguée, 
des  côtés  successifi  d'un  .pentagone  gauche  déterminent 
les  sommets  successifs  d'un  pentagone  plan  conjugué  à 
cette  conique  (n"55,  p.  49)- 

Etant  donné  un  pentagone  gauclie  conjugué  à  une  coni- 
que, cette  courbe  est  déterminée  en  mcnie  temps  que  le 
plan  qui  doit  la  contenir. 

71.  Enfin  les  sonimels  (d'un  liexagone  gauclie  ou)  d'un 
octaèdre  hexagonal  étant  définis  par  les  équations 

(12)  PjP,PjP.iPiPs=0, 

l'équation    laiigenliellt!   de    toute    surface   conjuguée    c,s( 

et  nous  dirons  qu'un  octaèdre  est  conjugué  à  une  surface 
du  second  ordre  lorsque  le  pôle  correspondant  de  chacune 
des  faces  de  l'octaèdre  est  si  tué  sur  la  face  opposée,  ou  que 
deux  faces  opposées  quelconques  de  l'octaèdre  sont  conju- 
guées par  rapport  à  la  surface. 

Si  la  surface  représentée  par  l'équation  {11')  se  réduir  a 
une  conique,  la  même  définition  subsiste;  mais  l'on  peut 
dire  d'une  manière  équivalente,  qiie  les  traces  des  faces 
opposées  d'un  octaèdre  sur  le  pînn  d^une  conique  con- 
juguée/o«(  quatre  couples  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à  cette  conique. 
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CHAPITRE 

II. 

THÉORIK  Dlî  L'IiNVOI.OTlON. 

SojiMAine. 

—  Iiiterpi'étotion  de  l'identité 
analytique  de  la  théorie  d 

^  I.  —  Faisceaux  en 

2;;,p,Q,s< 
uwohaion. 

72.    Soi 

cnl,  dans  un  m6me  plai 

1  et  autour 

dun 

e  morne 

origine,  trois  couples  de  droites 

P,  Q,  —  0,     P,Q,  —  o, 

,     P.Q.  =  o. 

J'eus  diro 

ns  mu:  ces  droites  sont 

en  involitlion  s- 

i  elles  se 

trouvent  dans  une  telle  dépendau 

ce  mutuelle  qu' 

il  existe 

une  relation  linéaire  et  homogéii 

\e  entre  les 

produits  des 

distances 

d'un  point  quelconqu 

e  Au  plan 

de  l 

.  f,S,,r, 

aux  deux  di-oiles  de  ikaqne  couple  :  do  telle  sorte  que 
Ton  ait  îdeiniqnement 

).,  P,  Q,  +  l;  P,  Q.  -h  Aï  p,  Qi  =  o. 
La  fonction  équivalente 

1.  (r  -  '«>  ^)  {y  -  "'\  ■^]  + 1.  (r  -  "'.  ■'■)  f.'-  -  "'\  ^} 

est  alors  identiqnemeiit  nulle,  quel  que  soit  le  point  consl- 
iléré  (^,j)ï  la  direction  de  la  sisièrnc  droite  dépend  de 
celles  de  toutes  les  autres;  et  les  quatre  premières  de- 
meurant fixes,  si  la  cinquième 

Pj=0 


conpigu, 


Q,=   . 
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se  déplace  cii  m6me  temps,  ei  \c  faisceau  clos  droites  résii!- 
laiitcs  csldit  en  involiilion. 

Il  esl  à  remarquer,  le  rayon  mobile  Pj  venant  se  placer 
sur  l'une  des  droites  P,  ou  Pj  des  deux  premières  couples, 
que  le  rayon  conjugué  Qs  se  place  en  même  temps  sur  la 
droite  conespondanle  Q,  ou  Qs;  et  c'est  ce  qui  résulte  des 
identités  spéciales 

■^,P,Q, +o.P,Q.  +  )jPjQj=o,     0.P1Q1  +  ).,  P,Q.+À,P,Q3=o, 

lesquelles  expriment  la  coïncidence  des  deux  droites  de  la 
troisième  couple  avec  celles  de  la  première  ou  de  la  seconde. 
Si,  par  exemple,  les  rajoiis  V,  Q,,  P^  Qs,  P,  Q,,...  sont 
harmoniquement  conjugués  par  rapport  à  un  même  .sjs- 
tème  de  deux  droites  AB  =  o.  Ton  a 

P,Q,  =  (A  +  ^-,B)  (A  —  k,-E), 

p,Q,  =^A'  —  x;bs 

P;  Q,  E=  A'  ^  ^  ■  BS 


S 


).,  Pi  Q, 


=.y: 


Or  cette  dernière  fonction,  qui  ne  coniiont  que  deux  Icruies 
distincts  en  A'  et  B',  peut  s'évanouir  identiquement  par 
une  convenable  délerminaiîon  des  rapports  ^,:ïî:?.!i  et 
les  rayons  considérés  sont  an  invohiiion . 

73.  Deux  rajons  conjugues  coïncidants  formi'ni  l'un 
des  rayons  doubles  du  faisceau.  Nous  allons  voir  qu'un 
faisceau  quelconque  admet  toujours  deux  rayons  doubles, 
réels  d'ailleurs,  ou  imaginaires,  et  qui  sont  l'une  ou  l'autre^ 
des  deuxdroiles  distinctes  Pa  =^  o  définies  par  Tidcntilé 

X,  P,  Q,  4->-,P,Q,  +).,P=  =  o. 

74.  TniionÈME.  —  Si    par   le  centre   d'un    fjistc.-iu    in 
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involulioii  l'on  fail  passer  une  coniqui;  quelconque 
S  =  o; 

les  différenles  cordes,   interceplées  dans  cctle  conique  par 
les  différenles  couples   de  rayons  conjugués  du  faisceau, 
concourent  en  un  mènie  point  i  le  pôle  relatif  du  faisceau 
et  de  la  conique  employée. 
Soient,  effeclivemeiU, 

C,,     C,     Cj 
les  cordes  relatives  aux  trois  couples  de  rayons  ronjugués 

PiQi,    P.Q..    P,Q.; 
et 

T  =  o 

la  tangente  menée  à  la  conique  auxiliaire,  par  l'origine  du 
faisceau.  L'équation  de  cette  courbe  pouvant  s'écrire 

(i)  Se^PiQ,  -hC,T, 

(a)  S  =  P,Q,  +  C,T, 

(3)  S=P5Q. +  C,T, 

toutes  ces  formes  sont  équivalentes  et  entraînent,  quels  que 
soient  les  nombres  X,,  ),j,  Xj,  l'ideniiié 

(4)  {*,  +  )..  +  ).,]  s  ^V>,P,Q.  +  T  (i.C,  -[-i,C, +  X,C,). 

Mais  puisque  les  droites  Pi  Q,,,..,  PjQjSonlen  iniolulion. 
Ton  peut  poser  identiquement 

(5)  Y.'-"''^--"- 

\j  relation  précédente  devient 

(4')         (ii  +  i,  H-ij)S  =  T(i,C,  +"'.,Ci4-À.C,); 

et  cctle  identité  exige  (la  courbe  auxiliaire  S  ne  se  rédui- 
sant pas  à  un  sysiéine  de  deux  droites)  que  l'on  ait  iden- 
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X,  +  J,  +  ïi  =^  o 
Î.,C,  +À,C,  +>,C,  =  o. 
Les  trois  cordes  C, ,  C,,  C3  se  coupent  donc  en  un  infime 
point. 

75.   ConoLmuE  I.  —  Un  faisceau  en  insolation  élant 
dpjîni  par  deux  toupies  de  rayons  conjugués 

les  cordes 

îiiicrceptées  par  les  rayons  de  chaque  couple,  dans  un  cer- 
cle  quelconque    mené  par    l'origine,    se  coupent  en    un 
point  M  qui  représente  le  pôle  relatif  du  faisceau.  Et,  ce 
pôleobtenu,  on  en  déduit  grapliiquonicnl  [Jig-  i5)  : 
Fig.  ,5. 


\y 


ir 


1°  Le  raj  on  oc'  conjugué  à  un  rayon  quelconque  oc  : 
en  réunissaiil  au  pôle  w  la  trace  c  de  ce  rayon  sur  le  cercle, 
et  joignant  à  l'origine  o  le  second  point  d'inierseclion  1/  de 
la  droite  résultante  mec'  et  du  cercle; 

a"  Les  rayons  doubles  du  faisceau,  od,  oD  :  par  les  tan- 
gentes menées  du  pôle  au  cercle  auxiliaire  et  les  rayons 
menés  de  l'origine  aux  poinis  de  contact  de  ces  tangentes; 

3"  Le  système  des  rayons  conjugués  orthogonaux  :  les- 
quels aboutissent,  dans  le  cercle,  aux  extrémités  du  dia- 
mètre passant  par  le  p.Me  ; 
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4°  Les  deux  systèmes  distiiicls  de  rayons  conjugués  se 
coupant  sous  un  angle  donné  :  et  qui  correspondeni  aux 
deux  cordes  que  l'on  peut  mener,  du  pôle,  à  iravers  le  cer- 
cle ,  de  manière  qu'elles  soient  vues,  de  l'oiigine,  sous 
l'angle  donné. 

76.  ConoLLAïKF,  II.  —  D aux  faisceaux  en  involution, 
déciits  autour  de  la  même  origine  o,  étant  définis  respec- 
tivement par  deux  couples  de  rayons  conjugués 

on  pourra  déterminer  comme  précédemment  le  pôle  relatif 

»  ou  «I 
de  chacun  de  ce5  faisceaux,  par  rapport  à  ini  cercle  quel- 
conque issu  de  l'origine;  et  les  droites  menées,  de  Tori- 
gine,aux  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  droite 
des  pèles  ww, ,  représenteront  les  rarons  conjugués  coft)- 
muns  aux  deux  faisceaux. 

^  II.  —  Divisions  en  in-^olulion. 

77.  Considérons  encore  irois  couples  de  points  situés 
an  ligne  droite  et  définis  par  les  équations  langentielles 

P,  Q,  —  o,  P,Qi  ~  o,  Pj  Q,  =  o. 
Nous  dirons  que  ces  points  sont  en  infolution  s'ils  se  trou- 
vent dans  une  telle  dépendance  mutuelle  qu'il  existe  «ne  re- 
lation linéaire  et  homogène  entre  les  produits  des  dislances 
d'un  point  quelconque  de  la  droite  qui  les  réunit  aux 
deux  points  de  chaque  couple,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 
ideniiquemeut 

J,P,Q,  +).,P;Q,  -(-A,P,Q;  =  o. 
!,a  fonction  équivalente 

est  alors  identiquement  nulle  quelleque  soit  la  posiiiou  du 
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point  (x)  sui-  la  droite  fionsidércc;  îa  position  <Iit 

point  Çs  dépend  de  celles  de  tous  les  autres;  et  les   ([uatif 


pi'eniK 


s  demeurant  fisi 


,  SI  le  cinquième 


décrit  la  droiie  donnée,  d'un  mouveiut'nt  continu  :  le  poijit 
conjugué 

1> 
se  déplace  en  même  temps:  et  la  division  résultante  est  dilf 
eninvolution. 

78.  Un  faisceau  en  involution  coupé  par  une  droite 
Quelconque  donne  naissance  à  une  division  en  involution. 
Et  réciproquement,  les  points  conjugués  d'une  telle  diwi~ 
sion, réunh  àun point  extérieur  quelconque,  donnentnais- 
sanee  aux  rayons  conjugués  d'un  faisceau.  Tous  les  pro- 
blèmes concernant  une  division  en  involution  définie  par 
deux  couples  de  points  conjugués,  se  peuvent  doi 
aux  problèmes  analogues,  déjà  résolus,  louchant  nnfaist 


déflnJ 


par 


[  couples  de  i 


yons  conjugués.  On  se 

Lura 

l'aide  de  deux  couplet 

i  de 

Ls  doubles  àe\3.à\v\ûoa 

;le 

donc  obtenir  ï;raphiquera 
points  conjugués  :  les  deux  poiii 
point  conjugué  à  un  cinquième  point  quelconque;  [g point 
central  de  la  division,  ou  le  point  conjugué  av.  point  à 
l'infini;  et  les  points  conjugués  communs  à  deux  divi- 
sions tracées  sur  la  même  droîie. 

79.   ScoUe.  —  L'identité  fondamentale  (n"  72,  p.  58] 


rolatiïc  à  six  dr 
quel  que  soit  le 


+  14/- 

tcs  en  involution,  devant  ètri 
oini  [x,j);  les  coeflicieiits  di 


iïaiit  ëlre  vorificSc 
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eux',  x.y,j^  doivcm  s"y  rëJuiie  séparcmem  à  zéro,  ei 
equaiioiis  suivantes 

Joivent  admettre  une  solution   commune  en  /i,  ?>!,  )•?/. 
criii  entraîne  la  condition 


que  l'on  peut 


Or  il  résitUe  (le  celte  dci 


admettent  en  a,  b,  c  une  solution  commu 
zéro  ;  ou  qne  les  coefficienis  ungalaires  t 
j-ajons  de  chaque  couple  sont  liés  par  i 
cette  forme 


■  différente  de 
m'  des  d<'iic 
e  relation  de 


(!') 


-h[,n 


Il  en  résulte  qu'un  faisceau  e 
du  faisceau  des  diamètres  d'u, 


wolution  ne  diffère   pas 
oniqne 

ei  que  à  deu\  rayons  conjugués  quelconques,  ou  coïnct- 
(/(ina,oiio/'(/;o^o/ioK.rderun,  correspondent, dans  l'autie, 
deux  quelconques  des  diamètres  conjugués  de  la  courbe, 
ou  l'une  de  ses  a<jniptoles^  ou.  ses  axes  principaux. 
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80.  Onvcmiiiiemêineciueridenlilé 
)u 

relative;  à  irois  couples  de  points  en  involution,  exprime 
que  les  distances  x,  x'  des  deux  poinis  de  chaque  couple  à 
un  point  déterminé  de  la  droite  qui  les  réunit,  sont  lié<:s 
par  une  relation  de  la  forme 

(II')  2„.x,r'+?,(^  +  .r')  +  2C  =  0. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  point  conjugué  au  point  à  l'infini 
est  dît  !e  point  central  de  la  division.  Sa  distance  x  a  l'ori- 
gine, s'obtient  en  faisant  x':=  co  dans  l'équation  prt'cé- 
dente,  ce  qui  donne 

Si  le  point  centra!  est  pris  pour  origino,  le  eooffieienl  /; 
devient  nu!,  et  la  relation  d'involution  reçoit  cette  fornu 
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CHAPITRE  m. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 

S  uu           —  É    d            Ijt  q        d     !        des         1            d               q  es   ta 

glàqtdl— d           f         d              dd  ites 

j  t  m     a        pt  pi         —  Th      dm      d     W  wl        d    St  1 

MJMt        — Dl            I       dlph         td|l         p  tp 


§  I,  —  Du  lieu  des  centres  ries  coniques  inscràes  nutjua- 
drilatère  P, ,  ,  ,  Pj  =  o,  et  da  la  droite  représenièe  par 
V  équation 

81.  Les  problèmes  qui  font  l'objet  de  ce  Cliapiire  reçoi- 
vent un  double  intérêt  des  difficultés  analytiques  qu'ils 
présentent  et  de  leur  construction  géométrique  jusqu'ici 
inachevée.  On  connaît  depuis  longtemps  cette  analogie 
dont  le  premier  lerme  est  du  h  Newton  :  «  Le  lieu  des 
centres  des  ellipses  inscrites  à  un  quadrilatère  étant  une 
droite,  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  inscrits  à  un  sys- 
tème de  sept  plans  est  un  plan  ;  ii  et  celte  autre,  due  pour  la 
première  moitié  à  Sieincr,  pour  la  seconde  à  M.  Mention  : 
«  Le  lieu  des  centres  des  ellipses  inscrites  à  un  triangle,  et 
dont  le  cercle  diagonal  (x^-^j^=  a^-i-  b^)  conserve  un 
rayon  constant,  étant  un  cercle,  le  lieu  des  centres  des  ellip- 
soïdes inscrits  à  un  système  de  six  plans  et  dont  la  splière 
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diagonale  (x^  -î-J'^+  z'  =  "^+  ^'4-  c^)  conserve  un  rayon 
constant,  est  une  sphère.  »  Il  restait  à  compléler  ces  ana- 
logies et,  comme  on  sait  construire  dans  le  plan  la  droite 
ou  le  cercle  des  centres,  à  construire  aussi  dans  l'espace  le 
plan  ou  la  sphère  des  centres  à  Faide  des  plans  donnés  : 
question  en  apparence  fort  difficile,  dont  une  solution  im- 
prévue pouvait  naître,  sans  doute,  de  la  géométrie  ou  du 
hasard  ,  maïs  qui  paraissait  devoir  se  dérober  Joiigtemps  au 
calcul.  Si  l'on  aborde,  en  elTet,  parla  voie  analytique  ordi- 
naire la  détermination  de  l'on  quelconque  des  lieux  géomé- 
triques précédents,  on  se  trouve,  dès  le  début,  en  présence 
d'éliminations  à  peu  près  irréalisables.  Et,  bien  que  l'on 
puisse  en  venir  à  bout  à  l'aide  de  certaines  relations  dites 
d^idenlifé,  calculées  d'abord  par  M.  Terquem  pour  les 
courbes  du  second  ordre,  par  M.  Mention  pour  les  sur- 
faces, l'extrême  complication  des  calculs  permet  seulement 
de  reconnaître,  dans  chaque  cas,  la  nature  du  lieu.  C'est 
ainsi  qne  M.  Mention  a  pu  constater  l'existence  d'une 
sphèredcs  centres  analogue  au  cercle  reconnu  par  Steiner, 
mais  sans  apercevoir  la  position  du  centre  de  cette  sphère 
par  rapport  aux  six  plans  donnés. 

On  peut  traiter  tous  ces  pioblèuies  par  une  méthode  di- 
recte n'exigeant  que  très-peu  de  calculs,  et  prenant  son 
point  de  départ  dans  rinterpréiation  géométrique  des  équa- 
tions de  la  tangente  à  l'ellipse,  ou  du  plan  tangent  à  l'el- 
lipsoïde, rapportés  à  leurs  axes  de  figure;  équations  que 
l'on  peut  transporter  ensuite  à  des  axes  quelconques.  Ainsi 
commencés,  tous  les  calculs  s'achèvent  heureusement;  et 
cette  analogie  qui  existait  au  commencement  entre  les  pro- 
blèmes plans  ou  solides  que  l'on  s'était  proposés,  se  re- 
trouve d'une  manière  frappante  dans  l'identité  de  forme 
des  équations  finales  qui  les  résolvent  ei  qui  soin  :  d'une 
part, 


!-==».  s;-;=- 
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On  voîl,  d'ailleurs,  par  la  forme  de  loiilcs  ces  équations, 
quL'  cliacuiie  d'elles  est  la  plus  simple  possible,  eu  egaid 
au  nombre  des  variables  P,,  Ps,.  .  .,  P„  qu'elle  renferme, 
et  qui  n'y  sont  pas  méSées  les  unes  aux  autres,  mais  y  figu- 
rent seulement  par  leurs  carrés.  De  là  une  facilité  d'inter- 
prétation à  laquelle  ajoute  encore  le  parallélisme  des  équa- 
lîons  correspondantes  pour  le  plan  et  pour  l'espace.  Car  les 
considérations  à  l'aide  desquelles  on  peut,  dans  le  plan, 
déduire  de  la  seule  forme  de  son  équation  la  position  du 
Heu  que  l'on  étudie  par  rapport  aux  données  géométriques 
de  la  question,  se  trouven.t  naturellement  indiquées  comme 
devant  Être  essayées  de  même,  quand  on  aura  à  étudier  la 
position  du  lieu  correspondant  de  l'espace.  Or  il  arrive 
que  cet  essai  réussit,  et  que  ces  mêmes  considérations  suf- 
fisent pour  faire  apparaître  tous  les  détails  de  position, 
essentiels  ici,  qui  étaient  d'abord  cachés  dans  l'équation 
du  lieu.  Mais,  comme  nous  le  verrons,  beaucoup  d'autres 
choses  apparaissent  en  même  temps  auxquelles  on  ne  son- 
geait pas,  que  personne  n'avait  encore  aperçues,  et  qui 
donnent  :  à  la  géométrie  comparée  des  polygones  et  des  po- 
lyèdres, plusieurs  théorèmes  nouveaux;  à  la  théorie  des 
lieux  géométriques  plans  ou  solides,  de  tous  les  ordres 
et  de  toutes  les  classes,  un  principe  unique,  jusqu'ici 
ignoré,  et  qui  parait  contenir  toute  celte  théorie. 

82.  L'ellipse  (aa,  ih)  étant  rapportée  à  ses  axes  de 
figure,  l'une  quelconque  de  ses  tangentes  peut  être  repré- 
sentée par  Téquaiion  connue 

3^cûso;+jsina  =  P=  V^fl'cos-K  +  é'sïïï^, 

X  désignant  l'ijiclinaison,  sur  l'axe  2a,  de  la  normale  cor- 


:,spon( 


idante  N,  et  P  = 


v/«'. 


la    distar 
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da  centre  de  la  courbe  à  la  laiigenle  considéi-te.  Traduisant 
retle  équation  en  langage  ordinaire,  on  peut  dire  que  le 
carré  de  la  distance  du  ceiilre  d'une  conique  à  l'une  quel- 
conque de  ses  tangentes  est  égala  fa  somme  des  carrés 
des  produits  de  chacun  des  demi-axes  de  la  courbe  par  le 
cosinus  de  l'angle  formé  par  la  direciiori  de  cet  axe  avec 
la  normale  correspondante^, 

P'=</'cos'(N,  a)  +  i=co5=(N,  b); 

et  celte  formule  est  ensuite  applicable,  comme  nous  l'al- 
loiis  voir,  à  uu  sysiéme  quelconque  d'axes  coordonnés. 

83.   Du  lien   des   centres    des  coniques  inscrites  à  un 
qnadrilafère. 

Soient,   relativement  à   un  système  (luclconciuc  d'axes 


les  côtés  du  quadrilatère  donné;  cliacune  des  fonctions  P„ 
étant  de  la  forme 

P„=A„.r-f-B„j  —  ra,„ 

où  A„  et  B„  désignant  les  cosinus  des  angles  formés  avec  ox. 
oj'  par  la  normale  N  au  côté  correspondant,  ou  les  cosinus 
directeurs  de  cette  normale. 

Si  l'on  désigne  de  même  par  a  et  p,  «'  et  ]S'  les  cosinus 
directeurs  de  chacun  des  axes  ia  ou.  ib  d'une  eliîpse  tan- 
gente aux  quatre  droites,  on  aura  pour  le  carré  de  la  di- 
slance du  centre  (x,  y)  de  cette  ellipse  à  cbacune  de  ers 
droites,  celle  double  espjossion 

P'— (Aj:  +  Bj  — n)'=n'cos^(N,'7)  +  i-'ros'(N,  /j); 
OU,  en  développanl  les  cosinus, 

P'"  (A.r-i-Bj  — îT]^  =  »'{Aa  +  Bp)^+  i'(Aa'+  Bp')'. 
Appliquant  celle  relation   à  chacune  des  quatre  tangentes 
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données,  il  vient 

4"  P;=(A,^^-B,r-cTO'="'(A,«  +  B,p)=+&'(A,«'+B,p')', 

et  la  dctcrminaiiondiilieu  des  centres  est  ramenée  à  l'éli 
mînatlon,  entre  res  quatre  équations,  des  trois  paramètre. 


indépendants  ausi|ue!s  se  réduisent  le; 


Or  cette  élimination  se  réalise  aisément  en  vcitu  < 
mode  particulier  de  symétrie  que  présentent  les  cquat 
i",  2",  3",  4"j  6t  d'après  lequel  les  quantités 


.'P'  et  b^-p". 


entrant  de  la  même  r 


coefficients  des  termes 


e  dans  toutes  le; 
:  il   suffira  de  1 


(Uns  réquaiion  résultant  de  celle  combinaison,  pour  voir 
disparaître  touWrs  les  variables. 

Si  l'on  désigne,  dès  lors,  par  X,,  \,  J.a,  1^  quatre  coeffi- 
cients indéterminés  dont  les  rapports  soient  définis  par  les 

).,A;+>.,A  =  +).3A:-l-ÂiA;— o, 

),,B^  +  A,B;-i-ï,,B^+>iB;=o, 

).,A,R,  +  ).,AjB,+  ).iA3Bj+l,A.B,=  o, 

et  qu'ayant  multiplié  les  équations  1",  2",  3",  4"  respecti- 
vement par  X,,  îj,  Xj  ^i,  on  les  ajoute  membre  à  membre  : 
le  second  membre  de  l'équation  résultante  est  identique- 
ment nul,  eu  vertu  des  relations  (À)  ;  tous  les  paramètres 
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iables  se  trouvent  éliminés,  et  l'équation  du  lie 


-)>.(A,.':H 


2>' 


D'ailleu 


leurs,  en  vertu  des  relations  (^),  les  termes  en  x', 
'*  disparaissent  d'eus-mènies  du  premier  membre  de 
celte  équation,  qui  représente  dès  lors  une  droite  ;  et  l'on  a 
ce  théorème  ; 

Le  lieu  lies  centres  des  coniques  l'itscriies  au  quadri- 
latère PiPaPjPi^io  ext  la  droite  représentée  f-ar  l'é- 
quation 

(')  î,P'-i-  ).,P;-f-)sPi-l-).,P;  — o, 

rendue  linéaire  en  jt  et  y  par  un  choix  coni^enahle  des 

coefficients  /i, .  ,  .X^. 

Si,  Remorque  I, —  Quels  que  soient  l'angle  des  asesox, 
oy  et  la  forme  des  fonetions  P,  la  droite  des  centres  dcmeute 
représentée  par  Téquation  (i);  ou,  en  prenant  pour  axes 
des  X  et  des  j"  deux  des  quatre  droites  données,  par  celle-ci  : 

les  coefficieuts  a,  p,  X,  î.'  étant  toujours  choisis  de  manière 
à  produire  la  disparilion  des  termes  en  x',  xj,j^.  Il  serait 
donc  facile  de  vérifier,  conformément  au  théorème  de 
Newton,  que /a  ligne  des  centres  se  confondavec  la  droite 
des  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  (  Principes  de  la  Philosophie  naturelle, 
liv,  \",  prop.  27).  Mais  cette  vérification  est  rendue  inu- 
tile par  notre  analyse,  et  la  position  de  ladroite  des  centres 
est  en  évidence  dans  l'équation  (i). 

Remarquons,  en  effet,  les  coefficients  1^^.  .  .}•.,,  étant 
d'abord  supposés  quelconques  et  la  ligne  (1)   étant  traitée 
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comme  une  courbe  du  second  ordre,  que  la  polaire  prise 
par  rapport  à  cette  ligne  d'un  point  quelconque  [/>i,  p,, 
Pi,  Pi)  est  représcnlée  par  l'équalion  (p.  18,  n"  1-i)  ; 

i,/),P,  +  l,p-,'P,  -h  Àj/jjPs  -h  hpiV,  =  0  ; 
ci  quecclle-ci  devient,  par ladouble hypothèse  a^^p,=; p^^ 

La  polaire,  prise  par  rapport  à  l'une  quelconque  des 
courbes  {1),  de  chacun  des  sommets  [o  =  p,  ^ p^)  du 
quadrilatère  considéré^  passe  donc  par  le  sommet  opposé 
(o  ;^  Ps  =  P,.).  El  deux  sommets  opposés  quelconques  du 
quadrilatère  sont  conjugués  par  rapport  à  chacune  de  ces 
lienesC). 

Or,  dans  toute  courbe  du  second  ordre,  le  segment  qui 
réunît  deux  points  conjugués  est  divise  harmonîquement 
par  ces  points  et  par  la  courbe.  Si  donc  la  courbe  (1)  se 
réduit  à  un  système  de  deux  droites  D,  D',  celles-ci  divisent 
harmonîquement  le  segment  compris  entre  deux  points 
conjugués  quelconques;  et  si  la  courbe  (i)  se  réduilenfin  h 
une  droite  unique  D,  ou  au  système  formé  de  celle  droite 
et  de  la  droite  à  l'înfini,  le  segment  compris  entre  deux 
points  conjugués  quelconques,  étant  encore  divisé  harmo- 
nîquement par  la  droite  D  et  la  droite  à  l'infini,  se  trou- 
vera divisé  en  deux  parties  égales  par  la  seule  droite  D.  La 
droite  D,  représentée  par  l'équalion  (i),  divise  donc  en 
parties  égales  le  segment  compris  entre  deux  sommets  op- 
posés quelconques,  ou  chacune  des  diagonales  du  quadrila- 
tère proposé. 

85.  Renmrque  IL  —  Cinq  tangentes  d'une  conique 
étant  données,  le  centre  de  la  courbe  est  au  point  de  con- 
cours   des   médianes    des    cinq  quadrilatères    formés    par 

C)  Daus  points  clunt  dits  conjugués  fat  rapport  à  une  courbe  du  second 
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quatre  quelconques  de  ces  tangentes  : 


86.   Bemaniue  JJI.  —  Une  conique  étant  tUfinie.  par 
les  cinq  tangentes 

P,P,P;PlPs  =o, 

V  équation 

abaissée  an  premier  degré  à  l'aide  des  coefficients,  repré- 
sente le  faisceau  des  diamètres  de  cette  conique.  Réci- 
proquement, etc. 
Soient  en  effet 


o) 

o=D=;^;„p; 

'une  lies  droite 

1) 

s  contenues  dans  Téquai 

on  précédente 

=  ) 

■'^""^S,-.'''^' 

3...) 

0  —  0,=^      ^P';  - 

les  médianes  des  quadrilatères  formés  des  cinq  tani^entes 
données,  moins\a  première  P,,  ou  la  seconde  Pj,  ou  la 
xoisième  P^  ; . . .  . 


Si  entre  les  idenlili 


D_^V,p; 

t;n  P,  quL  figure  au  &• 
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74                                                         CHAPITRE    lil. 

Tiine  et  de  l'autre  ,  îa  comparaison  de 

i'idt 

taille 

àl'<inedespremh--res 

(2}                                      ^^^^^,"^' 

permet  d'écrire  identiquement 

D,  =  aD  +  rt,D,, 

(o,  î,  ■?.)  D  =  m,D,  +  m,D,. 

La  droite  D  =  o  passe  donc  par  le  point  de  commune  in- 
tersection de  deux  quelconques  des  droites  D,  Da  -  -  -D^^o, 
ou  par  le  centre  de  la  conique  considérée. 

Réciproquement,  un  àiaiiikire  quelconque  d'iuia  co- 
nique définie  par  les  cinq  tangentes  PiP, ...  P^  =  0 
peut    éire    représenté   par  une    équation    de    la    forme 

y  ^iP^  ^  o;  car  deux  des  diamètres  de  la  courbe  élanl 
représentés  par  les  équations 

et  tous  les  diamètres  concourant  en  un  même  point,  un 
troisième  diamètre  quelconque  sera  représenté  par  une 
combinaison  homogène  des  deux  équations  précédentes 


S- 


87.   Remarque  IV.  —  La  vondi/ic 
santé  pour  que  six  droites 

Pi  Pi  ,  . .  Pi  P(  =  o 

soient  tangentes  à  une  même  conique 
les  carrés  des  dislfijicfs  île  Joules  a 
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PllOPRIÉTÉ    DE 

SIX    TAMGEUTES. 

quel, 

conque  de  leur  plan,  i 

ine  re/n/ion  linéain 

gènt 

le  signe  ^  désignant  toujours  une  identité. 

Si  les  droites  données  sont  d'abord  six  taiigonies  d'une 
même  conique,  l'un  quelconque  des  diamètres  D  ;=  o  de; 
cette  dernière  donnera  lieu  aux  identités 

D=ys.,p;,  D=y  p,p^; 

et  celles-ci  entraînent  la  relation  identique 

Et  si,  d'autre  part^  six  droiles  donnent  lieu  à  une  telle 
identité,  les  six  coniques  tangentes  h  cinq  de  ces  droiles 
ont  les  mêmes  diamètres 

°=X''''' -S '■■''•= 

le  même  centre,  et  se  confondent  en  une  même  courbe  tan- 
gente aux  six  droiles  considérées. 

88,  On  peut  établir  géométricjuemunt  le  théorème  de 
Newton  à  l'aide  des  considérations  suivantes  où  intervien- 
nent quelques  propriétés  de  l'IiyperLoloïde  à  une  nappe 
que  noua  aurons  à  utiliser  dans  la  suite. 

i"  Que  l'on  considère  d'abord  le  lieu  des  centres  de  tons 
les  hjperholoïdes  gauches  menés  par  deux  droites  don- 
nées, non  situées  dans  un  même  plan. 

Les  deux  plans,  parallèles  entre  eux,  menés  suivant  ces 
droites,  font  un  système  de  deux  plans  tangents  parallèles:, 
communs  à  tous  les  byporboloides  considérés  dont  les  cen- 
tres appartiennent  dès  lors  à  uu  même  plan  parallèle  aux 
deux  précédents  et  équidistant  de  l'un  et  Je  l'autre.  Le 
lieu  actuel  des  centres  est  doac  la  plan  parallèle  à  cha- 
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cune  des  droites  données   et  équidistant  <le  l'une  et  de 

l'autre,  ou  le  plan  médian  relatif  à  ces  droites. 

2."  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  des  centres  dos  hyperho- 
loïdes  à  une  nappe,  menés  par  les  quatre  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche,  n'est  autre  que  la  commune  intersection 
des  deux  plans  médians  relatifs  aux  côtés  pairs  ou  impairs, 
ou  la  médiane  de  ce  quadrilatère  :  chacun  de  ces  plans  mé- 
dians conlient,  en  ofl'et,  les  points  milieux  des  deux  diago- 
nales, ainsi  que  la  droite  qui  les  réunît. 

3"  Si  l'on  revient  maintenant  à  la  figure  primitive  com- 
posée d'un  quadrilatère  plan  ahcâ  et  de  l'une  quelconque 
des  ellipses  inscrites-,  celie-ci  pourra  représenter  l'ellipse 
de  gorge  d'un  hyperboîoïde  auxiliaire  passant  parles  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  gauclie  ABCD,  mené  arbitraire- 
ment dans  l'espace  sous  la  seule  condition  que  sa  projection 
orthogonale  sur  le  plan  de  cette  ellipse  coïncide  avec  le 
quadrilatère  abcd.  Or,  le  centre  de  cet  hypcrboloidc,  ou 
le  centre  même  de  Vellipse  considérée,  devant  se  trouver  à 
la  fois  sur  le  plan  de  cette  ellipse^etsurla  médiane  du  qua- 
drilatère gauche  ABCD;  ce  centre  n'est  autre  que  la  trace 
de  cette  médiane  sur  ce  plan,  c'est-à-dire  un  point  de  la 
projection  sur  le  plan  abcd  de,  !a  médiane  de  ce  quadrila- 
tère gauche,  ou  un  point  de  la  médiane  du  quadrilatère 
projeté  abcd.  c.  q,  r.  d. 

89.  hemnrque.  —  Le  théorème  général  relatif  au.  lîcu 
des  centres  des  hyperboloïdes  menés  par  les  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche  n'est  donc  qu'un  corollaire  immédiat  de 
la  situation  du  centre  de  toute  surface  du  second  ordre  par 
rapport  à  deux  pians  tangents  parallèles.  La  situation  du 
centre  d'une  conique,  à  égales  dislances  de  deux  tangentes 
parallèles,  devrait  donc  suffire  aussi  à  l'établissement  di- 
rect du  théorème  de  Newton.  Cependant  il  n'en  est  rien, 
ou  il  parait  n'en  être  rien.  El  la  séparation  que  présentent, 
au    point  de  vue    de    la  démonstration,   deux  théorèmes 
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pouriant  si  voisins,  subsiste  comme  une  singularité  géomé- 
trique dont  l'explicaliori  est  peut-être  assez  cachée,  mais 
que  l'analyse  peut  faire  disparaître,  comme  on  le  verra,  en 
ramenant  ces  deux  théoi'èmes,  et  plusieurs  autres  sembla- 
bles, à  ce  même  principe  dont  nous  venons  de  parler. 

90.  Du  lieu  des  centres  des  coni<jues  iiiscriles  à  un 
triangle,  et  dont  la  somme  des  carrés  des  axfts  principaux 
est  assujettie  à  demeurer  constante. 

Les  côtés  du  triangle  étant  représentés  par  les  équations 

P,  P,  Pj  =  o , 

et  toutes  les  notations  du  n"  83  étant  conservées,  la  déter- 
mination du  lieu  actuel  des  centres  [(x,j')  ou  {Pj,  P?,  Pj}] 
dépendra  de  l'élimination  des  trois  paramètres  indépen- 
dants auxquels  se  réduisent  les  six  variables  a,  b,  a,  /3, 
a'.  [5',  entre  ces  quatre  équations  ; 

1"  P;  =  (A,j:-I-B,j  — CT,)'  =  fl=(A,a+B,p)'  +  6'(A,a'-l-B,p')'; 
2"  P]  =  {A,j; -i-B,j—  n,V=:a'{A^ci -h'B^^)'  +  b'{A,«'  +  B,f y. 
3°  P^  =  [AjX-J-Bjj  — cj,)'  =  'ï'[A,a  +  B3p]'-Fi=(A,^'+B5P')'; 
4"  rt=  +  i=  =  A=  =:  const. 

Or  si,  désignant  pari,,  J,,  î.j  trois  coefficients  définis  par 

[).,  a;  +i,A;  -l->,Al  =  i  , 

{!)  >,,b;  -(-).,b;  +à,bj  =  I, 

(  X,  A,  E,  -+-  J,  AiB,  +  ).j  A,B,  =  o, 

l'on  ajoute,  membre  à  membre,  les  équations  i",  i",  3" 
après  Ii'S  avoir  multipliées  respectivement  par  les  nombres 
À,,  ï,,  Jj  :  le  second  membre  de  l'équation  résultante  de- 
vient, en  vertu  des  relations  (i), 

toutes  les  variables  se  trouvent  éliminées,  et  il  vient,  pour 
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l'équalion  du  lieu, 

/l,(A,,r  +  B,j— <: 


Dailleiirs,  les  termes  du  second  degré  de  cette  équation  se 
réduisent  à  x^ -^j^,  en  vertu  des  relations  (1).  Le  lieu 
considéré  est  donc  un  cercle,  et  l'ou  a  ce  théorème  : 
Le  heu  des  centres  des  coniques  iitscnles  au  triniiglii 

et  dont  la  somme  des  caiTés  des  axes  principaux  demeiirù 
constante,  est  le  cercle  représenté  par  l'équation 


I— 


ramenée  à  la  forme  circidairc  x^  +J'^  +  ■  ■  ■  p^ir 
'oble  des  coefficients . 


91.  Remarque  I.  —  Si  les  axes  ox,  oj  se  coupent  sous 
un  angle  quelconque,  l'équation  précédente  est  encore  aji- 
plicable.  On  peut  donc  prendre  pour  axes  deux  des  trois 
tangentes  données,  ei  le  lieu  des  centres  demeure  repré- 
senté par  l'équalioii 

(s,-)     ..,. + pj.. + 1  (i + i  _  ,y=  „. + 6. 

lamenée  maintenant  à  la  forme  ciieulaire 

^'  +  r'  +  1.  .^jcos  (a:,  j)  + .  .  . 
par  un  clioix  convenable  des  coefficients.  La  détermina- 
lion  du  centre  du  cercle  (a)  ou  (a')  en  résulterait  aisé- 
ment, et  l'on  vérifierait,  conformément  au  théorème  de 
Steiner,  qu'il  coïncide  avec  le  point  de  rencontre  des 
hauteu}S  du  triangle  donné.  Mais  cette  vérification  serait 
ici  superflue,  la  position  du  ceJitre  étant  en  évidence  dans 
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l'équation  (2)  ;  aussiiôt  tlu  iiioins  que  l'on  y  suppose  nulle 
la  consiaiile  a^  -+-  &',  ce  qui  11e  change  rien  à  la  position  du 
point  clicrclié. 
Posons,  en  effet, 


l'équation  (a)  \trend  la  (orme  houiogène 


ei  l'on  voîl  bien  maintenant,  le  cercle  représenté  par  celte 
dernière  équation  étant  conjugué  an  triangle  PiPsP5  =  o, 
que  le  centre  de  ce  cercle  coïncide  avec  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  de  ce  triangle. 

92.  Remarque  JI.  —  La  somme  fies  carrés  dus  demi- 
axes  d'une  ellipse  inscrite  à  un  tiiangle  est  mesurée  par 
la  puissance  du  centre  de  la  courbe  par  rapport  au  ccitIc 
conjugué  à  ce  triangle. 

Les  coordonnées  X,  jj'  ou  P,,  P,,  Pj  du  centre  de  (oule 
ellipse  inscrite  vérifient,  en  elTet,  l'équation  (2) 


=X-^-"'- 


-0--B)=-F 


et  l'on  peut  dire  que  cq.%  eoordotmées,  hub.siituées  daus  la 

du  cercle:  conjugue  au  triangle,  lui  font  acquérir  une  va- 
leur simultanément  égale  à  la  somme  a^  +  b^  des  carrés 
des  demi-axes  de  l'eUipse  considérée,  ei  à  la  puissance  du 
centre  de  celle-ci  par  rapport  à  ce  cercle. 
Si  Ton  appelle  ccrclu  diagonal  de  l'ellipse 
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ayant  pour  rayon  la  diagonale  <lu  rectangle  conslruÏL  sur 
les  demi-axes  principaux  de  la  courbe,  Je  ttéorème  pré- 
cédent devient  susceptibles  de  cet  autre  éuoncé  : 

Les  cercles  diagonaux  de  fontes  les  coniques  inscrites  à 
un  même  triangle  sont  orthogonaux  à  un  même  cercle,  le 
cercle  conjugué  à  ce  triangle. 

93.  Remarque  111.  —  Le  lieu  des  centres  des  hyper- 
boles équilatères 

inscrites  à  uu  triangle  est  le  cercle  conjugaé  à  ce  triangle. 
Ce  cercle,  d'ailleurs,  est  réel,  se  réduit  à  un  point  ou  de- 
vient imaginaire,  suivant  que  le  triangle  proposé  est  obtu- 
sangie,  rectangle  ou  acutanf>k'. 

9-4,  Bemarque  IV.  —  Les  centres  des  hyperboles  équi- 
latères  définies  par  quatre  tangentes  appartiennent  à  cha- 
cun des  cercles  conjugués  des  quatre  triangles  résultant  de 
trois  quelconques  de  ces  tangentes.  Ces  quatre  cercles  se 
coupent  dans  les  deux  mêmes  points,  centres  de  deux  hy- 
perboles répondant  à  la  question  ;  et  la  droite  qui  les  réu- 
nit, ou  l'axe  radical  de  ces  cercles,  se  confond  avec  la  mé- 
diane du  quadrilatère  résultant  des  tangentes  données. 

93.  Remarque  V.  —  Le  théorème  de  Newton  peut 
être  considéré  comme  une  conséquence  du  théorème  de 
Steiner. 

Soit,  en  effet,  a'  -h  i^  la  somme  des  carrés  des  demi-axes 
de  l'une  quelconque  des  coniques  tangentes  aux  quatre 
droites  PjPsPs Pi  ^^o.  Le  cenirede  cette  conique,  apparte- 
nant, d'après  ce  dernier  théorème,  à  chacun  des  cercles 
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appaniciidra  aussi 

i  à  leur  aï 

(les  équations 

i,p;  +  (>,- 

-p.)p:h- 

et  le  lieu  des  centres  n'est  autre  que  la  droite  unique  et 
délerniinée  représentée  par  cette  équation. 

96.  B<:marque  FI— Comme  celui  de  iVewion,  le  ilié.,- 
rème  de  Sieiner  peut  devenir  évident  à  l'aide  de  quelques 
considérations  empruntées  de  la  Géométrie  de  l'espace. 

D'après  le  tliéorème  de  Monge,  le  lieu  décrit  par  le  som- 
met d'un  irièdre  trirectaiigle  cii conscrit  à  rellipaoïde 
[a,  b,  c)  est  mie  sphère  concenirique  ayant  pour  rayon  îa 
diagonale  du  parallèlipipède  construit  sur  !es  trois  demi- 
axes  de  l'ellipsoïde  :  R  =  y/a' +■  i= -+- 1'.  Or,  si  l'un  de  f  os 
demi-axes  c  diminue  graduellement  et  tend  vers  zéro,  le 
théorèmesubsiste  toujours  pour  se  transformer,  à  la  li  mi  le, 
eu  celui-ci  :  Le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  Irièdre 
trireclaugle  circonscn'f  à  Vellipse  [a,  h)  est  une  sphèic 
concen  trique  ayant  pour  rayon  In  diagonale  du  rectangh^ 
construit  sur  les  demi-axes  de  l'ellipse  :  R  ^  ^/a'  -h  b^. 
C'est,  d'ailleurs  ,  ce  que  l'on  vérifierait,  par  un  calcul  di- 
rect, en  formant  l'équalion  générale  des  cônes  mi'nés  sui- 
vant la  courbe 


et  écrivant  la  condition  nécessaire  pour  que  trois  dis  plans 
tangents  de  l'un  de  ces  cônes  forment  un  irièdre  irirec- 
tangle.  La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux 
d'une  conique  est  donc  représentée  par  le  carré  de  la  dis- 
tance du  centre  de  la  courbe  au  sommet  de  l'un  quelcon- 
que des  tnedres  trirectangles  circonscrits  :«'-)-£'  =  oM 
Que  l'on  considère  maintenant  [fig-  i6)  le  lieu  des  cen- 
tres odes  coniques  inscrites  au  triangle  donné  ABCit  limit 
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les  cai'i't'a  des  dctni-axes  piiiicipaux,  a',  h',  cou  servent  une 
somme  coustaiitc  :  on  veiTa,  le  Iriangle  circonscrit  ABC 
et  le  nombre  y/a'  +  6'  étant  lionnés,  qu'il  en  est  de  même 


du  sommet  M  du  irièdre  irîreciangle  con5truit  sur  ce 
triangle  comme  base,  et  delà  distance  !VIo=::oM^^rt'-!-i' 
de  ce  sommet  M  an  centre  de  l'une  quelconque  des  coniques 
de  la  série.  Le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  coniques  eoïn- 
cidc  donc  avec  la  section  d'une  splière  décrite  du  point  M 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  \jà^  ■+-  i',  par  le  plan 
ABC  du  triangle  donné  t  et  cette  section  est  nu  cercle  ayant 
pour  centre  la  projection  du  point  M  sur  ccplan,oule  point 
de  rencontre  H  des  trois  hauteurs  de  ce  triangle;  ce  qui  est 
la  partie  essentielle  du  théorème  deSteiner. 

Mais  on  déduit  encore,  de  l'égalité  n' +  J^  =  oM  , 


-S-  =  oH    . 


en  remarquant  qui 


.ngle  «MA  est  n 


tqui 


les  segments  Hrt,  HA  sont,  dans  la  figui 


,ngle  en  M, 
re,  de  sens 


opposés  ou  de  signes  contraires, 

p  désignant  le  rayon,  imaginaire  dans  la  figure,  du  cercle 
conjugué  au  triangle  ABC  (p  =  r  \/ —  i)-  Or  le  centre  de 
ce  cercle  étant  le  point  H  lui-même,  la  relation 
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exprime  que  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de  toute 
ellipse  inscrite  à  un  triangle  est  mesurée  par  la  puissance 
du  centre  o  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle  conjugué 
au  triangle.  Et  c'est  aussi,  comme  nous  l'avons  vu  (Remar- 
que II)  la  dernière  conséquence  de  l'équa  lion  (2)  (p.  78). 

§  II.  —  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  sept  plans  Pi .  .  .  P,  =^  o  :  ou  du  plnn 

représenté  par  l'équation  \   A,  P'  =  o, 

97,   On  sait  que  l'équation  générale  des  plans  tangents  à 
l'ellipsoïde 


rapporté  à  ses  axes  de  figure,  est 

a.r  +  pj  +  7Z  =  P  =  v/«^«=  +  6^4:"6=-,'  : 
P  désignant  la  distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tan- 
gent considéré;  et  «,  p,  y  les  cosinus  des  inclinaisons,  sur 
les  axes  2a,  aJ,  ac  de  l'ellipsoïde,  de  la  normale  correspoti- 
danie  N,  Traduisant  cette  équation  en  langage  ordinaire, 
on  peut  dire  que /e  ctï/ve'<ie  la  distance  du  centre  d'un 
ellipsoïde  à  Pun  quelconque  de  ses  plans  tangents  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant chacun  des  demi-axes  principaux  a,  b,  c  de  la 
surface  par  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  la  direct/on  de 
cet  axe  awec  la  normale  rorrespondanle  1^  : 

P'i=a'cos'(N,  a)  +  6'cos'(N,  &î+c'eos=(N,  c). 

98.   Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  sept  plans  donnés. 

Soient,    relativement  à  nu  système   quelconque   d'axes 
rectangulaires, 

P,P,.  .  .PcP,  =  o 
les  sept  plans  donnés;    cliacune  des   fondions    P  élantdc 
la  forme 

P  =  A.):  +  Bj  +  C;  —  n. 
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où  A,  B,  C  désignent  les  tosinus  dirficU'uis  de  la  normiile  N 
menée  de  l'origine  au  jilan  considéré,  el  u  la  tîislance  de 
l'origine  ù  te  plan. 

Soient,  en  oulre,  (x,j,  s)  le  centre  d'un  ellipsoïde  lan- 
gent aux  sept  plans  donnés;  a,  b,  c  les  longueurs  An  ses 
denii-ases  principanx;  et 

a,   p,   7     les  cosinus  ilirecriHn'5  de  l'a\e   ya. 


a  remarque  précédente,  on  aura  celte  double 
de  ta  distance  du   centre  de  l'ellipsoïde  à  I 


qiK 

:Ioonque  des  sept  plans  tangents  : 

011, 

en  développant  les  cosinus, 

[Ac  +  Bj  +  Cî  — îtt}' 

=  «'(Aa  +B|1    +C-i)' 
+  ii=(Aa'  +  B|î'  -hCv'}'' 
+  c'(Aa''+Bp"H-C7"]^ 

De 

lit,  en  appliquant  cette  équation  à  chacun  ■ 
...,P„ 

(A,.r  +  B,J  +  C,3-n,,)' 

=  «=(A.^  +B,jî  +c,7:.= 

+  i'(A,a'  H-B,p'  +C,7'}' 
+  .-(A,«"  +  B,  p"  +  C,7")', 

(A,^'  +  B,j-  +  C,.-^.>" 

=  «'(Ai«   -i-B,p    +C.7/ 

+  È-(A,a'  -+-B,|Î'  +C,7')' 
+  c'(A.«"  +  B,p"  +  aï")S 

=  «'(A,«   +B.P    -1-C,7)  = 
+  6MA,a'  +B;f.'    +C,7')" 

+  .'',;a,«"  +  b.P"  +  C:7"/, 
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i;enlres  {x,y,  s)   sorait  r 
■.e  variables* 


TIIÉOPÈME    DE 

el  la  détermination  du  !ieu  de 
menée  à  l'élimination  des  dot 

a,b,c;  a,  p,  v;  a',  p',7';  ^",  p".  ?" 
entre  les  sept  équations  que  l'on  vient  d'écrire  et  les  iix 
relations  ([ue  l'on  sait  exister  entre  les  neuf  cosinus  relatifs 
à  Irois  directions  rectangulaires  [a,  b,  c).  Mais  il  arrive  ici 
i|ue  l'élimination  peut  s'effectuer  indépendamment  de  ces 
six  relations.  C'est  ce  qui  résulte,  ay  point  de  vue  analyti- 
que, d'nn  mode  pariicuiier  de  symétrie  que  présentent  les 
équations  i",  2", ...,  7",  et  d'après  lequel  les  quantités 


.'P',      i^p' 


>'P7,     è'f' 


entrant  de  la  même  manière  dans  toute  combinaison  d 
équations,  il  suffira  de  rendre  nuls  les  coefficients  dci 


dans  l'équation  résultant  de  cette  combinaison,  pour  voir 
disparaître  toutes  les  variables. 

Égalant  donc  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  de  ces  quan- 
tités dans  l'équation  qui  résulterait  de  l'addition  membre 
à  membre  des  relations  i",  q",...,  7"  après  leur  muliiplira- 
tion  respective  parles  nombres  iudéieiminés  i,,  ^.,..., /.,, 


-h  1,A,B,  -1- . 

.  +  ).A,B:  = 

4-î,B,C, -1-. 

.-i-ï,B,C, — 

-H-.„A=C, +. 

.  +  ).;A,C;^ 
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Orsi,muIlipIiam  )es équations  i",  a",...,  j" respectivement 
par  les  nombres  actuellement  déterminés  X,,  Xj,. ,.,  ).,,  on 
les  ajoute  membre  à  membre;  le  second  membre  de  l'équa- 
tion résultante,  ordonné  par  rapport  ans  dix-huit  quantités 
telles  que  a'«',  a°|3',  a^y^  ;  û*«|3,  a^^y,  a'ay,...,  a  lousses 
coefficients  nuls,  en  vertu  des  relations  (ï),  et  s'annule 
lui -même  identiquement.  L'élimination  des  douze  variables 
se  trouve  donc  effectuée,  et  le  lieu  des  centres  est  défini 
par  l'équaiion 

A,  (A,.f-i-B,,r  +  C,3-ra,)= 


I- 


II  résuU<?,  d'ailleurs,  desm6mes  relations  [l],  que  les 
et  les  reelangles  des  coordonnées  courantes  x,  y,  z 
raissent  d'eux-mêmes  de  cette  équation,  qui  s'abai 
premier  degré  et  nous  donne  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  sui-Jacex  ilii  second  orrh 
génies  aux  sept  plans 

P,  P;.  ..P,  =  o 
<^,(/  îc  plan  rcprèsontf'.  par  l'équaiion 

.,'  ).,P;  -^liVl  -f--  .  ■  +  l7P;  —  o. 


rendue  linéaire  en  .t,  y,  z  par  un  clioix  com'eiiahle  des 
coefficients. 

99.  Beinarque.  I,  —  On  peut  établir  que  le  lieu  des  cen- 
tres des  ellipsoïdes  inscrits  à  un  octaèdre  hexagonal  est  le 
plan  mené  par  les  points  milieux  des  trois  diagonales.  Ce 
plan,  rapporfé  à  sept  quelconques  des  faces  de  l'octaèdre. 
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peut  donc  èire  repiéseiiié,  do  liait  manières  différentes, 
par  une  équation  do  la  forme  \    ?,|  P^  =:  o. 

100.  Remarque  II.  ~-  Dcve]oppain  Tocjualion  du  plan 
général  des  centres,  on  trouve 

x{l,^,A,+.  ..-4-i,n,A,) 
+  j(l,o,B,  +  ...  +  l,o,B,) 
+  z(l,  (3,  C, +.     .  +  ï,  n,,C,)  +H  =  o; 

d'où,  pour  la  iiormalu  mÈnie  de  l'origine  à  ce  plan, 


l,cr,A,  +...  4->.,ra,A,         >,CT 


La  normale  menée  de  l'origine  au  pian  des  centres  coïn- 
cide donc  avec  la  résultante  d'un  contour  polygonal  dont 
les  côtés  successifs  seraient  représentés,  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens,  par  les  perpendiculaires  di,  i3s,.,.,  CTt menées 
de  l'origine  à  chacun  des  plans  donnés,  multipliées  respec- 
tivement par  les  membres  A,,  î^, .  . . ,  ^,, 

Il  est  remarquable  que  les  changements  apportés  dans  ce 
contour  par  le  déplacement  de  l'origine  laissent  invariable 
la  direction  de  sa  résnhantc. 

101.    Hemaif/uelII.  —  L'cqualio» 

conserve  la  nn'me  signification  quelle  que  soil  i'obîiquité' 
des  axes.  Si  l'on  choisit,  par  exemple,  tj'ois  des  sept  plans 
donnés  pour  plans  des  X,j',  z,  le  plan  général  des  centres 
demeure  représenté  par  l'équation 

reiKÎiic  linéaire  en  T,  y    z  h  l'aide  des  coefficients. 
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102.  Remarque  IF .  —  La  droite  des  centres  An  loutrs 
îs  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à  hiiil  plans  donnes 

t  il  est  aisé  de  voir  que  t'équaiioii 


°=X'''"'"'* 


abaissée  au  premier  degré  à  l'aide  des  coeffîrients,  repir- 
se/Hn  tous  les  plans  menés,  en  nombre  infini,  par  In 
dioiie  générale  des  centres  ;  ou  le  système  des  plans  dia~ 
iiiciraux  communs  à  toutes  les  surfaces  du  In  série. 
Soient,  efteciîvemenl, 


»=«-X'"''" 


i'mi  quelconque  des  plans  coiilcnLis  dans  l'cquallon  précè- 
de!.(-;  cl 

(0  o^Q,^^_^JP', 

(2)  o_'.Q,=^_^ÂF, 

les  jilans  des  centres  des  surfaces  du  second  oidre  laiigenlcs 
ans  Imit  piaus  donnés,  moins  îe  premier  Pi,  ou  le  .second 
Ps,  ou  le  troisième  Pj  ; . .  . 
Si  entre  les  deux  iitenli lés 

M  Q-Xf"'''""' 
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on  élimine  le  terme  en  PJ  qui  figure  au  secoud  inemiire  de 
l'uni!  et  de  l'antre;  et  qne  l'on  compare  l'identiié  J'ésui- 
tanie 

{0,1}  ûQ+«,Q,^J^^XP' 

à  l'une  des  premières 

(a)  '-'•=«  S_,''"i 

OU  a  encore  identiquement 

ou 

0,1,2)  Q^m,Q,+»<.Q,. 

Le  plan  Q  =:  o  passe  donc  par  la  commune  inierserlion  <îe 
deux  quelconques  des  plans  QiQs-  .  .Qb  —  o  ou  par  la 
droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces  considérées. 

Réciproquement , un  plan  quelconque  mené  par  In  droite 
des  centres  peut  être  représenté  par  une  équation  /lu  la 
fin„e 

Car  deux  des  plans  menés  par  celle  droite  étant  déjà  rc- 
présenlés  par  les  cquaiîons 

un  troisième  plan  mené  par  la  uiême  droite  sera  représenté 
jiar  une  combinaison  homogène  des  deux  précédentes 

aQ4.„'Q'^o,     OU     ^V.PJ^o. 

.103.  Kemaïqiie  V.  —  On  dcinontrciait  de  même  que 
/  'équation 

abaissi'eaii  preinierdegréà  raidedescoclTicients,  reprvseuic 
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tous  los  plans  menés  par  le  centra  de  la  surface  (lu  second 
ordre  déjinie  par  les  neuf  plans  tangents 

ou  le  sjstème  des  plans  diamétraux  de  celte  surface. 

10-i.  Remarque  FJ.  —  La  condition  nécessaire  et  &a^- 
sATite  pour  que  dix  plans 

P,P=...P,P,.  =  o, 
soient  tangents  à  une  inâme  suif  ace  du  second  ordre,  est 
qu'il  existe,  entre  les  carrés  de  leurs  dislances  à  un  point 
(juelcoi3C(ue,  une  relation  linéaire  et  homogène 

le  signe  ^  désignant  une  identité. 

Et  si  certains  plans,  au  nombre  de  neiif',  ou  de  huit,  se 
trouvent  dans  de  telles  dépendances  qu'ils  donnent  lieu  à 
l'une  des  identités 

(S) 


s:-^=». 


toute  surface  du  second  ordre  menée  langentiellement  à 
tous  ces  plans,  moins  un,  sera  d'elle-même  tangente  au 
plan  que  l'on  avait  omis. 

En  effet,  il  résulte  d'abotd  denaeiuité  [a]  que  tout  plan 

meiié  par  le  centre  de  la  surface  (1,2,..  ,,  8,  0)  peut  auiii 
s'écrire 

M  passe,  dès  loi»,  par  le  centre  de  la  surface  (2, 3,  ...,9,(0); 
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VI1&  deux  surfaces  ont  le  mime  centre  et  huit  pîans  laiigeius 
communs  ;  elles  coïncident. 

11  résulte,  de  même,  de  l'idemite    [b],  que  tout  plaji 

o  =  Q==«X'  +  Vâ,P^ 

menéiiar  le  ceuirede  la  surface  (P,. .  ,  ..P,,  X)  peut  aussi 
s'écrire 

o  =  Q:=«X'-l-V).;P^ 

olconlieiil  le  ceuirede  la  surface  (P^,.  ,  . ,  Pj,  X)  :  ces  deux 
surfaces  out  IcmémecenUc  cl  liuît  plans  taugcuts  comuitins 
{P„...,Pb,X);  elles  coïncident. 

Il  résulte  enfin  de  ridentilé  (c)  que  tout  plan 

o  =  Q  =  «X^'-l-iY=+y'j,P; 
mené  par  le  centre  de  !asurface(P,,.,.,P,,X,  Y)  peut  aussi 

et  contient  le  cenire  de  la  surface  (P^, ...,  Pa,  X,  Y)  :  ces 
deux  surfaces  ont  le  même  cenire  et  haït  plans  tangculs 
communs  {P„  ...,?„  X  et  Y)  ;  elles  coïncident. 

Réciproquement,  dix  plans  langents  d'une  surface  du 
second  ordre  donnent  toujours  lieu  àl'identilé  (iv). 

Car  l'uii  quelconque  des  plans  diaménau?;  Q  =  o  de  la 
surface  donne  lieu  aux  idenlilés 

el  celles-ci  entraînent  la  lelatiou  identique 

103.  Hr,„m,j,w  VII.  —  \\    rcslerail   iiiaiiilciiaiil  à  ii- 
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dune  de  !  equadoii  principale 

(.)  S>,p;^o. 

convenablement  interprétée,  la  eonstrnction  mèmedd  plan 
général  des  centres. 

Que  si,  essayant,  comme  le  vent  l'analogie,  les  considé- 
rations utilisées  déjà  dans  le  problème- semblable  relatif  an 
lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites, 
on  forme  réijuaiîon  du  plan  polaire  d'nn  point  quelconque 
(pnju,,...,  p^]  par  rapport  an  plan  des  centres  (I)  assimilé 
à  une  surface  du  second  ordre  par  l'adjonclion  du  pian  à 
Tinfini:  on  trouvera  toujours  ce  plan  polaire  représenté 
par  l'équation 

'.,  /',  P,  +  )■=;-':  Pî  H-  .  .  .  -1-  l:/);  P;  =  O  , 

et  l'on  reconnaîtra  encore  que  les  rayons  vecteurs  menés 
du  pôle  à  ce  plan  sont  divisés  en  deux  parties  égales  par 
le  ]ilan  général  des  centres.  Mais  si,  plaçant  le  pôle  en  l'un 
des  sommets  du  solide  formé  par  les  sept  plans  donnés,  on 
pose,  par  exemple, 

o=Pi=  !h  ---  P; , 
l'équation  du  plan  polaire  correspondant 

iijr;,  P,  -h\j>i9;  ^\p,P,  +  \  p,P.  =  0 

n'admet  plus  aucune  solution  connue.  Bien  que  toujours 
parallèle  au  plan  des  centres,  le  plan  polaire  ne  nous 
laisse  apercevoir  aucun  de  ses  poiiits,  et  nous  n'avons  plus, 
comme  précédemment,  dans  le  milieu  de  la  droite  qui  rén- 
nirail  ce  point  au  pôle,  un  point  du  lieu  que  nous  cher- 
chons. L'analogie  parait  donc  interrompue;  mais  nous 
allons  voir  que  l'on  peut  la  rétablir  et  déduire  géométri- 
quement le  plan  des  centres  X=  o  de  sa  seule  équalioi) 
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ou  de  Videnlltè.  équivalente 

à  laquelle  il  doit  satisfaire  :  pourvu  que  l'ou  rotupc  préala- 
blement la  symétrie  qu'elle  piéseute  par  rapport  aux  sept 
plans  donnés. 

A  cet  effet,  et  en  vue  d'une  violation  plus  avantageuse 
pour  la  suite  du  calcul,  substituons  d'abord,  à  la  fonction 
P,  du  septième  des  plans  donnés,  la  fonction  équiva- 
lente P, 

et  désignant  toujours  par  X  ^^  o  le  plan  inconnu  dos  ci'n- 
tres,  écrivons,  au  Heu  de  l'identité  initiale  Ua], 


Il  résulte  de  cotte  dernière  que  îe  cylùidri-  fiaraho/ii/iie 
représenté  par  l'une  ou  l'autre  des  équations  équivalei^cs 

(l)  o=V),,Pf  =  P^—  3»;X, 

est  conjugua  à  l'hexaèdre  abcda'b'c'd'  résultant  des  six 
premiers  plans  donnés  :  de  telle  façon  que  le  plan  polaire, 
.  pris  par  rapport  à  ce  cylindre,  de  chacun  des  sommets 
n,  i, . .  ,  de  l'hexaèdre  (Pj,  ....  Pj)  passe  par  le  sommet 
opposé  a',  &',..,.  Et  roii  volt  en  etl'ei,  le  plan  polaire, 
pris  par  rapport  à  la  surface  (ij,  d'un  point  quelconque 
(/),,  . .  .  ,  pe)  de  i'fspace  étant  représenté  par  l'équaiion 
générale  (p.  28,  n"  28) 

y'i,;j,P,  =0     (111     ',;-,?,  -y-l;p,V;  +  .  ..  +  >=/■'» P.  --0, 

ijiie  Tcquation   du  plan    polaire  de    l'nn  quelconque  des 
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sommets  o=p,=pi  =  jh  de  l'hexaèdre  est  slmpli-- 
ment 

équation  d'ini  plan  passant  par  le  sommet  opposi'; 
o  =  P,  =  V,  =  V,. 

Deux  soimnels  opposés  <|ucIconqiies  a  ex  a\  b  el  h',  .  ,  . 
de  l'hexaèdre  (P,  .  .  .  P^)  sont  donc  conjugués  par  rap- 
port au  cylindre 

P'  — 2mX  =  o. 

Et  si  Ton  désigne  parP„,  P„;,  P4,  Vy,. .  .  les  distances  de 
ces  sommets  au  plan  donné  P  =  o,  parX„,  X^y,  X^,  Xj', .  .  . 
les  distances  des  mêmes  sommets  au  plan  inconnu  X  =:  o  ; 
on  aura, entre  ces  dislances  el  le  paramètre  m,  les  relations 

^    '  j  P„P,'  — o((X,-t-X^\, 

\  PJP^^,„^XJ  +  X,/), 
entre  lesquelles,  éliminant  ce  paramètre,  on  obtient  ci's 
trois  équations  distinctes 

x„  +  x„r  _  Xi  +  Xt-  _  X.  -J-  X,..  ^  x„  -4-  y.,/: 

Or  les  nombres  P„,  P„,,  P^,  P^-,  .  .  .  ,  qui  figurent  dans  ces 
équations,  étant  connus  et  désignant  les  distances  des  som- 
mets opposés  a  et  a',  h  el  b',  .  .  .  de  l'hexaèdre  au  plan 
donné  P  ;  on  voit  qu'il  existe,  entre  les  dislances  X„,  X„,  et 
Xj,  Xu,...  de  quatre  de  ces  sommets  au  plan  inconnu 
ou  variable  X  r=  o,  trois  équations  homogènes  du  premier 
degré  :  équations  tangenticlles  qnî  caractérisent,  prises 
isolément,  tous  les  plans  issus  d'un  point  déterminé  Xi,  ou 
Xi,  ou  Xi\  et,  collectivement,  le  plan  mené  par  ces  trois 
points  ou  le  plan  même  X  que  l'on  cherche. 

Le  problème  n'est  donc  plus  que  de  la  définition  géomé- 
trique du  point  (enveloi^pe  du  plan  mobile  X)  rcprésenlé 
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par  î'éqiiaùoii  Uiigcutielle 

ou  [en  appelant  o,  o'  [fig-  17)  les  traces  des  arêies  oppo- 
sées ab,  a'  h'  sur  le  plan  donné  P,  et  posant 

(n)  P^=â^  =  fl,  Vi  =  To—b;     P„'  — iÂ7  — -/',  Py--^  ~_:È'], 

par  celle-ci 

^    '  u.a'  b.b' 

dans  laquelle  a,  a',  /3,  [5' désignent  les  rlislanccs,  aux  poinls 
de  référence  a,  a',  6,  b',  du  plan  variable  X,  on  les  coor-" 
données  langentielles  X„,  X„,,  Xj,  Xj-  de  ce  plan. 
Fig.  i-j. 


Or  l'équation  (5)  est  premièrcmentsaiisrai te  parla  double 


Tout  plan  mené  par  le  point  milieu  «  +  «'==  o  de  la  dia- 
gonale aa',  et  par  celui  (3+|3'  =  o  delà  diagonale  hb'^sé- 
rifie  donc  l'équation  (5)  et  contient  le  point  représenté  par 
cette  équation.  La  point  (5)  est  clone  situé  sur  la  médiane 
du  quadrilatère  gauche  aha'b'. 

Pour  trouver  ensuite  un  autre  lieu  géométrique  de  ce 
point,  essayons  d'un  changement  depoi/ils  coordonnés^  et 
puisque  le  plan  P  =  o  (ou  P7)  entrait  d'abord  dans  les  don- 
nées du  problème  de  la  même  manière  que  les  plans  des 
diverses  faces  de  l'hexaèdre  actuel  abcda'li'c'd',  substi- 
tuons aux  deux  points  de  référence  b,  a',  traces  des  aréics 
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al,  a'I'  lur    le  plan  bca'd'  on    P,  =  o   de  l'une    de   ecs 

faces,  les  traces  o,  o'  des  mêmes  arêtes  sur  le  (ilan  P,  ou 

Fig.  iS. 


la,      ^- 

^ 

•w 

/        V- 

/ 

à4 

/ 

Lcst'orimilesLle  transfoirii.iLlon,i!!iipriititéesclela  rclalioii 
qui;  l'on  sait  exislc-r  eiUre  les  clisUnces  niutuellps  f!e  irois 
points  en  ligne  droite  [a,  h,  o ,  ou  b',  a\  o')  et  leurs  dis- 
tances respcciives  {a,  |3,  w  ou  [3',  «',  w')  à  un  même  plaii, 
sero:i[  li's  suivanies  [yoir\a  nutation  {ii)~\  : 

<i\  si  l'on  iraiispoi'le  les  valeurs  résultâmes  du  |5  €t  a'  dans 
IV-qualion  (5),  elle  devient  successivement 

"'^      "  S'~  _  a  ^ 

<i.u'  ~~  b.b'  ' 

a.b'  .a  '~  a.b'.b  ' 

ou  en  tin 

(5-)  (.^.')(^-,)=(^'  +  .)(!^-,V 
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Le  point   représenlé  par    l'une  ou  l'autre  dts  équations 
équivalentes  (5),  (5'),  est  donc  silité  aussi  sur  la  médiane 


du  quadrilatc.re  aoo'b'.    Et  / 

:  du  plan   général  des  centres  X  = 

i  des  deux  qi 


a  un  premier  pou. 
dans  le  point  de 
drilatères  gauches  aba'b',  aoo'b'.  Or,  il  suffit  de  jeter  un 
coup  d'oeil  sut'  la  figure  pour  reconnaître  leur  mode  de  for- 
mation. 

On  voît,enelTet,  que  deux  arêtes  opposées  de  l'hexaèdre, 
abo  et  b'a'o',  iniersections  des  plans  PuPs  et  Ps,Pi,  re- 
çoivent deux  côtés  opposés  ab  et  b'a',  ao  ni  b'o'  de  chacun 
de  ces  quadrilalères  :  les  deux  autres  côlés  opposés  du  pre- 
mier, ab'  ol  ba',  réunissant  les  traces  sur  ces  arêtes  des 
plans  Pj  et  P^  ;  lanilis  ([ue  les  deux  autres  côtés  opposés  du 
second,  ab'  et  oo',  réunissent  les  traces  des  mêmes  arêtes 
sur  les  plans  Pj  et  P,  ou  P  ^=  o. 

Telle  esl  donc  la  construction  par  points  du  plan  des 
centres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  au 
système  (P,,  Pj, .  .  .  ,  P,),  et  qui  rappelle,  autant  que  le 
permet  la  diversilé  des  choses,  la  eonsirnciîon  de  la  droite 
des  centres  des  coniques  iusciites   à  un   quadrilatère  : 

Les  droites  12  et  Jf-i,  intersections  respectives  des  plans 


Pj  et  Pj.  P3  et  Pi  \fig-  19)  (ilaiit  coupées  /mr  ch^^^.^  u.^, 
trois  autres  P:i,Pt,P,,  suivant  les  points  5' e(5",  6' e(6", 


des 
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7'  et  T'f  on  construit  les  méilianes  (droites  des  poînls-mi- 
lieux  des  diagonales)  de  deux  que/conques  des  trois  qua- 
drilatères gauches  résultants  5'o"6"6',ï>'S"7"7',6'6'''7"7'; 
et  l'on  (I,  dans  le  point  de  concours  de  ces  droites,  un 
premier  point  du  plan  général  des  centres.  Le  nombre  des 
points  disllncts,  que  l'on  peut  obtenir  de  la  sorte,  en  per- 
mutant de  toutes  les  manières  possiVjles  les  éléments  de 
cette  consti-nciion ,  est  égal  au  triple  du  nombre  des 
combiuaiiions  de  sept  lettres  prises  f]ualre  à  quatre,  ou 
trois  à  trois  : 

n   fi  1 
3C;,  =,  3  .i—-^  =  3.35  —  io5. 

lOti.  Remarque  FUI.  —  Le  centre  p  de  l'bjperboloïde 
à  une  nappe  mené  par  les  trois  droites  ab' ,  ha',  oo',  ou  le 
point  de  concours  des  médianes  des  deux  quadrilatères 
ab'a'b,  ab'o'o,  étant  défini  (p.  95)  par  l'équation 


(5) 


on    peut  substituer    à    celle-ci    la  proportion   équ 
U'S-  «8) 


Tel  e-ildonc,  sur  la  médiane  "(/(  du  quadrilatère  ^-ùuclie 
ab'a'h,  le  centre  p  do  i'iiyperboloide  déliui  par  les  trois 
génératrices  rectilignes  ab' ,  ba' ,  00'.  Et  si,  eu  vue  d'une 
notation  plus  symétrique,  on  échange  l'une  dans  l'autre  les 
lettres  "',  !>'  de  la  figure  et  de  la  proportion  précédenles, 
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in  voit  (fis.  ao)   que  le  centre  de  Thyperboloïde  à  une 


nappe  déterminé  par  les  trois  génératrices  rectilîgnes 

aa',     bb',     00' 
coïncide  avec  le  point  p  àcÇun,  sur  la  médiane  mn  du  qua- 
drilatère abb'a',  par  la  proportion 


(«1 

Le  théorème  relatif  aux  divisions  homograpliiques,  ou  pro- 
portionnelles, déterminées  sur  deux  génératrices  rcctili- 
gnes  d'un  liyperboloïde  à  une  nappe,  ou  d'un  paraboloïde 
liyperboliquc,  par  les  génératrices  de  l'autre  système,  est 
contenu  dans  cette  formule. 

Pour  le  paraboloïde,  d'abord,  le 

,.  ,.,,.,-.  t  '"P       an;  00 

disparaît  a  I  inlmi  ;  et  les  rapports  — .  --,~i,-;  c 

simullanémenl  égaux  à  l'unité,  l'on  a 


Et  s'il  s'agit  ensuite  d'un  hypcrboloïde,  on  déduit,  de 
relation  (g),  appliquée  à  une  quatrième  génératrice  ww' 


{7) 
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(H) 


,  ig)  elk-n 
ao  :  1.0 


w:  ba 


On  voit  que  la  formule  [g)  fournil  nue 

éJéganieclu  rapport  anliarmoniqiie  -,  ,  '    ,  , 

équWalcnl  ^,  dont  la  consiniction  exlf 

Iracé  'les   mc'ilianes  (mnp^m'n'p)  Sus  dci 
plans  ou  gauclies  ahb'a' ,  aoo'a' . 

107.  lier/iaiçiitiJX.  —  La  constru 
très  peut  aussi  su  déduire  de  quclq 


du  phii  des 
i.isidêralior 


de 


jéomelr 
Reprc 


les  plaus  donnés  1/2,  ...,7 
19),  et  imaginons  un  liyperboloïde  à  tnie  nappe  H  as- 
sujetti à  passer  pal-  la  droite  12,  par  la  droite  34,  et  à  élre 
tangent,  en  outre,  à  chacun  des  plans  non  eucoi'e  em- 
ployés 5,  6,  7,  Assujetti  de  la  sorte  à  neuf  conditions,  cet 
liyperboloïde  est  déterminé:  et  il  es!  aisé  de  voîrque  son 
centre  appartient  au  plan  général  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux  sept  plans  donnés. 
En  effei,  Tliyperhaloïde  H  est  d'abord  explicileiuent  assu- 
jetti à  toucher  chacun  des  plans  3,  6,  7.  Comme  il  passe, 
en  outre,  par  chacune  des  droites  12  et  34,  il  se  trouve  lan- 
gent à  tous  les  pians  menés  par  chacune  de  ces  droites,  el, 
en  particulier,  aux  plans  t  et  2,  3  et  -4;  il  est  donc 
tangent  aux  sept  pians  donnés.  Son  centre,  d'ailleurs,  peut 
être  construit  bien  aisément.  Si  l'on  regarde,  en  effet,  les 
droites  12  et  34  comme  denx  génératrices  rectiligues  du 
premier  mode  de  génération  de  cet  hyperboloïde,  chacun 
des  plaj 


s  tangents  5,  6,  7  i 
deuxième  mode  de  généraiioi 
12et34du  preani'rendes  p 
carilscoïiicidcnl  avec  les  li 


nfermera  «ne  génératrice  du 
,  rencontrant  les  générairices 
întsque  l'on  peut  construire; 

i,h,„.  s, 


r  eliacim  di-. 
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6,  7,  des  droites  12  cl  34.  Construisant  donc  toutes  ces 
traces  et  les  réunissant  deux  à  deux  par  les  droites  5'S", 
6'6",  7'7";  on  a  dans  celles-ci  trois  autres  géne'ra- 
trices  de  l'hyperboloïde  H  dont  le  centre  se  trouve  dès  lors 
soit  au  centre  du  parallélipipède  construit  sur  c(=s  trois 
dernières  génératrices;  soit,  par  un  iliéorènie  antérieur 
(voir  p.  ja,  n"  88)  ati  point  de  concours  des  médianes  de 
deux  quelconques  des  quadrilatères  gauches  S'3"6"6', 
6'6"7"7',  S'S"?"?';  et  c'est  aussi  la  conclusion  où  l'ana- 
lyse nous  avait  menés  déjà. 

108.  Remarque  X.  —  Nous  verrons  plus  loin  que  'a 
sphère  conjuguée  d'un  hexaèdre  P,P!...P6— o,  laquelle 
est  représentée  par  l'équaljon 


X-:=".  ™  I. 


\V-^. 


est  orthogonale  aux  dix  sphères  dt'ciîtes  sur  les  diai^onales 
de  cet  hexaèdre  comme  diamètres,  ainsi  ^ju'à  la  sphère  r!ia- 
gonn/e  x'-!-j''+ z' =  «' -f- &*+ t'  de  toute  surface  du 

second  ordre  ^ -)- '—  + -^  =  i  inscrite  à  l'Iiexuèdie;  et  que 

conjuguées  aux  sept  hexaèdres  détermîni's  pai  im  sysième 
de  sept  plaus,  admettent  un  même  cercli'.  radical  dont  le 
plan  j' représenté  par  l'équation 


"-2? 


P;^Q, 


coïncide    avec  le  lieu   des   centres  de  toutes  les    surface; 
insciites. 

Ces  propriétés  étant  admises,  revenons  aux  deux  qua- 
drilatères gauches  5'3"6"6',  5'5"7"7'  du  auinéro  précé- 
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dent  (jig-  21);  et  soil  toujours  p  le  point  de  concours  àa 
leurs  médianes  respectives  mn,  m' n'  :  ou  le  centre  de  l'hy- 
perboloïde  H,  Si  nous  considérons  le  cercle  radical  des 

Fij..  21. 


sphères  décrites  sur  les  diagonales  o'6",  6'3"  c 
mètres,  et  celui  des  sphères  analogties  décrites  sur  les  dia- 
gonales 5'7",  7'5";  le  premier  ayant  pour  axe  la  mé- 
diane mn,  le  second  la  médiane  ni'«';nous  verrons  que 
ces  deux  cercles  appartiennent  à  une  même  sphère  ayant 
pour  centre  le  point;),  et  qui  n'est  autre  que  la  sphère  dia- 
gonale de  riiyperboloïde,  La  sphère  de  centre  p,,  et  qui 
passe  par  le  premier  cercle,  est  effectivement  orthogonale 
à  la  sphère  conjuguée  de  l'hexaèdre  P,,,.Pa;  mais  la 
sphère  diagonale  de  l'hyperboloïde  possède  la  même  pro- 
priété; elle  est  d'ailleurs  décrite  autour  du  même  point  p, 
comme  contre,  et  se  confond  avec  la  précédente.  On  peut 
donc  énoncer  ce  théorème  :  «  La  sphère  diagonale  d'un 
hyperboloïde  gauche  passe  par  le  cercle  radical  des  sphères 
ayant  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadrilatère  formé 
de  quatre  quelconques  des  génératrices  rectîlignes  de  la 
surface.  »  Ces  diagonales,  d'ailleurs,  représentent  deux 
cordes  conjuguées  par  rapport  à  l'hyperboloïde;  et  l'on 
peut  rendre  à  ce  théorème  toute  sa  généralité  en  disant  que 
«  la  sphère  diagonale  de  toute  surface  du  second  ordre 
passe  par  le  cercle  radical  des  sphères  décrites  sur  deux 
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cordes  conjuguées  (jucIconc|ues  de  la  surface,  comme  dia- 
mètres. ))  Dans  te  plan,  le  ihéorèiiie  analogue  consiste  en 
ce  que  H  le  cercle  diagonal  d'une  conique,  le  cercle  décrit 
sur  l'une  qwelconque  des  cordes  de  la  courbe  comme  dia- 
mètre, et  le  cercle  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  pôle 
de  cette  corde,  se  coupent  suîvanl  les  deux  mêmes  poinls.  ))■ 

109.    Tieiiiarque  JiJ.  —  L'étude  précédente  du  plan  des 
centres  X  ;=  o,  considéré  comme  satisfaisant  à  l'identité 


y  1,  P5  =  pj_2mX, 

contient  aussi  la  solution  de  ce  problème  ;  consl.ruirp.  ww 
cylindre  parabolique  qui  dwise  harmonîqiiement  les  dia- 
gonales d'un  hexaèdre  donné  P) .  ,  ,  Pj  ,  et  dont  les 
plans  diamétraux  soient  parallèles  à  un  plan  donné 
P,=  o. 

Si  l'on  se  reporte,  en  effet,  à  la  figure  el  à  l'analyse  du 
n"  105,  p.  91,  ou  voit  que  les  six  points  représenlés  pâl- 
ies équations  (3),  p.  g4,  appartiennent  au  plan  X^o 
mené  tangentiellemcnt  au  cylindre  cberclié  par  la  géné- 
ratrice relative  au  plan  diamétral  donné  P,  =  o.  Et  chacun 
de  ces  points  est  fourni  par  l'intersection  des  médianes 
des  trois  quadrilatères  gaucbes  îiilerceplés  sur  deux  arêtes 
opposées  quelconques  de  l'benaèdre,  telles  que  \'2(ab)  et 
3^  {a'b'),  par  deux  quelconques  des  trois  plans  5,  6,  7  ou 
P,P,P,=  o(/^.i7,p.95). 

^m.  —  TUorhne  (le  M.  J.  Mention,  et  dclcnninaliou 
de  la  iphf:re  reprèseiilcp par  l'ifjiioiion 

HO.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  six:  plans  donnés,  et  dont  les  carrés  des  axes 
principaux  conservent  une  somme  constanle. 
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Si  l'on  applique  au  problème  aciuei  l'analyse  ei  toutes 
les  notations  du  a"  76,  on  sera  conduit  à  éllmiiiet'  les  douze 
variables  a,h,c,  a,  ^,  y,  a',  |3', -/',  ee",fi'\'/"  entre  les 
équations 

I"  P',  =:  {k,  X -h  B,r  ■+-  C|i  — rr,)' 

=  a'{A,'j.  -I-B,p   -t-Cr/V 

-i-c'{A,a"-i-B,p"  +  C.Y']', 
3"  P;  —  {A,j:-+  B,7+C,z  — !3,"  = 

^<i=iA,a  +B,p  +C,7}' 
+  i=[A,«'  +  B,p'  +  Q,7';- 
+  t=(A,a"4-B,p"-l-C.7"î% 

6»  P^  "  {A„x-hB,r+-C,-s  —  El,.)' 

=  «={AcK  -)-BoP  -f-C,7? 

+  i'ÎA.a'-l-BoP'  +  Csv')' 

-f-c'(A.«"+B„p''+G.7'')% 
7'  n=-f  S'  + e'r=  ^'^  const. , 

et  les  si.r  n-Iations  exisiant  entre  les  neuf  cosîjius  a,  ji,  7; 
a',  (3',-/';  a", /3", -/".  Or  rélîminaiion  peut  eLicore  s'effec- 
tuer indépendamment  de  celles  de  ces  dernières  relations 
qui  résultent  de  l'oriliogonaiité  des  axes  principaux  de 
l'ellipsoïde. 

Soient,  en  effet,  ^1,  ).a,.  .  .,  ?.6  six  coefficients  définis  par 
leseoiidiitons  suivantes  : 

,;     +"a,a;     -h.  -  .-hl^Al    =J, 


;,A,B,+  ).,A,D,-H.. 

.^-  i,AsB8=o, 

l,B,C,  +  >,B,Ci-l- 

.  .  +  X,B„C,-o, 

1,A,C, +  i,AiCî+, 

.  .  +  ieA,Q=:o. 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  1",  a",...,  6", 
aprèslesavoirnmltijiliécsrespcctiveinentparlesnoinljreti^,, 
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/a, , . . ,  Ij  ainsi  déterminés  ;  les  neuf  lermcs,  tels  que  fl'ajî, 
it'fB-/,  a'ay,  disparaissent  d'eiis-mêmes  du  second  membre 
de  l'équation  résultante,  en  vertu  des  trois  dernières  con- 
ditions imposées  aux  multiplicateurs  1.  En  même  temps,  et 
en  vertu  des  trois  premières,  les  termes  en  «'«',  «'[S^,  a' y', 
dont  les  coefficîenla  deviennent  égaux  à  l'unité,  s'v  rédui- 
sent à  n'{a'-[-  p* -{--/')  =  «^;  les  termes  en  £'«'%  Â'j^'*, 
b^y'^  s'y  réduisent  à  /)'  ;  les  termes  en  c'a'",  c'p"',  c^y"' 
à  6'';  et  l'ensemble  de  ces  termes  à  a^-i-  b^-i-  c^,  ou  Jâ^  en 
vertu  de  la  relation  7".  Les  douze  variables  se  trouvent  donc 
éliminées,  et  le  lieu  des  centres  est  défini  par  l'équation 


X-^-" 


D'ailleurs,  les  rectangles  des  coordonnées  courantes  x,j',  z 
disparaissent  d'eux-mêmes  de  cette  équation  en  vertu  des 
conditions  (A);  les  coefficients  de  ar'ij'*,  s' y  sont  égaux  à 
l'unilé,  et  le  lieu  des  centres  est  ane  sphère  dont  le  centre 
est  indépendant  de  la  valeur  assignée  à  la  constante 
a*-+-b^-{-c^  [3.  Mention,  A''oui'elles  JnnalesiieMathém., 
j 857,  t. XVI,  p.  228).  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème: 
Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  tan- 
gentes aux  six  plans  PiPs-  .  .P6=  o,  et  dont  les  carrés 
desaxes  principaux  conservent  une  soiunic  constante,  est 
la  sphère  représentée  par  l'êguntion 

(I)  ^')„P;  =  «'+6'-^.'=const. 

ramenée  à /a  forme 

x' -h  y^ -i- z' +  Q.  mx  -h  9.//f  +  i.pz  -i-  If  ^  ii'-i-  b'  -\-  c' 
par  un  c.lioix  convenable  des  coejficionis. 
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il\.  Eemarqiie  ! .  —  On  tiouve  pouf  les  coorcîonnijcs 
du  centre 

■fl  =  ).,ci,B,  +  .  ..^-^scr^Bs, 

!;  =  )., 77T,  G, -+-.   .   .  +  >snsG5, 

Le  centre  de  la  sphère  (I)  coïncide  donc  avec  lextré- 
mîté  d'un  contour  polygonal  dont  le  point  de  départ  sérail 
à  roi'igine,  et  dont  les  côtés  successifs  seraient  reprt-senlés 
en  grandeur,  direction  ei  sens  par  les  perpendiculaires  ra,, 
CTs).--)  ^e  menées  de  Torigine  aux  six  plans  donnés,  multi- 
pliées respectivement  par  les  nombres  X, ,  Xj, .  . . ,  ^s  :  les 
changements  apportés  dans  ce  contour  par  le  dépiacemenî 
de  l'origine,  laissant  son  es  trénii  té  immobile  au  mÈme  point. 

H2,  Remarque  II.  —  L'équation  (I)  subsiste  quelle 
que  soit  l'obliquité  des  axes.  Ainsi  l'on  peut  prendre  pour 
plans  des  oc,j,  z  trois  dt;s  six  plans  tangents  donnes,  et  la 
sphère  des  centres  demeure  représentée  par  l'équation 


T^a?  +  II''  +  c'  ;^  const . 
ramenée  toujours  à  la  forme  x'+7'+  z'-i-  a  xfcos  {,rj')+. . . 
par  un  choix  convenable  des  coeflicienls, 

113.  Remarque.  II!.  —  Le  théorème  relatif  au  lien  des 
centres  des  surfaces  inscrites  à  un  système  donné  de  sept 
plans  (n"  98)  peut  se  déduire  du  présent  théorème. 

Soit,  en  effet,  c('-}-i'H-c'  la  somme  des  carrés  des 
demi-axes  principaux  de  l'un  quelconque  des  ellipsoïdes 
inscrits  au  système  P,Ps.  .  ,p7=  o.  Le  centre  de  cet  ellip- 
soïde devant  appartenir,  en  particulier,  à  eliacuiie  des 
sphères 


i-r- 


-i"+t", 
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DÉTEUMIKATIOK  DE  LA  SfHÈnB  DES  CEKTDES.     lO^ 

ppariiendra  aussi  à  leur  plan  radical  représenté  par  l'é- 
uation 

u  au  plan  unique  et  déterminé 

e  qui  est  le  ihéorénic  dn  u"  98,  p.  86'. 

\\â.  Remiirque  IF.  —  Toutes  les  sphères  représeiilées, 
n  nombre  infini,  par  l'une  des  équations 


ont  le  mÉme />/««,  le  même  axe  ouïe  même  centre  radical: 
le  plan  ou  la  droite  des  centres  des  ellipsoïdes  tangents  aux 
planf.  donnés;  ou  le  centre  unique  de  l'ellipsoïde  tangent 
aux  neuf  plans  PiPj.  .  .P3^=  o. 


an.  Bemarque  F.  —  Revenons  à  la  sphère  pri 


lale 


(I) 

et  clierclioi 

Toutes  les  splières  répondant  aux  diverses  valeurs  de  la 
constante  étant  concentriques,  on  peut  supposer  cette 
constante  nulle.  La  sphère  corrosponriante  est  alors  le  lieu 
spécial  des  centres  des  Iiypeiboloïdes  éqmîalères 


.six  pi., 
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toute  la  question  esl  de  déterminer  le  centre  partii 
oetie  sphère  représentée  par  l'équation  honiogèm^ 


X.P;.o. 


Or  le  plan  polaire,  pris  relativement  à  U  splu-re  (II). 
d'un  point  quelconque  (/>,,  /Jj,  .  .  . ,  ^j),  a  pour  équalîon 

Â,/),.P,  +  l,/i,.P,  +  ...-Hl8/'=.Ps  =  oi 
et  si,  au  lieu  de  laisser  ce  poinl  indéterminé,  on  le.place  eu 
l'un  quelconque  des  sommets  de  l'hexaèdre  formé  par  les 
six  plans  donnés,  en  posant,  par  cxenjple, 

o  =  p,  =  ,jr--i,,; 
le  plan  polaire  correspondant 

1,  p^  .  p,  -1-  ),.  /)> .  P,  +  ).„/),  .  P,  =  o 

passe  par  le  sommet  opjiosc  o  =  Pj  ^^  P^  ^^^  Ps. 

Deux  sommets  o/j^o.fe'^qtielconques  del'liexaèdre  formé 
par  les  six  plans  sont  donc  conjugués  par  rapport  a  la 
splière  (II). 

Mais  /a  droile  qui  léiinil:  deux  points  conjugués  relati- 
vement à  une  splière,  étn?il  prise  pour  diamètre  d'une  se- 
conde sphère,  on  sait  que  cfs  deux  sphères  sont  ort/iogo- 
iiales.  La  sphère  (II)  est  donc  orthogonale  à  toutes  celles 
que  l'on  peut  décrire  sur  chacune  des  diagonales  de 
l'hexaèdre  P, ,.  .Pj  comme  diamètre;  son  centre  est  un 
point  de  commune  puissance  par  rapport  à  toutes  ces 
sphères,  et  le  carré  de  son  rayott  csl  mesuré  par  cette 
commune  puissance.  La  déterminalion  que  l'on  avait  en 
vue  se  irouvc  donc  réalisée,  et  l'on  a  cette  suite  de  théo- 
rèmes : 

I.  Les  dix  sphères  décrites  sur  chacune  des  diagonales 
d'un  hexaèdre  complet,  comme  diamètre,  ont  un  même 
centre  radical  et  une  même  sphère  orthogonale  :  la  sphère 
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PROPRIÉTÉ    DE    L  HEXAÈDRE    COMPLET. 

e  de  l'hexaèdre,  représentée  parréqualioii 


s> 


II.   ie  lieu  dus  centres  des  hyperboloïdes  équilalères 

à  une  ou  à  deux  nappes  înfcrks  à  un  même  syslème  de 
six  plans  est  la  sphère  conjuguée  de  t hexaèdre  qiîils  dé- 
terminent et  se  trouve  représenté  par  l'équalion 


s:-;=« 


III.  Sept  plans  étant  donnes,  les  splicres  conjuguées 
des  sept  hexaèdres  qu'ils  déterminent  se  coupent  suivant 
un  même  cercle  dont  la  circonférence  représente  le  lieu 
pni-ticuh'er  des  centres  des  liyperbotoïdes  équilalères  in- 
scrits aux  sept  plans  donnés  :  le  &H  général  des  centres  de 
toutes  les  surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux 
mêmes  plans  étant  donné  par  le  plan  même  de  ce  cercle 
(le  cercle  conjugué  des  sopl  plans  du  système)  et  repré- 
senté par  l'équation 


IV.  Huit  plans  étant  donnés,  les  sphères  conjuguées //t-j 

'vingt-huit  Iwxaèdres  qu'ils  déterminent  se  coupent  suivant 
les  deux  mêmes  points  ;  ces  points  softt  les  ce»£rej  des  deux 
hyperboloïdes  ('quilntèrcs  inscriplibles  aux  huit  plans  don- 
nés; la  droite^  toujonis  réelle,  qui  les  réuni',  ou  /'axe  con- 
jugué des  huit  plans,  représente  le  lieu  général  des  centres 
de  toutes  les  surfaces  inscrites,  et  coïncide  ai^ec  la  com- 
mune intersection  de    tous  les  plans  contenus   iltins  î'é- 

V.  Neuf  plans  él:nil  donnés,  b'S  sphères  conj^igiu'cs  des 


y  Google 


quatre-vingt-quatre  hexaèdres  qu'ils  déterminent  ont  un 
même  centre  radical  :  le  centre  de  la  surface  du  second 
ordre  tangente  aux  neuf  plans  donnés,  et  le  point  de 
commune  intersection  de  tous  les  plans  contenus  dans 
r  équation 

On  voit  (jucces  ihéorèmes  contiennent  une  seconde  con- 
struction du  problème  résolu  au  ii"  105  fp.  91). 

ii6.  Remarque  VI. —  La  somme  des  carres  des  demi- 
axes  principaux  d'une  surface  du  second  ordre  inscrite 
à  un  hexaèdre  est  mesurée  par  la  puissance  du  centre  de 
la  suif  ace  par  rapport  àla  sphère  conjuguée  de  l'hexaèdre 

Les  coordonnées  x,  y,  z  ou  P,,  Pj, . . . ,  Pj  du  centre  de 
toute  surface  inscrite  S3  vérifient  eiFeclivement  rêc[ua!iota 

{.r_A)'+(j-Br-H(^-G)'--R', 

et  l'on  peut  dire  que  ce5  cordonnces,  substituées  dans  la 
fonction 

^\p;,     ou     (^_A)'+(j--B)'  +  (.-C)'~R= 

de  \a  sphère  conjuguée  de  l'hexaèdre,  lui  font  acquérir  une 
valeur  simultanément  égale  à  la  puissance  du  point  substi- 
tué par  rapport  à  celte  sphère,  et  à  la  somme  a^  -+-  b'-i-  c^ 
des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surfaco  consi- 
dérée. 

Î17.  Si  l'on  appelle  sphèi'e  diagonale  de  l'cllipsouie 


=s:-:- 


la  splière  concentrique 
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IIVl'ERBOLOÏDE?  ÉQiriLATÈRES    1^'SCPITS   A    L  HEXAÈDliE.        1  1  I 

ayant  pour  rayon  la  diagonale  du  parallélipipède  construit 
sur  ses  demi-axes  principaux,  le  théorème  précédent  sera 
susceptible  de  cet  autre  énoncé  ; 

Lp.s  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  rlu  second 
ordre  inscrites  à  un  hexaèdre  sont  orthogonales  à  une 
même  sphère,  la  sphère  conjuguée  de  l'hexaèdre. 

H8.  Bemarque  VU.  —  On  peut  obtenir  par  la  géomc- 
t lie  la  définition,  que  vient  de  nous  fournir  le  calcul,  de  la 
sphère  lieu  des  centres  des  liyperboloïdes  équilalères,  ii  une 
ou  à  deux  nappes,  inscrits  à  un  hexaèdre  donné. 

Les  plans  des  diverses  faces  de  cet  hexaèdre  étant  dési- 
gnés par  les  n"'  1,  2,.  .  .,  6,  construisons,  en  effet,  le  qua- 
drilatère gauche  ahcd  intercepté  par  les  plans  5  et  6  sur 
les  droites  12  et  34,  intersections  des  plans  1  et  2,  3  et  4 
(fig.  aa);  et  considérons  d'une  manière  spéciale  les  hyper- 
Loloides  à  une  nappe  menés  en  nombre  infini  par  les  côtés 
de  ce  quadrilatère.  Tous  ces  hyperboloïdes  se  trouveront 
inscrits  à  l'hexaèdre  proposé;  leurs  centres  seront  distri- 
bués sur  la  médiane  mn  du  quadrilatère  précédent,  et  leur 
équation  générale  pourra  s'écrire 
(i)  AC-f-ÀBD:L_-o, 

*'  > — 4^ 4r~"+^^:r     ^    i^d    -"' 

les  équations 

o— A=B=C=D 

désignant  les    plans  des    angles  successifs   du    quadrila- 
tère abcd. 

Il  résulte  de  la  forme  de  l'équation  (i')  que  tous  ces 
hyperboloïdes  sont  conjugués  au  léiraèdre  déterminé  par 
les  plans 

A±cC  =  o,     B±dÛ  =  o. 

La  puissaine,  pur  rapport  à  la  sphère  S  circonscrite  à  ce 
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létraèdre,  du  centre  de  l'un  quelconque  de  ces  hyperbo- 
loïdes,  mesure  donc  la  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes 
principaux  {voir  Cliap.  VI)  :  celle  somme  «* -(- i' -)- c' 
devenant  nulle,  et  cet  liyperboloïde  devenant  éqiiilalère 
lorsque  le  centre  correspondant,  si tii«5  d'ailleurs  sur  la  mé- 
diane mn,  est  en  l'une  des   traces  o  ou  o' de  eelle-ci  sur 


.^J 


Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le  (éinjèdrc 

or- A±ci:  =Ezh^/D, 

suscepiibled'uneinliritédedciei  mina  lions,  a  pouri 
deux  couples  quelconques  de  points  a'  cl  c',  b'  et  d' ,  situés 
respectivement  sur  l'une  ou  l'autre  des  diagonales  ac,  bd 
du  quadrilatère  gauche  piimilif,  £t  les  divisant  tiarmoui- 
quemeiit. 

Si  o,  o'  désignent  dès  lors  les  traces  de  la  médiane  inii 
sur  la  spbèrecirconsci'iie  an  lélraèdre«'&'L-'f/',roii  aura  : 

Par  la  division  liarmoniiiue  {a,c;n'.c']   et  les  cordes 


sdnp 


<lu  segm 


Ib,'!;  />\d'}  et   les 
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DES    POIJSTS    CYCLIQUES    1 

"i^aiicsdii  pohit-milieu; 


Or  il  rcsiihe  de  ces  égailles  que  t.oiile  sphère  mtnéû  par 
les  points  o,  o',  centres  dc3  deux  liypeiboloïdes  éijuilalèrcs 
déjà  définis,  est-  orthogonale  à  chacune  de  celles  r/iie  Von 
peut  décrire  sur  les  diagonales  ac  on  bd  comme  diamètres. 
Mais  les  diagonales  du  quadrilalère  gauclie  abcd  fout  deux 
des  dix  diagonales  de  l'hexaèdre  primitif  1  2. .  .6;  et  la 
splière,  lieu  des  cenires  dos  hyperboloïdes  équilatères  in- 
scrits à  cet  hexaèdre,  passe,  en  particulier,  parles  points 
o,  o'  :  La  sphère,  Heu  des  centres,  est  donc  orthogonale 
à  chacune  des  sphères  diagonales  da  Fhexaèdre. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  obtenir  de  la  sorte  autant 
de  couples  de  points  o,  o'  appartenant  à  la  sphère  des  cen- 
tres, qu'il  est  marqué  par  le  triple  du  nombre  des  combi- 


3C,=:3 


6.5 


:3.i5  =  45. 


§  iV.  —  De  de>K 
1ère  etform 

119.    i).   Si  l'on  considère  l'u 

contenus,  en  nombre  infini,  dan: 


lies  de  cercles  déduites  du  qiindriîn- 
un  double  système  orthogonal. 

quelconque  des  cercles 
l'équation 


on  trouve  que  la  polaire,  par  rapport  à  ce  cercle,  de  l'un 
quelconque  des  sommets  du  quadrilatère  P, . . .  P4  =  o, 

passe  par  le  sommet  opposé.  Deux  quelconques  des  som- 
mets opposés  du  quadrilatère  sont  dés  lors  conjugués  par 
rapport  à  cliacun  des  cercles  de  la  série  (I),  et  ses  trois 
diagonales  se  trouvent  divisées  harmoalqueinent  par  clia- 
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cun  lie  ces  cercles  que  l'on  peut  dire  conjugués  au  quadii- 
]aière. 

D'aiUeurs,  réciproquement,  tout  cercle  conjugué  au 
quadrilatère,  ou  qui  en  divise  les  diagonales  liarnionïque- 
nient,  fait  parliedes  cercles  de  la  série  (I),  pai'mi  lesquels 
on  doit  remarquer  : 

Les  cercles  conjugues  des  quatre  triangles  résuUanl  des 
côtés  du  quadrilatère, 

"^ "X''=  ^^ ^ *^'  ^  "'^'  ^  *^ ~  ^"''  ~  ^"' 


Le  cercle  circonscrit  nu  triangle  formé  rie  ses  trois  dia- 
gonales, e(  qui  divise  harmouiquement  cliacuiie  d'elles  : 
comme  cela  résulte  de  la  division  harmonique  déterminée 
sur  chacune  de  ces  droites  par  les  deux  autres  ; 

Les  deux  points  cycliques  du  quadrilatère  ;  ou  les  deux 
cercles  de  rayon  nul  contenus  dans  l'équalion  générale  (I), 
Cl  donnant  lieu  à  ridenlilé  spéciale 

Soient  actuellement 

o=^^:  p; -!■--")■ +(j- p)"  -  ,•■> 

dcuii  quelconques  des  cercles  de  la  série  {I).  L'équation 

o— Vr,  P;E=Aj^  +  Bj'  +  C3-f-D, 

résultant  des  deux  précédentes  retranchées  l'une  de  l'autre, 
représente  à  la  fois  l'axe  radical  des  deux  cercles  considé- 
rés et  la  médiane  du  quadrilatère. 

Tous  les  cercles  de  la  série  (I),  ou  les  cercles  conjugués 
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il  un  quadrilatère,  admettent  donc  un  même  axe  radical 
[la  médiane)  ;  leurs  centres  sont  disiribués  sur  la  droite 
des  hauteurs  (-uoiV  le  Chapitre  VII),  elles  points  limites  (^) 
des  cercles  de  cette  série  coïncident  avec  les  deux  points 
cycliques  du  quadrilatère. 

i).  Si  ces  derniers  points  sont  réels,  la  série  orthogo- 
nale à  la  précédente  est  immédiatement  déterminée  et 
se  compose  de  tous  /es  cercles  menés  par  les  deux  points 
cycliqnes.  Dans  le  cas  contraire,  les  cercles  décrits  sur 
les  trois  diagonales  comme  diamètres  représentent  encore 
trois  cercles  de  la  série  orthogonale  et  la  déterminent. 
C'est  ce  que  l'on  voit  en  remarquant  que  deux  quelconques 
des  sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  conjugués  par 
rapporta  chacun  des  cercles  de  la  série  (I),  et  se  rappe- 
lant'ce  théorème  :  Le  segment  qui  réunit  deux  points  con- 
jugues par  rapport  à  mi  premier  cercle  étant  pris  pour 
diamètre  d'un  second  cercle,  ces  deux  cercles  sont  ortho- 
gonaux. 

3).  Mais  celte  nouvelle  série  est  susceptible  d'une  autre 
définition,  et  l'on  peut  dire  que  la  série  des  cercles  conju- 


gues a  i 


ladrilalère  et  la  série  des  c 


de  toutes  les  coniques  inscrites  forment  un  double  système 
orthogonal. 

En  effet,  l'on  a  vu  déjà  que  le  cercle  diagonal  de  toute 
conique  inscrite  à  un  triangle  coupe  orthogonalement  le 
cercle  conjugué  de  ce  triangle  [voir  p.  79,  n°  92).  Les 
cercles  conjugués  des  quatre  triangles  résultant  des  côtés 
du  quadrilatère  actuel,  et  avec  eux  tous  les  cercles  de 
la  série  {I)  à  laquelle  ils  appartiennent,  seront  dès  lors 
coupés  orthogonalement  par  le  cercle  diagonal  de  chacune 
des  coniques  inscrites.  Les  cercles  diagonaux  de  ces  coni- 
ques forment  donc  une  nouvelle  série  orthogonale  à  la  pré- 
cédente (I)  et  passant  par  les  points  limites  des  cercles 

(*)  Proiirirlés  projeclives,  p.  t{i. 
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de  celte  série  ou  par  lus  poîuis  cycliques  du  quadrilatère. 
De  là  ce  ihéoi  ème  : 

Les  cercles  diagonaux  de  fou/es  les  coniques  insentes  à 
itit  quadrilatère  passent  par  les  deux  mêmes  points  :  les 
points  cycliques  du  quadrilatère.  Et  chacune  de  ces  co- 
niques est  •!'«<;,  de  l'un  quelconque  de  ces  points,  sous  un 
tiiigle  droit  {Plvckeb,  Geom.  J.na}jl.  Entwich.,  t.  II, 
p.  .98). 

C'est  aussi  a  que  l'on  peut  dcduiro  à  priori  do  la  déli- 

y  ■>.,P',  =  {x~  aY  +  ix  —  jî)'=X=-r- Y' 
de  chacun  des  deux  poiiils  cycliques,  ou  de  rideiuité 

y  ).,p;  —  X'  — T^=o 

qui  en  résulte.  Celle  dernière,  en  effet,  exprime  que  les 
quatre  côlés  d'un  quadrilatère  Pi . .  .  P^  ^:;  o  etdcux  dioites 
rectangulaires  quelconques  XY  =  o,  menées  par  l'un  de 
ses  points  cycliques,  font  six  langenies  d'une  même  co- 
nique {voirp.  j^,  a"  87).  Et  comme  la  première  de  ces 
dernières  droites  X.Y  ^  o  peut  èlre  menée  langenllelle- 
inent  à  l'une  quelconque  des  coniques  inscrites,  l'une  quel- 
conque de  ces  courbes  est  vue  sous  un  angle  droit  de  cha- 
cun des  points  cycliques. 

120,  Tou^  les  cerclas  contenus  en  nombre  doublement 
infini  drins  l'équation 

(U)  0=^S„P:^(x-aV  +  (j--p}''--p= 

itagoneP,...V, 
de  celte  série,  o 


ont  un  même  centre  radical,  le  centre  de  la  conique  /;, 
scrite  au  pentagone  P, .  ,  .  P5  ^  o  ;  e(  tons  les  points  liniî  U 
des  cercles  de  cette  série,  ou  points  cycliques  ihi,  pente 
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sont  distrihués  sur  un  même  cercle,  le  cercle  fliagoiiai  (/a 
cette  conique. 

Car  si  l'on  reiranche,  membre  à  membre,  les  équaiiods 

o  =^\  p;  =  (,^  -  «)'  +  (j  -  n  ~  ?\ 
**  ^X  '■'  ^'  ~  *■''  ~  "'>'  +  *-^  ~  P'i'  ~-  p"' 

lie  deux  quelconques  de  ces  cercles,  l'équation  lésiillaiile 

o=y°)."  P;=A.r  +  Bj-i-  C 

représente  à  la  fois  l'axe  radical  de  ces  cercles  et  l'un  des 
diamètres  de  la  conique  inscrite  au  pentagone  (voir  p.  ^S, 
n^SG).  Le  centre  de  cette  conique  est  donc  un  point  de 
commune  puissance  pour  tous  les  cercles  (II)  qui  admet- 
tent dès  lors  un  même  centre  radical  et  uu  mOmc  cercle 
orthogonal  décrit  autour  de  ce  point  comme  centre. 
D'ailleurs,  les  cercles  conjugués  des  divers  triangles  ou 
quadrilaières  qui  résultent  des  côtés  du  pentagone,  faisant 
partie  de  la  série  (II);  le  cercle  diagonal  de  la  conique  in- 
scrite coupe  ortbogonalemenl,  avec  cbacuu  de  ces  cercles 
conjugués,  tous  ceux  de  la  série  à  laquelle  ils  appartien- 
nent, et  passe  en  outre  par  chacun  des  points  limites  de  la 
série  ou  par  tous  les  points  cycliques  du  pentagone  con- 
sidéré. 

121.  Étant  donné  un  triangle  conjugué  P,  P,  Pj  =^  o 
et  l'un  desjojers  («,  (3),  ou  V une  des  directrices  P4  =  o, 
dlune  conique,  proposons -no  us,  comme  application  do  \a 
notion  des  points  cycliques  d'un  système  de  droites,  de  con- 
struire In  directrice  ou  le  foyer  correspondant. 

L'équation  de  la  courbe  considérée  pouvant  s'écrire  sous 
ces  deux  formes  équivalentes 


[^ 


Y-> 
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Le  foyer  (w,  |S)  est  donc  l'un  des  deux  points  cycliques  du 
quadrilaière  formé  des  côlés  du  triangle  donné  cl  de  la  di- 
rectrice correspondante.  Il  sera  donc  bien  facile  de  con- 
struire la  directrice  à  l'aide  du  foyer,  ou,  inversement,  le 

foyer  à  l'aide  de  la  directrice, 

122.  Une  série  de  coniques  conjuguées  au  quadrilatère 
Pj  .  ,  .  P,  :^  o  ayant  une  directrice  commune  P^  =  o,  quel 
est  le  lieu  du  Jbyer  correspondant? 

L'équation  de  l'une  quelconque  de  ces  courbes  pourra 
s'écrire  encore 


l'on  aura  encore  l'identité 


X.P;  =  o 


Le  foyer  (a,  |3)  est  donc  l'un  des  points  cycliques  du  pen- 
tagone P,  .  .  .  P*  P,,  et  lo  lieu  de  tous  ces  fojers  coïn- 
cide avec  le  cercle  diagonal  de  la  conique  inscrite  à  ce 
pentagone. 

Inyersemenl,  étant  donnés  le  quadrilatère  Vt  .  .  .Pj^o 
et  l'un  des  fojers  f  d'une  conique  conjuguée,  ce  foyer/ 
et  les  deux  points  cycliques  du  quadrilatère  sont  trois  points 
du  cei-ele  diagonal  d'une  conique  tangente  aux  quatre 
droites  Pi,  .  . . ,  Pi  et  à  la  directrice  P5  =  o  fjuî  correspond 
au  (oyer  donné.  Le  centre  de  ce  cercle  diagonal  est  donc 
déterminé,  et  ia  directrice  Pj  roule  sur  une  conique  con- 
centrique, inscrite  au  quadrilatère  proposé. 
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§  V.  —  De  deux  séries  de  sphères  orlhogonales  déduiles 
dhin  groupe  de  sept  plans. 
123.    i)    Considérons    toutes    les  sphères   contcimes  en 
nombre  infini  dans  l'éqnation 

(I)  X''^'=°- 

Les  équations  do  deux  quelconques  d'entre  elles  élan! 

i)  o  =^|  i\  p;  =  (^  -  «' y  -+-  [y-  rY  +  (^  -  7'Y  -  r> 

équation 

1,^.)  „  =  Y'i';p^  =  Aj-  +  lij  +  Cî  +  D, 

.[ui  résulte  de  ia  souslraciïou  des  deux  précédentes,  repré- 
sente H  la  fois  le  plan  du  centre  radical  des  deux  sphères 
considérées,  et  le  plan  général  des  centres  de  toutes 
es  surfaces  du  second  ordre  inscrites  aux  sept  plans 
P,  Ps . . .  P-,  =  o.  Tontes  les  sphères  de  la  série  (I)  possè- 
dent donc  un  inÉme  cercle  et  un  même  plan  radical  :  le 
plan  général  des  centres  ou  le  plan  conjugué  des  sept  plans 
du  système. 

Mais  le  cercle  radical  des  sphères  de  celte  série  peut 
aussi  se  construire.  Et  comme  les  sphères  conjuguées 

0  =21  >M  P;  ^(^  -  c'y  -+-  (j  -  S')  +  {.  -  -l'y  -  f- 

des  sept  hexaèdres  déterminés  par  les  plans  Pi .  .  ■  Pf  =;  o,' 
font  partie  de  la  série  (I)  ;  le  cercle  conjugué  des  sept  plans, 
qui  fait  Iciir  commune  intersection,  représente  le  cercle 
radical  commun  à  toutes  les  splières  de  la  série. 
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2),  Il  est  facile  maiiUeiiaiil  di;  déiiiiir  ]es  deux  points 
iphéritfues  des  sept  plans  donnes  on  les  deux  sphères,  de 
rayon  nul, 

o  =^^.  p;  =(^  -  ^'j^  +  (j  -  ^?+ (^  -  7)s 

qui  marquent  les  points  limites  de  la  série  considérée. 

Car  le  cercle  radical  commun  à  tnules  les  sphères  (1) 
étant  représenté  par  les  équalions 

liiur  équation  générale 

pourra  s'ëci'ire 

d'où,  pour  les  points  limites  de  la  série,. 

Cw  points  limiies,  ou  les  deux  points  sphériqucs  des  sept 
plans  donnés,  se  ti  ou  vent  donc  sur  l'axe  du  cercle 
{x'  +J''  =  r^)  conjugué  des  sept  plans,  de  pail  et  d'aiilre 
de  son  centre,  et  à  une  distance  de  celui-ci  mesurée  par 
r  y/ —  I ,  Ces  points  sont  donc  réels  et  distincts,  se  confon- 
dent en  un  seul  ou  deviennent  imaginaires,  suivant  que  le 
cercle  conjugué  des  sept  plans  est  imaginaire,  se  réduit  à 
un  point  ou  acquiert  un  rayon  fini, 

3).  On  a  vu  précédemment  que  la  sphère  diagonale 
(x^  H- y'  +  3^  =  «°  -+-  i'  4-  c')    de  l'une  quelconque  des 

surfaces  du  second  ordre  {—,-\--, — I — ;  ^=  i  ]  inscrites  à  un 

hexaèdre,  est  orthogonale  â  la  sphère  conjuguée  de  cet 
hexaèdre  [voir  yi.  iio,  n"!!?).  La  sphère  diagonale  de 
l'une  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre  insciiics 
aux  sept  plans  P, .  .  .  P,  =  o  du  sysième  aelucl,  est  donc 
orthogonale   aux   sphères  conjuguées   des   sept   hexaèdres 
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qu'ils  dtUennincnl,  comme  à  toutes  celles  que  l'on  peut 
mener  par  leur  ccicle  radical,  ou  à  toutes  les  sphères  (Je  la 
série  (I).  Or,  il  résulte  imniédiatemeiit  de  là  que  les 
sphères  diagonales  de  .toutes  les  surfaces  inscrites  passent 
par  les  deux  mêmes  poinls  qui  sont  les  points  sphériques 
des  sept  points  considérés  ou  les  poinls  limites  des  sphères 
de  la  série.  Et  c'est  atissi  ce  que  l'on  peut  dcduîi'e  du  cal- 

Les  sphères  (1)  élant  repicsentécs  avec  leur  cercle  riidi- 
cal  en  évidence 

par  l'équation 

chacune  d'elles,  ou  au  moins  chacune  des  sept  sphères  con- 
juguées qui  y  sont  comprises,  sera  coupée  orlhogoiialcnient 
par  touies  les  suïvanlcs  ; 

(II')         ,,:>+ JM-    Z'~  1^/.t-iWy^  37'^+^'     .  O. 

si  la  condition  connue 


..SI  vé.ilioc,  ciiiolle  q„c  soh  1.  v 

«leur  atlrilraée  ai 

ipaïa- 

méire  y-,  fin  au  moîiis  poiii-  sept  Vi 
ramène.  Dans  l'un  el  l'autre  cas 

>let.isdi!linrtcsde 

iltano- 

ment 

(C)                      'i'--=o    a    d:^-,- 

■;^eonsi. 

Or  il  résulte  de  ces  conditions  cju 

e  tenue,  les, lAé.e 

!  de  la 

série  orthogonale  (II')  passent  pur  h 
représentes  par  les  équations 
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et  coïncidant,  comme  l'on  voit,  avec  les  points  sphériqiies 
des  sejil  pians  donnés. 

De  là  cette  première  analogie  au  théorème  déjà  men- 
tionné de  Plucker ; 

Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  inscrites  à  un  système  de  sept  plans  passent  par 
les  deux  mêmes  points  situés  sur  l'axa  du  cercle  conjugué 
[x'  -\-j^:=  r^)  des  sept  plans  du  système,  de  part  et 
d'autre  du  centre  de  ce  cercle,  et  à  une  distance  mesurée 
par  r  \/—  i . 

124.  C'est  aussi  ce  fjuc  l'on  peut  déduire,  à  priori,  de 
la  définition 


°-I> 


^ir-?y- 


des  points  sphériques  d'un  système  de  sept  plans,  ou  de 
l'idcnlilé 

\'>.  P;—  X^—  Y=-  Z^  =  o 

qui  en  résulte.  Celie-ci  exprime,  en  effet,  c[uc  les  sept 
plans  donnés  P, ...Pv=o  ei  trois  plans  rectangulaires 
quelconques  X.Y.Z=:o,  menés  parl'un  oul'autredes  deux 
points  sphériques  qn'ilsdéterminent,  font  dix  plans  tangents 
d'une  même  surface  du  second  ordre.  Cette  surface,  d'ail- 
îeurSj  est  l'une  quelconque  de  celles  que  l'on  peut  inscrire 
aux  sept  plans  du  système,  et  à  laquelle  on  pourra  toujours 
mener,  par  celui  des  deux  points  sphériques  que  l'on  aura 
choisi,  deux  nouveaux  plans  tangents  X.Y  =  o  perpendi- 
culaires entre  eux.  Chacun  des  deux  points  sphériques 
d'un  système  de  sept  plans  est  donc  le  sommet  d'une  infi- 
nité de  irièdres  tri-rectangles  X.Y.Z^o,  circonscrits  à 
l'une  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre  inscrites  aux 
sept  plans  du  système  ;  et  ces  deux  points,  d'après  le  théo- 
rème de  Monge,  appartiennent  aux  sphères  diagonales  de 
toutes  ces  surfaces. 
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^  VI.  ■—  De  deux  autres  séries  de  sphères  déduites  d'un 
groupe  de  liuit  plans,   et  formant  un  double  système 

■12S.    i).   Considérons  cucorc  un  système  de  huu  plans 

P,..  .P.=  o, 

et  les  sjjlièros,   en  nombre  donLlemeni  infini,  coiUenues 
dans  l'équation 


i;-==°- 


Deux  queleonques  d'entre  elles  étant  représentées  par  les 
équations 

l'equalion  lésullant  de  la  soustraction  des  deux  précé- 
dentes, 

ozi^y  y;  p;  =  A.!;  +  Bj  +  Cs-i-D, 

représente  simultanément  le  plan  radical  des  deux  sphères 
considérées,  et  l'un  des  plans  menés  par  la  droite  générale 
des  centres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  inscrites 
auxhuit  plans  P,...P,^  0(1^0»- p.  88,  nMOS).  Tous  les 
points  de  cette  droite  sont  dès  lors  des  points  do  commune 
puissance  par  rapport  à  toutes  les  sphères  considérées. 
Les  sphères  de  la  série  (11)  ont  donc  un  même  axe  ra- 
dical (la  droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces  inscrites 
aux  huit  plans  donnés,  ou  Vaxe  conjugué  de  ces  plans, 
que  l'on  sait  construire)  ;  et  une  même  corde  radicale  diri- 
gée suivant  cet  axe,  et  dont  les  extrémités  que  l'on  peut 
construire    font  les    deux    points  communs    à   toutes    les 
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sphères  de  la  série.  Les  sphères  conjuguées. 

^\,p;=„,    JV.p;=o,    -^y.  =  o,... 

des  vingt-huit  hexaèdres  qui  résultent  des  huit  plans  don- 
nés appartiennent,  en  effet,  à  la  série  (II),  et  trois  qufl- 
contjues  d'entre  elles  suffisent  à  la  construction  simultanée 
de  la  corde  radicale  et  de  l'aso  radical  commun  à  toutes  les 
sphères  de  la  série. 

a).  Les  deux  extréniîlés  de  la  corde  radicale  commune  à 
toutes  les  sphères  précédentes  étant  r<?présenléi:s  par  les 
équations 

leur  équation  générale 

(II)  x=  + J-=-)-  z=-  »«^  -  -ipr-r'  =  o 

pourra  s'écrire 

Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  limites  de  la  série 
est  donc  un  cercle  z  =^t>,  a^  +  6*  =^  —  r'  on 
(A)  z  =  „,      ..■•  +  j'  =  -r- 

ayant  pour  axe  la  co/'de  radicale  des  sphères  de  la  série  ou 
l'axe,  conjugué  des  huit  plans.  Le  centre  de  ce  cercle  est  au 
milieu  de  celte  corde,  et  son  rayon  est  mesuré  par  sa  demi- 
longueur  multipliée  par  y/—  i  • 

3).  Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  inscrites  aux  huit  plans  du  système  actuel,  de- 
vant couper  orthogonaienienl  les  sphères  conjuguées  des 
vingt-huit  hexaèdres  qu'ils  déterminent,  couperont  de  la 
même  manière  toutes  celles  de  la  série  (II)  à  laquelle  elles 
appartiennent,  et  se  coupeiont  mutuellement  suivant  le 
cercle  (A),  lieu  géométrique  de  tous  les  points  limites  de 
la  série. 
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En  effel,  chacune  des  splières 
(II')  .,;>+r'  +  z^-^a^.-2jîy-.,.  =  .-=o, 

ou,  au  moins,  chacune  des  vingt-huit  sphères  conjuguées 
qui  y  sont  comprises  sera  coupée  orthogonali'inent  par 
toutes  les  sphères  de  la  série  suivante  : 

(Tir)       ,r'+  j'-l-  2'  —  2«'J^—  2p'j—  -^.i  Z  -1-b'=0, 

si  k  condition  connue 


est  vérifiée,  quelles  que  soient  les  vak 

ix,  j3,  ou  au  moins  pour  toutes  les  valeu 

qui  correspondent  aux  vingt-huJt  sph 

comme  les  centres  (z  =  o,  a^  =  a, y  ■=.  (3)  de  ces  di 

ne  sont  pas  situés  en  ligne  droite,  on  doit  poser  sîi 

ment,  pour  l'un  et  l'autre  cas, 

Or  il  résulte  de  ces  conditions  que  toutes  les  sphc 
série  orthogonale  (III')  se  coupent  suivant  un  mên 
veprésenié  par  les  équations 


les  paramètres 
ces  paramètres 
conjuguées;  et 


de  là  cette  seconde  analogie  au  théorème  de  Pluclœr  ; 

Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre,  inscrites  à  un  système  de  huit  plans,  se  coupent  sui- 
\'ane  un  même  cercle  ayant  pour  axé  Vaxe  conjugué  des 
/mit plans  du  système  (o  =zx^y,  s  =  itr).  Le  centre 
de  ce  cercle  est  au  point  milieu  de  cet  axe,  et  son  rayon- 
est  égal  à  sa  demi-  longueur  inuliipliée  par  \j —  < . 

La  première  idée  de  ces  analogies  parait  encore  devoir 
être  attribuée  à  M.  Mention  (Nouvelles  Annales  de  Ma- 
ihêmatiqiies,  1857,  p.  aSa),  bien  qu'il  ait  considéré  seule- 
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menl  le  cas  limite  des  paraboloïcles  inscrils  à  un  syslèine 
de  sept  plans. 

126,  Les  sphère:^  conlenueti  en  nombre  triplemc.nl  infini 
dans  l'équation 

(III)  X'' ■''='' 

ont  un  même  centre  radical  :  le  centre  de  la  surface  du 
second  ordre  inscrite  aux  neuf  plans  Pi .  .  .  P9  ■=  o.  Et  les 
points  limiies  des  splières  de  cette  série  sont  distribués  sur 
une  même  sphère  :  la  splière  diagonale  de  cette  surface. 

127.  Connaissant  un  hexaèdre  conjugué  P,. .  .Ve^o 
et  l'un  des  plans  directeurs  F,  ^  o  d'un  ellipsoïde  de  ré- 
volution, \efojer  correspondant  Gst  l'un  des  deux  poiiifs 
spliériques  des  sept  plans  Pi- ,  .P^  P7=:  o  ;  c'est  ce  i]ui 
résulte,  des  équations  équivalentes 

^\  P?  =  o,      [X-  «)'+  [y  -  pr  +  (.  -  ■iY=\-.  P: 

de  la  surface  considérée,  et  de  l'ideutîté  résultante 
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THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

—  De  deux.  UiéorÈmes  géinirauï  sur  les  lieux  plans  oh  solides  de 
ordres  et  de  toutes  les  dusses;  nt  de  leur  application  s  qtiel- 
a  des  problèmes  iiiilérieurs. 


^  I, —  De  ndcnùic  nonnalo\       ^i  P"'=  o,  ou  de  la  pro- 
priété (le  [I.+  i  éléments  associés  suivnnt,  le  iiioiiide  m. 


128.  C'est  l'une  des  richesses  de  la  géomélrie  et  sans 
doute  aussi  l'une  de  ses  imperfections  que,  n'ayant  d'autres 
limites  que  celles  de  l'espace  et  s'y  pouvant  répandre  dans 
tous  les  sens,  elle  puisse  aussi  se  réduire  à  de  telles  dimen- 
sions quel'on  veut  et  croître  encore,  sans  limite,  dans  l'es- 
pace le  plus  limité.  Les  problèmes  nouveaux,  qu'elle  nous 
propose  de  loin  en  loin,  excitent  surtout  notre  intérêt;  ce- 
pendant, si  l'on  y  fait  attention,  aucune  des  cjucstions 
qu'elle  nous  posait  autrefois  n'est  épuisée,  aucun  de  ses 
plus  ancieiis  problèmes  n'a  vieilli  :  ce  qui  a  pu  vieillir, 
c'est  notre  manière  de  les  envisager;  car,  à  peine  ve- 
nons-nous à  cbanger  de  point  de  vue,  que  tout  change 
en  même  temps.  C'est  une  autre  lumière,  une  hiérarchie 
meilleure,  et,  dans  cet  ordre  nouveau  qui  commence,  la 
nature  même  des  choses  semble  renouvelée.  Les  choses 
pourtant  sont  demeurées  les  mêmes,  et  cette  dernière  forme 
qu'elles  viennent  de  recevoir  est  peut-être  infiniment  éloi- 
gnée de  leur  forme  dernière. 

Ainsi  nous  apparaît  encore  aujourd'hui  cette  grande 
théorie  des  coniques,  presque  aussi  vieille  que  le  monde, 
édifiée  en  quelque  sorte  de  la  main  des  siècles,  mais  ton- 
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jouis  îitaclicvce,  ot  dont  la  recoiistruction  récente  comptera 
parmi  les  travaux  du  nôtre.  Mais  sans  méconnaître  la 
grandeur  de  celle  nouvelle  mise  en  œuvre,  ni  les  beaux  ac- 
croissements qu'en  a  reçus  la  géoméirie  générale,  on  peut 
se  demander  si  cette  reconstruction  doit  èire  définitive;  et, 
pour  le  cas  où  ce  bel  édifice  serait  un  jour  achevé,  quri 
sera,  en  regard  du  principe  unique  qui  y  supporte  déjà 
toute  la  théorie  des  coniques,  le  principe  assea  puissant 
pour  soutenir  de  même  toutes  les  propriétés  des  surfaces 
du  second  ordre. 

Tel  est,  du  reste,  l'intérêt  qui  s'altaclie  aux  plus  liantes 
entreprises,  comme  anx  œuvres  où  l'on  découvre  d'abord 
le  plus  de  perfection,  que  notre  anxiété  devance  toujours 
leur  achèvement  ;  et  que,  ni  les  plus  heureux  conimencc- 
meniH  ne  nous  rassurent  tout  à  fait  sur  leur  issue,  ni  la 
perfection  des  détails  que  nous  pouvons  saisir  déjà  sur  la 
perfection  délinitive  de  l'ensemble.  Nous  voyons  bien  ici 
toutes  les  propriétés  des  courbes  du  second  ordre  découler, 
avec  une  plénitude  merveilleuse,  d'un  principe  unique  ou 
de  deux  principes  parallèles,  eux-mêmes  tirés  de  la  seule 
définition  de  ces  courbes  regardées,  en  quelque  sorte,  à  tra- 
vers le  cercle  dont  elles  font  la  perspective.  Mais,  si  nous 
essayoiis  de  passer  de  là  aux  surfaces  du  second  ordre,  ces 
deux  principes  généraux,  où  était  précédemment  le  nœud 
de  tout  le  reste,  nous  demeurent  cachés;  et  cette  première 
définition,  qui  nous  les  découvrait  tout  à  l'heure,  nous  fait 
absolument  défaut.  Ou  elle  existe,  et  nous  l'ignorons;  ou, 
ce  qui  est  plus  vraisemblable,  il  ne  peut  en  exister  de  quel- 
que ressemblance  avec  l'autre;  puisque  l'analogie  voudrait 
que,  comme  on  a  fait  intervenir  pour  celle-là  cette  troisième 
dimension  que  possède  l'étendue,  une  qualrième,  qui  lui 
manque,  intervint  de  même  dans  celle-ci.  La  géométrie  est 
donc  muette  sur  ce  point,  et,  si  nous  pouvons  apercevoir 
qilelque  chose  des  dépendances  qui  existent  entre  dix  élé- 
ments d'une  surface  du  second  ordre,  c'est,  sans  doute,  de 
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ces  suifares,  on  de  i'equntioa  à 


(1) 


que  nous  vieiuîra  quelque  lumière;  bien  que  celte  équatioi 


parais 


e  d'abord  assez  obscure,  et  d'une  exaciilude  si  dif- 


fuse que  nous  ii'apereeTon^  d'une  manière  disiîncie  aucun 
des  points  qu'elle  nous  désigne.  Mais  il  en  est  ici  comme 
de  beaucoup  de  vérités  dont  uiie  moitié,  obscure,  importe 
peu  et  nous  préoccupe  exclusivement;  tandis  que  l'autre 
moitié  ^ui  n'es!  que  lumière,  et  (]ui  est  loul,  nous  échappe. 
Cette  équation,  il  est  vrai,  ne  nous  donne  que  des  indica- 
tions fort  embrouillées  sur  cliacun  des  points  dont  nous 


ludrions  s 


■  l'ordre  et  la  distribution  dans  l\ 


ipace. 


Mais  ces  indications  d'abord  sont  les  seules  possîbl 
pîiL-elle  nous  les  donner  en  des  termes  plus  simples,  cela 
importerait  peu  et  ne  remplirait  ni  nos  vues,  ni  son  véri- 
table rôle,  qui  est  de  nous  mener,  par  cette  définition  obs- 
cure de  chacun  des  points  de  la  surface,  à  une  notion  d'une 
simplicité  inattendue,  toueliant  les  dépendances  mutuelles 
de  dix  qiielconquesde  ces  points.  Telle  est,  effectivement, 
la  coixiilion  nécessaire  et  siijfîsanie  pour  que  <iix  points  de 
l'espace  apparlifuitc/it  à  une  même  surface  du  second 
ordre,  que  Ifs  carrés  de  leurs  dislances  à  un  plan  quel- 
conque A  j; -h  B_)' H- C  2  -H  I  =  o,  soient  liés  par  une  rela- 
tion linéaire  et  homogène 

(i'}    V°>-t  p;  =V°^i  (A-ï^i  ■+-  BjL  +-  cz,  + 1}"^  o, 

de  telle  manière  qne  la  fonctionV';,,  V\  soit  nulle  idcnti- 


quement,  qiielqnesoil 

lepl.„c 

:onsidéié.  Toutefois,  cooinu 

il  y  a  toujours  dans  le 

..pécul 

allons  même  les  plus  îudé- 

pendantes  de  l'observa 

:l(jue  point  <]ue  la  tliéoiie  ii< 

tire  pas  d'elle-même,  t 

lia»  d',1 

0  fait  esiùrieur  qu'elle  aun 
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recueilli  cltlontollc  aura  clierclit;  l'explioailou;  nous  avons 
dû  renconircr  au  dehors  celte  pidpiiélé  des  dix  points  et 
la  créer,  en  quelque  sorte,  où  elle  n'était  pas,  avant  de  la 
reconnaître  où  elle  est  repliement  :  dans  l'équalioti  (i), 
c'est-à-dire  dans  ciuelques  signes  de  cet  alpliabel  mej'veil- 
leux  où  Descarlcs  nous  apprit  à  lire,  et  que,  peut-être, 
nous  ne  posséderons  jamais  eniièremeni. 

D'ailleurs,  ce  principe  isolé,  ainsi  recueilli  par  l'obser- 
vation, suggère  naturellement  l'idée  d'une  loi  générale 
embrassant  les  courbes  cl  les  surfaces  de  tous  les  oidrcs  et 
de  toutes  les  classes,  et  que  l'on  peut  comprendre  dans  les 
deux  énoncés  suivants  : 


Si  [J.  désigne  le  iiombic  dct 
points  nécessaires  /miif  In  delct- 
ntinntion  d'une  eoKiie  plime  ou 
d'une  surface  /le  l'ordre  m,  ks 
puissances  m  des  dislancc  de 
^  +  1  poinls  d'une  telle  cou?  bc  ou 
d'une  telle  surface,  n  un  plan 
quelconque,  sont  liées  par  une 
jvlation  linéaire  cl  hoiiini^ènc  : 


Al  u.  désigne  le  nombre  des  Inn- 
^entes  ou  plans  tangents  ncccs~ 
smrei pour  la  détermination  d'une 
combe  plane  ou  d'une  surface  de 
la  clas  \e  m,  les  puissances  m  des 
di\taiucs  rfe  f(-|-i  tangentes  ou 
plans  tangents  d'une  telle  coûtée 
ou  d'une  telle  surface,  à  unpoint 
quelconque  du  plan  de  la  courie 
ou  de  l'espace,  sont  liées  par  une 
relation  linéaire  et  homogène  : 


et  kl  même  propriété  subsiste 
pour  un  groupe  quelcotique  de 
[t'+i  points  associés  suivant  le 
module  /«;  c'est-à-dire  tels  que 
toute  courbe  plane  ou  toute  sur- 
face de  l'orttre  m,  qui  serait  me- 
née par  tous  ces  points  moins  un, 
passe  d'elle-même  par  le  point 


irait  0 


cl  la  même  propriété. iubfiisle  pour 
un  grwipe  de  fj.' -\-  i  droites,  ou  de 
p'-l- 1  plans  associés  suivant  lo 
module  m;  c'est-à-dire  tels  que 
toute  courbe  plane  ou  toute  sui'- 
face  de  la  classe  m  qui  serait  me- 
née tangcntiellenient  à  toutes  ces 
droites  moins  une,  ou  à  tous  ces 
plans  moins  un,  soit  d'elle-même 
tangente  h  la  diviite  ou  au  plan 

licndiaicnt-ils  pas,  pour  les 


y  Google 


i    GÉNÉRAUX.  l3l 

lieux  géoméiriques,  plans  ou  solides  de  ions  les  ordres  et 
de  toutes  les  classes,  cette  première  définilion  que  nous 
demandions  tout  à  l'heure  à  la  géométrie  pour  les  seules 
surfaces  du  secoud  ordre?  Nous  croyons  qu'il  en  est  ainsi; 
et  si  l'on  doit  juger  deieur  rôle,  dans  l'élude  des  lieux  géo- 
mciriques  d'ordres  supérieurs,  d'après  tout  ce  qu'ils  don- 
nent, comme  d'eux-m&mes,  pour  les  lieux  plans  ou  solides 
du  second  ordre,  on  est  conduit  à  leur  attribuer  une  im- 
portance qu'il  restera  à  vérifier,  mais  qui,  dès  à  présent, 
ne  parait  pas  en  desarcord  a\ec  leuj  simplicité.  Si,  par 
exemple,  l'on  traduit  en  langage  ilçebnque  ces  deux 
énoncés  : 


Il  existe  une  irlatton  linéaire 
et  homogène  entie  le  canes  des 
distances  de  six  points  d'une  co- 
nique, ou  de  dix  jMmts  d'une 
surface  du  sccnnd  ordre  a  une 
droite  menée  arbitrairtment  dam 
le  pion  de  la  coiube,  ou  a  un 
plan  aiMlraire; 


Il  existe,  iijii  relation  Unéaii-c 
et  homogène  entre  les  carrés  des 
distancer  de  siv  tangentes  d'une 
conique,  ou  de  dix  />lans  tnngents 
d  une  miface  du  second  ordre  a 
un  jmint  piiv  aibitrairenient  dans 
le  plan  fit  la  c  mrbe,  ou  dans  l 'es- 
pace. 


les  identités  correspondantes 

VIS 

(.)  }^>.,p;=.o, 

contiennent  en  quelque  sorle  la  loi  de  symétrie  ou  d'équi- 
libre de  six  éléments  d'une  conique,  de  dix  éléments  d'une 
surface  du  second  ordre.  Et  si  l'on  vient  à  rompre  la  symé- 
trie, en  écrivant 

[2')  'y').,p;E=),,p;H-.  .  .4-ï„r^; 

S'équilibre  est  rompu  de  même,  et  le  mouvemciil  qui  se 
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produit  laisse  à  décoiiverl,  d'un  côté  le  iliéorèine  dePap- 
pus,  celui  de  Desargues  et  Jeurs  corrélatifs,  de  l'autre  les 
théorèmes  analogues,  jusqu'ici  ignorés,  de  la  géométrie  <Je 
l'espace.  Ajoutons  -jue  le  iliéorème  de  Pascal  et  son  eorré- 
latif  résiilleiii  aussi  des  deus  iileniités  contenues  dans  la 
formule  (i).  Mais  ces  théorèmes  ne  peuvent  plus  se  lire,  à 
première  vue,  dans  ces  idenlilés;  il  y  faut  quelque  calcul, 
et  celle  différcDCO  sufEl  pour  que  les  propriétés  correspon- 
dantes des  surfaces  du  second  ordre  nous  demeurent  ca- 
chées. Pour  incomplets  qu'ils  soient  encore,  ces  résultats, 
rapprochés  des  tentatives  de  plusieurs  géomètres  peu  hahi- 


;epeii 


idant  à  voir  leurs  recherches  infructu< 


mellent  tie  juger  des  services  que  peut  attendre  la  géomé- 
trie du  principe  que  nous  proposons,  lorsque,  passé  en  de 
nouvelles  mains,  il  aura  rtçn  quelques-uns  des  accroisse- 
ments dont  il  paraît  susceptible. 

129.  Occupons-nous  maintenaiu  de  la  dcmonsiration  de 
nos  deux  théorèmes,  el,  pour  nous  borner  au  cas  qui  exige 
le  moins  d'espace,  établissons  seulement  qne  pourvue  six 
points  appartienne/Il  à  une  même  courbe  du  second ordiT., 
il  faut  et  il  su  fliti/ii';7ej;('j(eï/ner<;/^i((0«  linéaire  et  homogène 


S-:-«.  »  Sm 


-Bj,  +  €)->=o, 

entre  las  carrés  du  leurs  dislances  à  une  droite  menéed'i 
manière  quelconque  dans  le  plan  qu'ils  déterminent. 

Soient,    à  cet  effet  {x„j,),  (Tsi^î),...,  {■Xe,Te), 
points  considérés.  S'ils  apparlîenncnt  à  [a  courbe  dnsecc 
ordre  représentée  par  l'équation 
(i;  nx^  +  bïf  ■+cy-+dr  -j-cj:  -h/=o, 

les  sis  égalilés  suivantes  ; 
(r)  <■'!■;  +  l>->^,y.  -T-oi  +  '/j-|-r-cj-, +/—  o, 
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feront,  par  rapport  aux  six  coefBcieiitsiï,  h,  c,  tf,  e,f\  con- 
sidérés comme  inconnus,  un  système  cVéqualions  linéaires 
et  \iomQ^k\\e&  compatibles  entreelles,  puisqu'elles  sont  vé- 
rifiées déjà  par  les  coefficients  de  fa  courbe  proposée  (I). 
Le  déterminant  du  système  est  donc  égal  à  zéro,  et  l'on 
peut  écrire 


D'un  autre  côté,  pour  (|u'i!  ( 
nérairc  et  lioinogène 


II') 


X"=-...  ™  X 


ï,fA.r,  +  Ii_r,-HCr=0, 


entre  les  canes  des  distances  des  six  points  (.r,,),  ), 
(xejj'e)  à  une  droite  qiielcoiuioe 

A.C+  Bj  +  C  =  o, 

il  faut  que  les  cocfficienis  des  termes  eu 

A',     AB,     W,     AC,     BC,     C= 


dn  premier  membre  de  la   relation  (1')  à' 
séparément  nuls;  ou  que  les  six  équations 

(2')  l,,>^,7,  +  i,^-,j.+     ,. 

(3')  \y\     +\,y\     +... 

(4')  \^,      -^l,x,      +... 

(5')  l,r,      +X,j.      H 

i6')  \        +>,         +... 


loppec 


linéaires  et  lioi 


us  Xj, .  . , ,  ?,(,   admellent  t 
xigc  que  le  déterminant  de  ( 


}genes,  par  rapport  aux  coeth 
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Or  on  passe,  de  l'un  à  l'aiilre  des  déiemijnams  (C),  (C), 
par  i'écliaiige  des  lignes  horizoïilales  ou  verticales  de  l'un 
dans  les  lignes  verticales  ou  horizontales  de  l'autre.  Ces  dé- 
terminants sont  dès  lors  identiques,  et  l'une  quelconque 
des  équations  de  condition  (C)  ou  (C)  entraîne  l'autre. 
Six  points  .situés  d'une  manière  quelconque  sur  une 
même  combe  du  second  onire  vérifient  donc  Videntilé 

\  ^,  Pj  ^o;  et,  réciproquement,  six  points  qid satisfont 
à  nue  telle  identité  appartiennent,  à  une  courbe  du  secotid 
ordre. 

Le  cas  général  d'nne  courbe  ou  d'une  surface  de  l'ordre  m 
se  traiterait  exaclemeiil  de  la  même  manière. 

130.  Scoli''.  —  La  démOHstralion  peut  aussi  se  faire  en 
dehors  des  déterminants.  Il  suffit,  pour  cela,  d'établir  que 
les  sixéqualions  {i'),  (2'), ,  .  . ,  (6')  se  réduisent  à  cinq  eu 
vertu  des  egrt/ifw  (1),  (a),...,  (6)  ;  ou,  inversement,  que 
les  six  équations  (1),  (2),.  .  . ,  (6)  se  réduisent  à  cinq  en 
venu  des  égalités  (i'),(a')----. (6'). 

Or,  si  nous  considérons  (i),.  . -,  (6)  comme  des  égalités, 


chacune  des  fonctions  numériques  (1),...,  [t>}  est  n 
tiquement  nulle,  et  l'on  a  aussi  identiquement 

(i).X,-|-(3).).-l-...  +  (6).l„^o; 
d'ailleurs,  celte  identité,  ordonnée  par  rapport  aus.  cq 
cients  a,  è,  c,  d,  e,f,  peut  s'écrire 
(.').»  +  (»'). s +  (3-). t  +  !4').rf  +  (5')^« +  («')./- 


Im- 
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Une  combinaison  des  éf[uat  ions  (i'),.. , ,  (6')  se  réduit  donc 
à  une  identité;  et  ces  éqnations,  réduites  à  cincj,  adoiet- 
lenl,  cnl,,.  .  .,  ^et  une  solution  commune. 

13i.  Inversement,  si  nous  considérons  (i'),. . ,,  (6') 
comme  des  égalités,  cliacune  des  fonctions  numéric[«es 
(t'),...,  (6')  étant  déjà  identiquement  nulle,  l'on  a  aussi 
idenliqnemeiil 

[i'). «  +  (,.').*  + (3'). .  +  (4').</  +  (5').^+(6'j  y  =  0. 

Mais  celte  idenlilé,  ordonnée  par  rapport  aux  cneflicients 
/,....,  Xa,  peut  s'écrire 

(i).l,+  [3).l,  +  ...+  (6).ï,  =  o. 
Une  combinaison  des  équations  (i], ,  ...  (6)  se  réduit  donc 
à  une  idenlité;  ces  équations,  réduites  à  cinq,  admetleni, 
en  n,  &,...,  y,  une  solution  coinmimc.  Donc,  etc. 

132.  Passons  maintenant  à  la  proposition  corrélative, 
et,  pour  uous  borner  encore  au  cas  rjui  exige  te  moins  de 
calcul,  établissons  seulement  que  pour  que  six  ilroiles  tou- 
chent une  même  courbe  de  In  seconde  classe.,  il  faut  et  il 
suffit  qu^il  existe  une  relation  linéaire  cl  homogène  entre 
les  cairés  de  leurs  distances  à  un  point  quelconquedu  plan 
qiCelles  délennincnt. 

Soient,  à  cet  effet, 

(7i«  -I-  &,_)-  -l-r  =  o,       rt,.i;-h  6,_(-  +  I  :r^  o,.  .  ., 

les  six  droites  doiinées.  Pour  exprimer,  en  pretnier  Heu, 
qu  elles  touchent  une  incnic  courbe  de  la  siconde  clause,  ou 
l'enveloppe  des  droites 

dont  les  paramètres  «,    b  vérifient  l'équation   du  second 

degré 

(I)       f[,i,  b)  -:i\ii-'+^ab  -4-C6'+D<H-  b;6+  l'-  =  o; 
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on  devra  poser  les  sis  relations 

(!)  /(»„4,)=0, 

(2)  /(«„S.)=0, 


(6)  /(».,*,)  =  oi 

et  reinarqiiaiil  qu'elles  fornieiil  autant  déquatlons  linéaires 
et  homogèues,  par  rapport  aux  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F 
considéi^és  comme  inconnus,  exprimer  que  ces  équations 
admetieiit  en  A,  B,...,F  une  solution  commune  :  ou 
égaler  à  zéro  ledélerniinant 


i, 


I  «;     «(&(  l-i     1 

Si,  d'antre  part,  on  veut  exprimer  Texisien ce  d'une  re- 
lation linéaire  et  homogène  eiilre  les  carres  des  dislances 
des  mêmes  droites  à  un  poi ni  quelconque  [x,j');  on  devra, 
développant  l'identité 

et  égalant  à  w'ro  les  coefficients  de  chacun  des  termes  et: 

■^\     ^/.      J-'.     ■':>     X'     ^'     ""      '- 
exprimei  que  les  six  équations  résultantes 


;>') 

.;   =o, 

(>') 

I' 

»,S,  =o, 

13') 

X' 

K    =o, 

(4') 

x> 

,„       =o, 

(5') 

si' 

s,      =o, 

(6-) 

=  0, 
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. ,  ?.E  une  solulion  commimr  : 


Or  les  déteniiinanls  (C),  (C)  sont  identiques  ei  l'une 
quelconque  des  équalioiis  de  condilion  (C)  ou  (C),  en- 
traîne l'autre.  Donc,  etc. 

Le  cas  général  d'une  courbe  ou  d'une  surface  de  classe  m 
se  Iraileraîtde  la  même  manière. 

133.  Le  lliéorème  précédent  peut  encore  s'établir  en  de- 
hors de  la  notion  des  déierrninanls,  et  il  suffit  ponr  cela  de 
remarquer,  quelles  que  soient  celles  des  relations 

{■)■(>) (6),    ou     (,■),(,■!,...,(&), 

que  l'on  regarde  comme  des  égalités  déjà  vérifiées,  que  ces 
égalités  entraînent  la  réduction  des  six  c.tjualions  restâmes 
en  cinq  équations  distinctes  (n™  130  et  131,  p.  i34). 

134  Cm?  (««3e»(M  P,,...,P5  d'une  parahole,  f«-uf 
plans  tangents  P,, .  .  . ,  P,  d\n)  pcn-aboloUle  donnent  lieu 
aux  identités  spéciales 


\  >|P;^const,    \  l|PJ=ei 


ïoule  parabole,  eu  clTet,  louche  la  droùe  à  Vinfini ;  lout 
paraboloïde,  le  phiu  à  Viirjtni  représenté,  ainsi  que  celle 
droite,  par  l'équation 
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§11.—  De  Videntilé  rédulleV" 

priéié  d'un  groupe  d'élémenis  assocîi 
férieur.au  nombre  normal. 


l,P'l'^o,ondcJapro- 


135.  Pour  ijue  des  points,  nu 
nombre  de  jt'+i,  soient  associés 
suivant  le   module  m   (  e     an 
cas  toute  courbe  pie  o 

surface  de  l'ordre  i      j  c  l  o 
aura  menée  par  tou^  }  o  n 

moins  un,  passera    l  el  e 

par  le  point  que  Vnn      a  ) 

il  faut  el  il  suffit  qu'il  existe  une 
relation  linéaire  et  homogène 


Pour  que  des  droites  ou  des 
plans,  au  nombre  de^'-\- 1,  soient 
a  ociés  suivant  te  module  m,  c'cst- 
a  lire  pour  que  toute  courbe  pla- 
n  ou  toute  surface  de  la  m'"'" 
asse  qui  sera  menée  taiigcntiet- 
e  lent  à  toutes  ces  droites,  moins 

un,  louche  d'elle-même  la  droite 
ou  le  plan  que  l'on  avait  omis,  il 
faut  el  il  suffU  qu'a  existe  une  re- 
lation linéaire  et  homogène 


trc  les  puissances  m  des  distan- 
s  de  tous  les  points  considérés 
unplan  quelconque. 


entre  les  puissances  m  des  distan- 
ces des  droites  ou  des  plans  con- 
sidérés à  un  point  quelconque  du 
plan  de  la  courbe  oa  de  l'espace. 


inO.  Prenons,  comme  pccinier  exemple,  un  système  de 
neuf  points  1 ,  2, . . . ,  9  dont  les  dislanccs  à  unphin  qne!- 
conque  P,  vérifient  Pidentiié 

(I) 


Yy^..: 


et  faisons  voir  que  ces  ne 

iij points  sont 

issoeiés  suivant  le 

module  a  :  ou  que  toute 

„c,faced,.„c 

nd  ordre  que  l'on 

aura  menée  par  huit  d'er 

t  d'elle-même  par 

le  dernier. 

Soit,  à  cet  effet,  S  l'u 

ne  de  ces  surfa 

es,  menée  par  les 

points  1,2,...,  7,  8,  et 

sur  laquelle  u 

ous  prcndious  au 

hasard  deux  nouveaux  pc 

îuls  X,  j".  Si  X 

T  désignent  leurs 
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OR0i:p1î    T>B    NEtfF    VOIKTS    ASSOCIÉS.  l39 

..,8,  a:elj"  doiinoroiil  !i<;ii,  parle  tliéorème  foinla- 


^V,p;  +  »x 


et  si,  ciUrt;  cette  JtleiitiK'  el  ia  précédente  (i),  on  élimine 
le  ici'iiie  eu  P|,  on  aura  encore  identîqneHient 

De  là,  par  la  réciproque  tlii  même  lliéorème,  la  conclusion 
que  les  dis  points 

(S')  2,3,. ..,8,!),^  et  j 

appariiennent   à   une  même  surface  du  second  ordre  S'. 

Mais  déjà  les  dix  points 

(S)  l,2,...,7,8,:r  et  j- 

apparticnnent  h  la  surface  S.  Les  deux  surfaces  S,  S'  ont 
neuf  points  communs 

2,  3,... ,7,  8,^  et  / 

indépendants  les  uns  des  auires;  elles  coïncident,  et  la  sur- 
iace  S  que  l'on  avait  menée  par  les  huit  premiers  points 
1,. . .,  8  passe  d'elle-même  parle  dernier  9. 

Observation.  —   L'idetitilé  des  deux   surfaces  S,  S'  se 
peut  conclure  légitimement  de  l'existence  de  neuf  points 


comnmns  à  ces  surfaces,  pourvu  que  ces  neuf  points  n'ap- 
parliennerit  pas  à  une  même  courbe  gauche  du  qualriènie 
ordre.  Or  cette  condilioa  négative  résulte  ici  de  la  tléfini- 
lion  même  des  poinis^,  j-,  lesquels  ont  été  pris  an  hasard 

1,2,. ..,7,8. 
Les  deux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  déterminées 
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par  les  deux  groupes 

2,3,. ..,7,  8,^,     ou     2.  3,..., 7,8,  j, 

bien  que  tracées  sur  la  même  suiiace,  seroni  dès  lors  dis- 
tinctes en  général;  et  l'on  peut,  d'ailleurs,  les  supposer 
telles  explicitement. 

137.  Inversement,  nfiuf  points  étant  tels  que  toute  sur- 
Jace^du  second  ordre  S  que  Von  aura  menée  pavhuhà' entre 
eux  passe  d'et/e-même  par  le  dernier  :  les  dislances  de 
ces  poinis  à  un  plan  quelconque  P  vérifieront  Videnliiè 


(0 


V\p;  =  „. 


Menons,  en  effet,  par  les  points  1,  2,.  .  .,  7,  8,  et  dès 
lors  aussi  par  les  neuf  points  donnés  1,  2, . ..,  7,  8,9,  onze 
surfaces  distinctes  du  second  ordre,  sur  chacune  desquelles 
nous  prendrons  un  dixième  point  quelconque  Xi,  ouxj,..., 
ou  Xii.  Les  distances  de  ces  nouveaux  points  au  plan  P 
étant  désignes  par  X,,  Xa, .  .  . ,  Xj,  :  ou  bien  la  fonction 

\    ^i  Pf  sera  nulle   idenliquement^   ou  nous  aurons,  par 

le  théorème  fondamental,  les  onze  identités  suivantes 

D'ailleurs,  les  distances  de  onze  poinis  quelconques  de 
l'espace  à  un  plan  quelconque  donnent  lieu  à  la  relaiiou 
identique 

«,X;-^«,X=  +  ...  +  «uX.',  T=o; 

et  si,  entre  celle  identité  et  les  préct'duiites,  ou  élimine  les 
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■    POIWTS    / 

I  a  identiq 


Donc,  elc. 

Nous  verrons  r^uc  l'identilé  spéciale  (/),  rdalive  à  neuf 
points  de  l'espace  associés  suivant  le  module  2,  contient  la 
théorie  des  courbes  gauches  du  qualriéme  ordre,  la  con- 
struction géométrique  de  ces  coiirbfs  par  points,  d<;  leurs 
langeules,  de  leurs  plans  osculaleurs,  de  leurs  traces  sur 
lin  plan  (juelconque,  etc. 

Scolic.  —  Les  tliéorèuies  corrélaiifs  pour  un  groupe  de 
neuf  plans  associés  s'établiraient  de  la  même  manière. 

138.  Si  les  dis  fances  de  haiffiainls  de  l'espace  à  un  plan 
quelconque  P  véiijient  Videniité 

ces  huit  points  sont  encore  associés  suivant  le  module  a; 
et  toute  surface  du  second  ordre  que  Von  aura  menée 
par  sept  d'entre  eux  passera  d'elle-même  par  le  dernier. 
Soit,  effectivement,  S  l'une  de  ces  surfaces,  menée  par 
les  points  1, .  .  .,  7,  et  sur  laquelle  nous  prendrons  au  ha- 
sard trois  nouveaux  points  x,  f,  z.  i,es  distances  des  dix 
points 

i.S)  l,2,...,6,7;.^,r,^ 

;i  un  plan  quelconque  P,  vérifiant  rideniitê 

si,  entre  celte  dernière  et  la  précédenlo  (i),  nouséliminons 
le  ternie  en  PJ,  nous  aurons  encore  identiquement 

,1')  V„,P^  +  «'X'-+:6'Y=-|-CZ'=o. 
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l42  CHAPITRE    IV. 

Les  dix  points 

(S')  2,  3,...,  7,  8;^,.. ,5 

ap[>ar tiennent  donc  à  une  niéme  surface  du  second  ordre  S'. 

Les  deux  surfaces  S,  S'  ont  d'ailleurs  neuf  points  communs 

2,3,...,7;.r,j.s 

indépendants  les  uns  des  autres-,  elles  coïncident,  et  la  sur- 
face S  que  l'on  avait  menée  par  les  sept  premiers  1,  2,---)  "^ 
passe  d'elle-même  par  le  dernier  8. 

Ohseivatioii,  —  L'identité  des  deux  surfaces  S,  S'  sup- 
pose que  les  neuf  points 

2,3,...„67i2-,j,î, 
qui  leur  sont  communs,  n'appartiennent  pas  à  une  même 
courbe  gauche  du  ([vialrîème  ordre;  et  cette  supposition  est 
effectivement  comprise  dans  la  déiinîliondes  points  x,y,z, 
lesquels  ont  élé  pris  au  hasard  sur  une  surface  menée  par 
1,  2, . . .,  6,  7,  Le  point  z,  en  général,  sera  donc  extérieur 
à  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  déterminée  par 

2,n,,..,6,7;.r,j-, 

et  l'on  peut,  d'ailleurs,  le  supposer  tel  exjiliciiemenl. 

139.  Inversement,  si  huit  points  do  l'espace  sont  asso- 
ciés suivant  le  module  2,  ou  tels  que  foute  surface  du  se- 
cond ordre  que  ton  aura  menée  par  sept  d'entre  eux 
passe  d'elle-même  par  le  dernier  :  leurs  dislances  à  im 
plan  quelconque  P  vérifieront  l'ideTitilé 


S-;-»- 


(0 

Menons,  en  effet,  par  les  points  1,2,.  ..,7  et  dès  lors 
par  les  iiuit  points  donnés  1,2,...,  8,  onze  courbes  gau- 
ches distinctes  du  quatrième  ordre,  intersections  d'autant 
de  couples  de  surfaces  du  second,  passant  les  unes  et  les 
autres  partons  les  points  donnés:  et  prenons  sur  chacune 


y  Google 


APPLICATIOKS.  l4^l 

Je  ces  courbes  un  neuvième  poiiU  X^,  ou  x^, .  .  .,  ou  ,r,i' 
Ciiactm  (îe  ceux-ci  formant  avec  ies  pi'cmiers  1,2,..  .,8 
un  gioupc  de  neuf  points   associés  :  ou  bien  la  fonction 

>   Î.1  PJ  sera   nulle  idcntiqucnieni,  ou  Ion  auia  les  on/.e 

i demi  lés 

D'ailleurs  les  distances  de  onze  poîiils  à  un  [ilan  quclconciLie 
satisfaisant  à  la  relation  ideiitinuc 

rélimiiiaiiou  des  onze  carres  X% .  . , ,  X ,', ,  "enti'e  celle  der- 
nière et  les  preeédcnles,  entraîne  ridcnlilé 


X.P;-o. 


Sco/ie.  —  Les  llicorènics  corrélalifs  pour  un  groupe  d 
ïiiiil  plans  associés  s'élabliraienl  de  la  même  manière. 


§  III,  —  Premières  applications  des  principes  précédenls. 

i  40.  Le  lieu  des  cenires  des  coniques  inscrites  au  qua- 
drilatère Pi, .  ■  . ,  Pi,  n'est,  autre  que  la  droite  Q  =  o  défi- 
nie par  l'identité 

(,)  X"=°"^- 

On  a.  eu  ellet,  quel  que  soii  le  nombre  indéterminé  /t, 


il, 
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L'ideiitilé  qui  sert  dedéfiriilion  à  !a  droiUiQ^opcuulonc 
s'écrire 

f  '  Z,  '   ■         4*  4''  ' 

et  l'on  en  conclut  que  les  côtés  du  quadnlalère  jiroposc  et 
les  deux  di'oîces  Q  ±  A  ^  o  sont  langenles  à  une  iiiême  co- 
nique, dont  le  centre  éqiiidisiant  des  deux  tangenles  fiOr- 
raUkles  Q  ±  h=  o,  appartient  à  la  droite  Q,  équidislante 
de  l'une  et  de  l'autre-  Or  tel  est  le  cas  de  l'une  quelconque 
des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  proposé;  car  si  l'on 
mène  à  l'une  quelconque  de  ces  courbes  une  tangente  pa- 
rallèle à  la  droite  Q,  et  représentée  par  une  équation  de  la 
forme  Q  +  /i::^o;  l'identilé  (i),  qui  est  donnée,  montre 
que  la  droite  Q  —  h=:o  en  est  une  sixième  tangente. 
Donc,  etc. 

On  peut  remarquer  l'analogie  de  la  démonstration  ac- 
tuelle et  de  celle  du  n"  88,  fondées  !'  lUie  et  l'autre  sur  la 
siluation  du  centre  d'une  courbe,  ou  d'une  surfiice  du  se- 
cond ordre,  à  égale  distance  de  deux  tangenles,  on  de  deux 
plans  tangents  parallèles. 


CoRo: 


eI.  - 


X'Y'  —  o  ; 
'^+Y"z=o; 


^C- 


deux  angles  droits  cin 
:  les  cercles  de  rayon 


respectifs  ans  sommets  de  ces  angles  ;  et  enfin  Vaxe 
de  ces  cercles,  perpendiculfiire  sur  le  milieu  rie  lu 
qui  réunit  ces  mêmes  sommets.  D'après  le  théorème 
dent,  cet  axe  radical,  ou  la  droiie  Q^o,  est  le  1 
centres  des  coniques  inscrites  au  quiidiilatère  XY  X' 
centre  de  la  conique  considérée,  qui  est  un  point  d 


■onique 

radical 

.  droite 
précé- 
eu  des 
Y'.  Le 
e  cette 
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droite,  est  dnnc  eqiii.Iislai.l  des  doux  pcdnls  XY,  X'Y', 
ou  équidislant  des  sommets  de  deux  angles  droits  quelcon- 
ques circonscrits  à  la  tourbe  ;  et  le  lieu  géométrique  de  tous 
ces  sommets  est  le  cercle  coiiceiUrique  x*-\-j^^=  a^-i-b*. 

ConoLLAtRE  II.  —  Si  ni:e  droite  se  Iroiwe  rt-présontèe 
jior  une  équation  de  la  forme 


o  =  Q=^\p;, 


celte  droite  est  l'an  des  dirniièfres  de  la  conique  îiitciio 
au  pentagone  V,V,.  .  .V,^o  {n"  86,  p.  73). 

CouOLLAiBE  III.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  in- 
scrites au  triangle  Pj  P,  P3,  et  dont  les  carrés  des  demi- 
axes  principaux  conservent  une  somme  constante,  est  le 
cercle  représenté  par  l'équation 


Imaginons,  eu  effet,  une  roniquedétermiuce,  mais  d'ailleurs 
quelconque,  saiisfaisant  à  ces  conditions;  et  soient 
o=X  =  a;cosa  -l-jsina  — /?,      0=.- Y— —  .rsitia +j  eoSi —  7 
les  côtés  d'un  angle  droit  auxiliaire,  i  icconaerii  h  celle  co- 
nique, dont  cinq  langcnlps 

p,p,P,  =  o     et     XY  =  o 
se   trouvent  de   la    soj'te  en   évidence.  Si   y  =  o  désigne 
Taxe  i-adical  du  ceicle  V  /,  P^  =  o,  eoiyusué  an  triangle 

P,  P5P3,  e!  du  cerele  de  rayon  nul  X^ -H  Y=  =  o  ayant 
pour  centre  le  sommet  de  cet  angle  droit:  les  deux  fonc- 
tions c^'cliques\  Ï,V'\  et  X'-f-Y-,  retraucliées  l'utie  de 
l'autre,  fournissent  l'ideuliié 


y  À,P;  — X-^  — Y=  =  Q. 
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La  droite  Q  ^=  o  est  donc,  on  vertu  du  corollaire  précé- 
dent, l'un  des  diamcires  de  la  conique  considérée;  et  les 
coordonuccs  du  cenlre  de  cotte  courbe,  vérifiant  l'équation 
Q  =  o  do  ce  diamètre,  vérifieront  de  mf'uie  l'équaiion  équi- 
valente 


I 


)hp;  —  X'  — y'  =  o. 


Mais  ces  coordonnées,  snlisliluées  dans  la  fonction  par- 
tielle X^  +  T^  lui  font  aeqiiéiir  une  valeur  égale  à  la  con- 
slante  donnée  a* -H  &' ;  ainsi  que  cela  résulte  de  l'ortho- 
gonalité  des  deux  tangentes  X,  Y,  et  du  théorème  relatif  au 
lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une 
conique.  Le  cenlre,  de  chacune  des  coniques  considérées 
appartient  donc  au  cercle  représenté  par  l'équation 


°I 


li_Pl  désigne  la  fonction  [x  — a)=  H- (/  — [3)'  — p^ 


du  cercle  conjugué  au  triangle  P1P2P3.  Et  c'est  aussi  ce 
que  nous  avions  trouvé  déjà  pard'auires  considérations. 

IM,  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 

langenies  aux  sept  plans  P,  P, P,  ^'o  coïncide  avec 

le  plan  Q  :=  o  défini  par  rideniité 

On  a  en  effet,  idenliquemcnt,  et  quel  que  soit  le  nombre 

{Q+''Y  _  (Q -''')' 
"      4    "  4      ■ 


(0  Q^^ 

L'identité  qui  sert  de  définition  au  plan  Q  peut  donc  s'é- 


I-^ 


il. 
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On  en  conclut  que  les  deux  plans  Qzt.h  =  o  et  les  si'pt 
proposés  forment  un  groupe  de  neuf  pians  associes  (11°  1 37, 
p.  j4o),  de  telle  manière  que  toute  suiface  du  second  ordre 
que  l'on  aura  menée  langentiellement  à  huit  do  ces  plans, 
P,  . . .  P,  et  Q  +  /(^o,  touche  d'elle-mÈme  le  dernier, 
Q  —  /t  =  o:  îe  centre  de  cette  surface,  situé  à  égale  dis- 
tance des  deux  plans  tangents  parallèles  Q  ±  h  =  o,  appar- 
tenant, dès  lors,  au  plan  Q,  éqnidistant  de  Puu  et  de  l'autre, 
Or  tel  est  le  cas  de  l'une  quelconque  des  surfaces  menées 
tangenlîellemenl  aux  sept  plans  proposés.  Car  si  l'on  mène 
à  l'une  d'elles  un  plan  langent,  parallèle  au  plan  Q,  et  re- 
présenté par  une  équation  de  la  forme  Q  +  /i  =^  o,  l'iden- 
tilé  (1"'),  qui  esldoiuiée,  montre  que  celte  surface  est  encore 
tangente  au  plan  Q  —  h^=o.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Tout  plan  représenté  par  une  équation 
de  la  forme 

est  l'un  des  plans  diamétraux  de  la  surface  du  second  ordre 
définie  par  les  neuf  plans  tangents  Pi  Pj .  .  .P,  =  o  (n"  103, 
p.  89). 

CoitOLLAiRE  II.  —  Le  lieu  des  centres  des  siirfnces  du 
second  ordre  inscrites  à  Vhexaèdre  Pi  .  .  ,  P^,  et  dont  la 
somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  conserve  une 
■valeur  constante,  est  la  sphère  représentée  par  l'équation 


I 


ï,  P'  - 


naginous,  en  effet,  une  sui'face  déteiminée,  m 

s  quelconque,  satisfaisant  à  ces  conditions;  e 

0  =  X^=  j'cosa -H  j  cosp    -l-icos')'    — jj, 

o  z^Y  ^  3;cosa'  +  y  eos^'  +  zcosy'  —  //, 

o  =  Z  ^  xcosa" -^ y  cos^"  -h  iCOS-j"  —  p" 

îlaiis  des  faces  d'un  trièdre  Irireclanglc  auxili 
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cojiscril  ;'i  ti-lte  suifact-,  àwM  neuf  phun  l/nigents 

P  J', . . .  P,  —  o  el  XYZ  =:  o 
se  Irouifiil  de  in  soric  en  t'vîdcnrc.  IVous  avons  \u  déjà,  ei 
il  esl  évident,  à  priori,  que  l'on  peiU  disposer  des  oinq  rap- 
ports arbitraires  i,  :î.i  :  .  .  .  :/e  de  telle  sorle,  que  1  équa- 
tion \  Xj  PJ  ^  o  rcprésenlc  une  sphère,  la  sp/ière  conju- 
guée de  l'hexaèdre  P,  .  .  .  Pe.  Si  donc  Q  =  o  désigne  le 
plan  radical  de  celle  sphèi'e,  \    î.,  PJ  =  o,  et  de  la  sphère 

de  rayon   nul,  X' +ï' +  Z*  :=  u,  ayant  pour  centre  le 
sommet  du  Uièdre  trireclinigle  déjà  défini;  les  detm  fonc- 
tions j/>/ieV/çHes  \    5.1  PJ    et    X'+Y'  +  Z%    reiranchées 
l'une  de  l'autre,  dctineiont  uaissanee  à  l'identilé 
y  ).,  p;  —  X'  —  Y'  —  Z'  =  Q. 

Le  plan  Q  t=  o  est  donc,  par  le  corollaire  précédent,  l'nn 
des  plans  diamétraux  de  la  surfuce  considérée.  El  les  coor- 
données du  centre  do  eelte  surface,  vérifiant  l'éqHatioi! 
Q  =  o  de  ce  plan,  vérifieront  de  même  i'équaiion  équi- 
valente 

Mais  ces  coordonnées,  sub.uiiuéoa  dans  la  fonclion  par- 
lietie  X'  +  Y'  +  Z',  la  reudcnl  é<,'ale  à  la  somme  donnée 
a'-t-&'  +  c-'  des  carrés  des  demi-ases  principaux  de  la 
surface  :  ainsi  que  cela  résulte  de  roriliogoualité  des  plans 
X,  Y,  Z,  et  du  ihéorème  de  Monge  sur  le  lieu  décrit  par  le 
sommet  d'un  tiièdre  Irireetaiigle  cii'cou.scrit  à  l'ellipsoïde. 
Les  coordonnées  du  centre  (le  chai;U!)e  des  surfaces  consi- 
dérées vérifient  donc  Téqualiim 
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011  Va,  P;  désigne  la  fonction 

[[^ -=')'  + (J- -  P)' +  (^- 7  )'-p'] 
relative  à  la  splière  conjuguée  de  l'Iiexaèdre  P,  .  .  .  Pe-  El 
c'est  le  résultat  que  l'on  avail  obtenu  par  d'autres  considé- 
raliotis  (n"  HO,  p.  io3). 

142.  Le  lien  des  pôles  tVimc.  droite  Q  parrappori  à 
toutes  les  coniques  inscrites  au  qiinihilnth-e  P,  .  .  .  Pu  est 
la  droite  Q'  =  o  définie  par  t'idenlilé 


^\,p;«.QQ'. 


(1) 

Soit,   m  clTel,  Q  +  cQ'  =  o05.  33)  une  cinq.nèiiie 
langenle  menée,  à  l'une  quelconque  de  ei  s  coniques,  pai'  le 


0-eQ'  a'   u+cO' 

poinl  de  concours  des  droile.i  Q,  Q'.  I.'id.-nlilo  préccdenle 
pouvant  s'éci'irc 

y,,p;_iQj:,^  +  W--"J''-=o. 

la  droiteQ  — i;Q'  =  o  s.-ra  dVlle-mème  tang.-nte  h  celte 
conkiiie.  Et  i!  rosuhe,  du  faisceau  !iarinonii|ue  forjite  par 

QQ'==--o,      Q±,>Q':^o, 
ou  de  la  division  harmonique 

délerminéo  par  leurs  fr.ices  sur  la  polaire  du  poinl  QQ', 
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<jue  le  pôle  de  chacune  des  droiles  Q  ou  Q',  par  rapport  à 
la  conique  considérée,  est  situé  sur  l'autre.  Chacune  de  ces 
droiies  représente  donc  le  lieu  géométrique  des  pôles  de 
l'aulre  par  rapport  à  toutes  les  coniques  de  la  série. 

Le  quadrilatère  Pj  .  .  .  P;  et  la  droite  Q  étant  donnés,  la 
droite  Q'  s'en  déduit  aisément.  Il  résulte,  en  effet,  de  la 
relation  (i),  que  les  droites  Q,  Q'  sont  conjugue'es  par  rap- 
port au  quadrilatère  proposé,  dont  elles  divisent  harmoni- 
queinent  les  trois  diagonales.  On  pourra  donc  déduire  géo- 
mélriquemciil,  des  traces  de  l'une  de  ces  droites  sur  ces 
diagonales,  les  traces  de  l'autre. 

143.  L'identité  langmtleUe 

définirait  de  même  le  point  enveloppe  Q'  des  polaires  du 
point  Q  pai-  rapport  au  faisceau  tin  coniques  qui  aurait 
pour  base  le  qitadrangle  P,  .  . .  Pj  =  o. 

14i.  Le  lieu  des  pôles  fVtin  plan  Q  par/apport  à  loutcf 
les  surfaces  du  second  ordre  inscriles  à  un  même  système 
de  sept  plans  P,  .  . .  P,  ;=  o,  h  ^est  autre  que  le  plan  Q'  =  o 
défirn  par  Videntilé 

Soit,  en  effet,  Q  +  cQ'=  o,  un  huitième  plan  langent 
mené,  à  l'une  quelconque  des  surfaces  de  la  série,  par  la 
droite  o  =  Q  =  Q'.    L'identité    précédenle    pouvant   s'é- 

le  plan  Q  —  cQ'^^  osera  de  lui-même  tangent  à  cette  sur- 
face dont  neuf  plans  langenls 

P, ..  .P,  =  0     et     Q±cQ'  =  o 
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so  trouvent  de  la  sorte  (;n  évidenctî.  Or  il  resullc  du  faisceau 
harmonique  formé  par  les  quatre  plans 

OU  de  !a  division  harmonique 

déterminée  parleurs  traces  sur  la  polaire  du  la  droite QQ' 
que  le  pôic  de  chacun,  des  plans  Q,  Q',  par  rapport  à  la 
surface  considérée,  est  situé  sur  l'autre.  Chaouji  de  ces 
plans  représente  donc  le  lieu  géoniélrjque  des  pôles  de 
l'autre  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  de  la  série,  et  ces 
plans  sout  conjugués  par  rapport  à  l'une  quelconque  de  ces 
surfaces. 

L'hcplaèdrc  P^  ...P,  et  le  plan  Q  étant  donnés,  nous  ver- 
rons plus  loin  q'je  la  roustrnction  du  plan  conjugué  Q' 
peut  se  déduire  de  la  définition  analytique  de  ce  plan,  ou 
de  l'identité  (i). 

145.  L'identité  langeniieUe 

définirait  de  même  le  point  enveloppe  O'  des  plans  po- 
laires du  point  Q  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond degré  que  Von  peut  circoncrirc  à  l'heptagone  gauche 
P,P,...P,  =0. 
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CHAPITRE  y. 

IIERMÈIIIÎ  GËNF-RALISATION  DES  PRINCIPES  PlilîCKDKNTS. 

ioWMAiBE.  —  GciicralisBlion  de  ijnelques  proposiliona  antérieures.  —  Pfo- 
jjriéfé  de  siii  couples  de  droites  ou  iJe  poinis  ciiniiigués  par  rappnrlà 
une  conique.  Ue  di^  couples  do  points  ou  de  plans  conjugues  par  rapport 


^  I.  — '  Du  lieu  lies  centres  fies  conitfues  conjuguées  à 
quatre  couples  de  droites,  ou  de  la  droite  définie  par 
l'éi/ nation 

lift.  Les  propriétés  générales  de  six  éléments  d'une  co- 
iH(|iie,  de  dis  élémctils  d'une  surface  du  second  ordr(.% 
dont  nous  avons  donné  précédemment  l'expression  ana- 
lytique, sont  suscepliWes  d'une  dernière  généralisation, 
et  qui  nous  les  va  montrer  avec  toute  l'étendue  qu'elles 
comportent  et  qu'exigent  d'ailleurs  leurs  applications. 
ISous  verrons,  en  effet,  que  les  problèmes  fondamentaux, 
relatifs  à  la  délermi nation  d'une  suijace  du  second  ordre 
définie  par  neuf  éléments  de  méoie  nature,  sont  immé- 
diatement résolubles  dans  le. plan  où  ils  se  ramènent,  en 
dernière  analyse,  à  ladélerminalion  d'une  coH/V/we  que  l'on 
pourrait  appeler  résolvante,  et  qui  se  trouve  définie  par  un 
nombre  convenable  de  données.  Mais  ces  données  ne  sont 
plus,  comme  à  l'ordinaire,  des  droites  ou  des  points  par  les- 
quels devrait  passer  la  conique  résolvante  ou  qu'elle  devrait 
toucher,  mais  des  couples  r/e  droites  on  de  points  conjugués 
par  rapport  à  celte  couibe.  De  là,  la  convenance  de  réunir 
d'abord  les  notions  nécessaires  pour  la  construction  d'une 
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conique  définie,  non  plus  par  cint]  points  ou  cini]  langpnies, 
mais  par  cinq  coupies  de  droites  ou  de  points  ronjiigues. 
El  comme  la  conslruction  (l'une  coniqne,  d'après  cinq  de 
ses  points  ou  de  ses  laiigentes,  résulte  de  la  propriété  de  six 
points  ou  de  six  tangentes  d'une  leilc  courbe,  il  convient 
d'aboivl  de  reclierclier  quelque  propriété  analogue  de  six 
couples  de  droiies  ou  de  points  conjugués  par  rapport  aune 
conique.  Et  c'est  à  quoi  l'on  est  conduit  par  les  proMèraes 
que  nous  allons  résoudre.  Nous  rencontrerons  d'ailleurs, 
chemin  faisant,  diverses  propositions  de  quidque  intérêt  en 
elles-mêmes,  et  qui  nous  permottrout  un  peu  plus  loin  de 
construire,  par  la  règle  et  le  compas,  le  cercle  osculaieur 
d'une  courbe  gauche  du  quairième  ordre,  le  cercle  oscula- 
teur  et  la  sphère  osculairice  d'nne  cubique  gauche. 

^47,  Du  lieu  des  ceni les  des  coniques  conjuguées  à  trois 
coiiplfs  de  di-oiies,  et  dont,  les  carrés  des  demi-axes  priii- 
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sur  cet  axe  des  iio 

.i  ces  droites  : 

(I)  PF=«'co. 

^(N.'Ocos, 

!K',<i) 

+ 

i'cos(N,ft)cos(N', 

b). 

Rapportant. 

,  eu  effet, 

ces  dr, 

jitt 

■s  aux  axes  de  la  conique 

>s  équations 
:osA  +  jsinA-B. 


et  exprimant  que  \<i  pôle  de  l'une  d'elles 
courbe,  appartient  à  l'auire,  on  obli<?nt  1. 
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Or, les  rela lions  (I),  (I')  sont  écjuivalen les,  ei la  première  (I) 
est  applicable  à  un  sysième  (quelconque  d'axes  coordonnés, 
a).  Soient  donc,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires 
(juelconques,  ox,  oj'. 


Pi  P',  =  o 


Ps  P',  ~  c 


Pj  P',  =  i> 
cliacime  des 


-6'„J- 


les  trois  couples  de  droites  di 
P,„  F,  étant  de  la  Corme 

où  a„  et  h„,  a„  et  b'„  désignent  les  cosinus  des  inclinaisons 
respectives  sur  ox  et  oj  des  normales  N,  N'  aux  droites 
considérées,  ou  les  cosinus  directeurs  de  ces  normales. 

Si  a  et  (3,  a'  et  [3'  désignent  de  même  les  cosinus  direc- 
teurs de  chacun  des  axes  principaux  aa,  a  J  d'une  ellipse 
conjuguée  aux  deux  droites  de  chaque  couple,  on  aura, 
pour  le  produit  des  distances  du  centre  (x,j"}  de  cette  el- 
lipse à  ces  droites,  cette  double  expression 

P„p1  =  «=cos(N,«)  cosfN',  a)  -f-  i'oos(N,J)  cos{N',  b); 
ou,  en  développant  les  cosinus, 

(«)        p„p:,^«'(",«  +  i.p)(«u+iip) 

+  i'K«'+È„p')(^'„«'+6'„p'). 
Appliquant  celle  rclaiion  aux  trois  couples  droites  Pi  P\  , 
P,  F,,  P,  F,,  il  vient 
(.)  P,P',  =  ..., 

(2)  P,P',=  ..., 

(3)  V,9',=  ..., 

et  l'on  aura  le  lieu  des  centres  {x,j]  de  toutes  les  ellipseSj 
analogues  en  éliminaui  les  trois  paramètres  indépendants 
auxquels  se  réduisent  les  six  variables  a,  £  ;  a,  P  ;  «',  p', 
entre  ces  trois  équations  et  la  suivante  : 


0.-si,d& 


ntsdciin 
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on  ajoute,  membre  à  membre,  les  équations  (i),  (a),  (3) 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  nombres 
^i>  ^si^3  :  le  second  membre  de  l'équation  résultante  de- 
vient, en  vertu  des  relations  que  l'on  vient  d'écrire, 


(a'  +  p')  +  fi"(a'=  +  p" 

')  =  ^'  +  /i=; 

labiés  se  trouvent  élin 

linées,  et  l'on 

obti 

du  lieu 

toutes  les 
cette  éf]uai 

(I)         i,?!?",  +iîP,p',  +).Pjp;  =  «'  +  i'. 

D'ailleurs,  les  termes  du  second  degré  de  celle  équation  se 
réduisent  à  x'  -f- j'  en  vertu  des  relations  (^);  le  lieu  con- 
sidéré est  donc  un  cercle,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

THf;OKÈMB  I.  —  Le  lieu  ries  centres  ries  coniques  conju- 
guées aux  trois  couples  de  droites  P,  F, ,  Pj  Fj,  Pa  Fj,  et 
dont  les  carrés  des  denù-axcs  principaux  conseivent  une 
somme  constante,  est  le  cercle  représenlé  par  Véquation 

(I)  y  i,  P,  P,  =zn-'-hb\ 

148.  CouoLLAiiie  I.  — Si  l'on  appelle  cercle  associé  des 
trois  couples  de  droites  P,  F, ,  Pa  F, ,  Pj  F,,  le  cercle  dérer- 

miné,  représenlé  par  l'équation 


(n)  \    J,P,  p',  =  o; 

on  pourra  dire  que  la  somme  ries  carrés  des  demi-axes 
principaux  d'une  conique  conjuguée  à  trois  couples  de 
droites  est  égale  à  la  puissance  ilu  centre  de  la  courbe 
par  rapport  au  cercle  associé  de  ces  droites  ;  ou  encore  que 


y  Google 


le  cercle  dingonnl  d'tirie  conîfjui;  coujugiiée  à  (rois  cniipte'^ 
de  droites  et  le  cercle  associé  de  ces  droites  se  con/'c-nl 
orthogoiialcineiit. 

ii9.  CoROLi-AiRB  IL  —  Si  lesdioiies  conjuguées  PiCi  P', . 
\\  et  F,,  P,  ei  P",  se  confon.leiU  d.^iix  à  deux,  le  lieu 
précédent  se  transforme  dans  le  lieu  des  centres  des  co- 
niques inscrites  au  Iriangle  P,  P,  P3  et  soumises  à  la  con- 
dition rt* -4- 5^  =  const.  On  retrouve  ainsi   le  cercle 


(v,  X^'"-"'- 


150.  CokollajreIII.  -  Les  trois  couples  P,  et  P',,  P,  ei 
Fj,  P3  et  P'j  contiennent  seulement  trois  droites  distinctes 
P„P„P„sî  l'on  a  identiquement  F,=P3,F,  =  P„F,=P,. 
Le  carde  roprésenlé  par  i'érjuaiion  coricspondanlo 

(I")  J,  P,  P,  +  1,  P,  Pi  +  il  Pj  P,  =  rt'  -h  A' 

est  donc  le  lieu  géométrique  dcs.centri'S  des  coniques  sou- 
mises à  la  condition  a}  -^  b*  -^  const,  et  conjuguées  au 
triangle  P,  P^  Pj  ou  aux  trois  couples  de  droites  P,  P,, 
PsP5,P,P,.  Le  cercle  circonscrîl  au  triangle  123  et  le 
cercle  (F)  sont  co»centric|u:'s. 

151.  5cofe.  —  II  nous  reste  à  construire  le  cercle  (I), 
on\>i  cercle  couccmri.inc 

(II)  y    i,P,  P',  =0, 

lieu  spécial  des  centres  des  hyperboles  cquilatércs  conju- 
guées aux  trois  couples  P,  F, , .  .  . ,  P3  F^ . 

Soient,  à  cet  effet  (/'i, /'lî /'«'/''iW-'n/'J  '''*    coordon- 
nées d'un  point  quelconque  du  plan  (le  la  tignrc,  et 
(?)  >, (/j, P', -1- /,  P.)+l, {p,  P;  -t-/,  P, )  +  i> (Pj P's  +  /''.  Pj)  =  o 
la  polaire  de  ce  point  par  rapport  au  cercle  inconnu  (II). 
Si  l'on  pose 
(.1  0=,.,=//,, 
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le  poinL  cloiil  il  s'agil  ii'esl  aiiire  ijue  le  soinmcl  cli;  i'aiigie 

Pi  P'i  formé  par  les  di'oiles  de  la  première  couple;  ci  sa 
polaire,  représenlée  par  réqualion 

hip,?",  +//,  p,)  +  i,(r.  r;  +/,  p,)  =  o, 

passe  par  riulerscclion   des    polaiies  /'.  P'j  + //,  Pp  =^  o, 
/la  P'j  +  /''j  Pa  =  <>  de  te  même  point  (i)  par  rappoj't  aux 

angles  P.  P',,  P3  P'j  des  deux  couples  restâmes. 
L(.is  j'oinis  d'inii-isoction 

i  =  p,  F", ,    2  =  p,Pj,    3  =  1',  p; 

Ji-s  tlciix  dioiivs  tic  chaque  couple,  i;i  L-i  points  de  cou- 

V,     2',     -i' 
dis  polaires  des  précédents  1,  a,  3  p/ir  rapport  aux  nulles 
formés  îles  diiix  droites  de  chacune  rli-s  couples  lestanles, 
déterminent  donc  trois  fj'stèni's 

1,1',     2,2',     3,a' 
,/.  polnis  co.juguôs  par,a,>po,tau  cen!,  (II).  Et  celui-ci 
n'est  aulre  que  le  cercle  orlhogoniil  inix  trois  cercles  dé- 
crits sur  les  segments 

II',   22',   n- 

comme  diamètres. 

\a!±.  Théorème  11.  —  Le  lien  des  centres  des  coniques 
conjuguées  aux  <jualre  couples  Pi  F, , ,  .  .  jP^  F,  nesi  anlie 
que  la  droite  déXerminée  represtniée  j)ar  l'cc/uation 


s> 


ou  l'axe  radienl  commun   il  tous  les  cercles  coiiieinis,  en 
nombre  infini^  dans  celle  même  équation,  et  parmi  les- 
quels se  trouvent,  au  nombre  de  quatre,  les  cercles  asso- 
ciés de  trois  quelconques  des  quatre  couples  données. 
La  somme  des  carrés  des  (!cml-ases  niîncipaiis  de  l'une 
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quelcoTiqut' des  coniques  actuelles  esleffecdvemeiil  mesurée 
(«"lis,  p.  i55)  par  la  puissance  du  cenlre  de  celle  conique 
par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ces  derniers  cercles 

(2)  y  ).,  P,  P',  =  o, 

(3)  2V^P'P'=  =  û. 

Le  cenlre  de  l'une  quelconque  de  ces  coniques  appartient 
donc  à  l'ase  radical  de  ces  cercles  ou  à  la  droite  représentée 
parréquation  (i).  Et  puisque  l'on  sait  conslruire  (n"  ISl, 
p.  i5j}  chacun  des  cercles  I2),  (3),  on  saura  de  même 
construire  leur  axe  radical,  ou  la  droite  associée  des  quatre 
couples  données  représentée  par  réquatiou  (1), 

iS3.  La  droite  associée  de  quatre  couples  de  droites, 
A  =  o,  représente  encore  la  coixle  commune,  située  à  dis- 
tance finie,  de  deux  coniques  liomolhétiques  respectivement 
circonscrites  à  deux  quadrilatères  dont  les  couples  de  côtés 
opposés,  reproduiraient,  dans  un  ordre  quelconque,  les 
quatre  cunples  données.  La  définition  de  celle  droite  en- 
traîne effectivement  l'ideiitilé 

(1')     {i.i  p,  p",  +  >.i  p,  p;}  H-  (ij  Pî  p;  -H  \  p^  v\)  =  A, 

et  sa  cousiruction,  la  construction  de  ce  problème  : 

Circonscrire  à  deux  quadrangles  donnés  un  sjitèmede 
deux  coniques  homothétiqties. 

154.  Les  deux  cercles  de  rayon  nul,  ou  les  points  limites 
des  cercles  de  la  série  (1),  représentés  par  l'cquaiion  par- 
ticulière 


o  =  y\i  P,  P',  =  {.-c  ~  A)-  - 


seront  fournis  par  les  points  de  commune  jnierseclion  des 
qnaJre  cercles  associés  de  trois  quelconques  des  couples 
données. 
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Dans  le  cas  spécial  où.  liois  des  quaUe  couples  sont  for- 
mées de  droites  coïncidentes,  ces  points  limites 

II"')        o  =  ^^,P=  +  ),,P.P;^(^-A)"+(J-B)= 

se  peuvent  déterminer  à  priori,  et  leur  siiualJOH  sur  trois 
cercles,  qu'il  est  facile  d'apercevoir,  entraîne  le  théorème 
suivant  : 

Si^,  2,  3  dfhiguent  les  sommets  d'un  iriangh  quel- 
conque P,  Ps  Ps  =  o  et  1  ',  2',  3'  les  traces,  sur  les  côtés 
opposés,  di-s  polaires  de  ces  sommets  par  rapport  à  un 
même  système  de  deux  droites  Pj  P'^  ^  o  :  les  cercles 
décrits  sur  les  segments  H  ',  22',  33'  comme  diamèlres,  se 
coupent  suivant  les  deux  mêmes  points. 

155.  Théorème  III.  —  Le  centre  d'une  conique  définie 
par  cinq  couples  de  droites  conjuguées  Pi  P',, . .  ,,PbP'j, 
n'est  autre  que  le  point  de  concours  do  toutes  les  droites 
ou  le  centre  radical  de  tous  les  ceicles  contenus  en  nombre 
infini  dans  l'équation 

El  le  cercle  diagonal  x'  +  j^  =  «"  4-  b^  de  cette  conique 
~-i--—:=i  coupe  orthogonalement  tous  les  cercles  de  la 

On  pourra  donc  construire,  par  la  règle  et  le  compas,  le 
centre  et  le  cercle  diagonal  d'une  conique  définie  par  cinq 
couples  de  droites  conjuguées.  Nous  verrons  plus  loin  que 
la  détermination  du  cercle  osculateur  en  un  point  quel- 
conque d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  dépend  de 
cette  seule  construction. 

156.   Considérons  six  couples 

P,P',  =  o,.  ..,p.p;  =  o 
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Kn  vertw  du  lliéoième  prceéJcnl,  chacun  des  diamètres  do 
I;!  combe  pourra  ùlre  représemé  par  Wwe  ou  l'aiilre  des 
équations 

>    >,,  P,P',  EC=o,        >     u,  P,P',.  =  o; 


Telle  esl  donc  l'cspicssioi»  ânalyliqwe  des  di'.pcnriancc-s 
exislanl  cnl/e  six  coiiplus  de  dioiirs  coiijngiiées  par  rn/)- 
port  à  une  même  couique,  que  les  produits  des  distances 
d'un  point  quelconque  du  plan  de  la  courbe  aux  deux 
droites  de  chaque  couple  soient  lies  par  une  même  relation 
linéaire  el  homogène 

157.   Réciproquemeul,  iix  coiipU'S  df.  droites  tjiiî  don- 
nent Ueu  à  l'iJernini 

font  toujours  six  couples  conjuguées  à  une  luénui  conique. 

Le  centre  de  la  eourhe  délinie  pai'  les  cinq  couples  de 

droiies  ronjuguées  1,  2,  3,  4,  5  se  tiouve  en  effel  au  point 

de  concours  de  toutes  les  dioiies  cou  tenues  dans  l'équation 


I-'^-- 


le  centre  de  la  eouibe  définie  par  les  couples  2,  3,  i,  5,  0  w 
point  de  concours  de  toutes  les  droites 

(3)  VV.p.p;  =  o. 

Or  ces  deux  séries  do  droites  coïncideni,  en  *crin  de  !"iden 
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pi;oph[t::té  de  six  codi'les  de  dhoites  coKJrGiÉEs.  r6i 
tile  supposée  (i).  El  les  deux  coiiicjiics  préfédcnies,  ayanl 
le  même  centre  ei  qualro  couples  de  liioiies  coi ijng nées 
communes,  se  confondent. 

158.  CoEOLUiRE.  ■ —  Poui'  que  l'on  puisse circonscriie  à 
trois  quadrilatères  donnés  trois  coniques  qui  se  coupent 
suLvanl  les  quaire  mêmes  points,  il  faut  ei  il  suffit  que  les 
eôlés  opposés  de  ces  cjuadi'ilalères  forment  six  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  conique. 

Iû9.  Lorsque  cinq  eoiiples  de  droites  donneiK  lieu  n 
Videnlité 

{<) 


2>^p.f'-o. 


toute  conique  cùnjuguéù  aux  deux  droites  de  quatre  de  ces 
couples  est  par  cela  mêiitc  conjuguée  aux  deux  droites 
de  /«cinquième. 

Car  si  l'on  imagine  l'une  quelconque  des  coniques  conju- 
guées aux  quatre  couples  P,  F, , .  .  . ,  P,  F^,  et  que  A  A',  B  li', 
désignent  deux  aulres  couples  de  droites  conjuguées  à  celle 
conique,  onauraidenlîquement,  parle  iliéorème  du  n"15(j, 
p.  ,6'o, 

(2}  y   j(,P,  P; -I-  AA'-!-EB'=o. 

Et  si,  entre  celte  identité  et  la  piécédeule  (i),  on  élimine 
le  rectangle  Pi  F, ,  on  aura  encore  identiquement 


y  v,PjPj  -1-AA'+  BB'^o. 


Les  deux  droites  P^,  P'^,  qui  n'enLraient  poiiit  dans  i'ideii- 
tité  (2),  mais  qui  figurent  dans  celle-ci,  se  trouvent  donc 
conjuguées  par  rapport  à  celte  conique  particulière  que 
nous  avions  considérée  d'abord  et  qui  n'était  auire  que 
l'une  quelconque  des  coniques  conjuguées  aux  quaire  cou- 
ples P,  F,, ...,  PJ*'. .  Donc,  etc. 
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160.  De  là  un  théorème  iœportant,  et  dont  nous  rencon- 
trerons, parla  suite,  cîe  nombreuses  applications. 

Le  lieu  géomé/n'que  des  pôles  d'une  droite  fixe 
A  =  o, 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  conjngue'eâ  aux  quatre 
couples  de  droites 

P,P',  =  0,.  .  .  ,       PfP^—O, 
n'est  au/re  que  la  àroi  10  A'  =  o  définie  par  V identité 
(i)  yS,  p,p;  +  AA'=o. 

§  II.  —  Théorème  corrélatif,  ou  propriété  de  six  couples 
de:  points  conjugués  par  rapport  à  une  conique. 

161,  La  propriété  de  six  couples  de  droites  conjuguées 
se  peut  établir  à  priori,  d'une  manière  synthétique,  et  in- 
dépendamment des  problèmes  qui  nous  y  avaient  conduit. 
C'est  aussi  la  seule  marche  que  nous  ayons  à  suivre  pour 
l'établissement  du  théorème  corrélatif  qui  est  le  suivant. 

Théorème.  —  Za  condition  nécessaire  et  siiffisante  pour 
que  les  douze  points  représentés  par  les  équations  tan- 
gent! elles 

PiP'i^o,...,      P,P',=  o, 

fassent  six  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  une 
même  conique  est  qu  il  existe  une  relation  linéaire  et  ho- 
raogt'iic 

(i)  ^\p,r,^o 

entre  les    produits    des    dislances    des    deux    points    de 
chaque  couple  à  une  droite  tracée  d\ine  manière  qnel- 
coTiqne  dans  le  plan  de  la  courbe. 
Soient,  en  effet, 
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la  contqnti  considérée,  et  (x,,j)--i),  (x\,j\);..  .;(:r„je), 
(x',,yj  six  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  ci'tie 
coui'be;  on  aura  les  égalités  suîvaiiies  : 


(') 


i  de  CCS  polnis  ;. 


D'ailleurs,  pour  que  !es  dis 
droite  quelconque 

àœ-HB-r +  C  =  o 

vt^rifient  l'identité  (I),  il  faut  et  11  suffit  que  la  rcladon 

(1')  y  )>,(A^,  +  Jir.-i-  C)[kx\-h  B/, +  C)  =  (j 

soit  vérifiée  îndépendammenl  des  valeurs  de  A,  B,  C;  ou 
que  les  six  équations  obtenues  en  égalant  à  zcio  les  coeiïi- 
cienls  des  termes  en 

A',  B',  C,  AB,  BC,  AO 
admettent  en  ïj,  .  .  .  ,^6  une  solution  commune;  ou  enfui 
que  ces  six  équations  se  réduise»!  à  cùkj  par  la  réduction  à 
la  forme  identique  o  =r  o  de  l'une  de  leurs  combinaisons. 
Or  c'est  justement  ce  qui  se  produit  Ici,  aussitôt  du  moins 
que  l'on  a  égard  aux  relations  données  (i),. .  -Tffi)- 
Trois  des  sis  équations  en  i,,.  .  .,^e  sont  effectivement 

dont  la  combinaison 

se  réduit  à  l'Identité 


-J.c  dos  égalilés  (.),(.).. ..,(6), 
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piice.s  jespeciivoiiieni  par  ies  iioniiircs  ),,,  A,,. ..,  J.j  cl  aj«u- 
(ées  membre  à  membre.  Donc,  c!c. 

La  proposition  réciproque  s'tiablirait  d'ujie  manière 
analogue. 

162.  Lorsque  cinq  couples  de  poinis  donnent,  /ieii  A 
/'identité  taiigeiilielle 

y>.,  ?,?•,=;  o, 

t.niile  conif}iie  coujiiguée  aux  deux  pointu  de  quali'e  de  ces 
couples  est  par  cela  même  conjuguée  aux  deux  points  de 
la  cinquième  [^.  i6i,nM59). 

Scolio. —  L'enveloppe  des  polaires  d' un  point  Jixe  k.^  o 
par  rapport  à  toutes  les  -coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  points  P,  P'^,.  .  .,PiP',,  n'est  autre  que  \l^  ^xyinl 
h'  =  o  défini  par  l'identité  laiigeiitielle 

y  ).,  p,  P',  +  AA'=o. 

^  in.  —  Du  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  è.quilalères 
conjugués  à  six  couples  de  plans,  ou  de  la  sphère  défi- 
nie parl'équtilion 

y  ■).,  p,  p',  =  o. 

Thèorè-mes. 

163.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  à  six  couples  de  plans,  et  dont  les  carrés  des 
demi-axes  principaux  conservent  une  somme  constante. 

i).  Lemme.  —  Leproduildesdisiancesducenlred'un  el- 
lt|)soïde  à  dens  plana  conjugués  quelconques  est  égal  à  la 
somme  des  produits  obtenu»^  ei.  mullipliaut  le  carré  de 
cliacan  des  demi-ases  principaux  de  la  surface  par  le  pro- 
duit des  cosinus  dos  inclin  ai  soîis  de  cei  axe  sur  les  normales 
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^  cos  A  +  j  cos  lî  +  î  cos  G  —  n  -—o, 
.rcosA'  +  jcosB'+îcosC—  h'-  o; 

cL  exprimant  que  le  pôle  de  l'un  de  ces  plans,  par  rap- 
po!t  à  la  surface,  appartient  à  l'autre,  on  obdeiU  la  i:on~ 
dilion 

(1')      n.n'  — rt=cosAfOsA'-t-  È^cosTîc(isB'-l-c'cosCcnsC'. 

Or  les  relations  (1  ),(!')  sont  équivalentes,  et  la  première  est 
applicable  à  un  système  quelconque  d'axes  coordonHés. 

■>.).  Soient  donc,  par  rapport  à  des  a\es  reciaiigulaires 
quelconques  ox,  OY^  oz, 

P,  P',  =1  o ,      P;  Pj  —  o , .  .  .  ,      P,  P;  —  o , 
six  couples  de  plaus;  chacune  des  fonctions  P„,  P',  él.'iiil 
de  la  forme 

P„=  a^x  -H  b^y  -^-cz  —  m„,       V'„=:n„x  -\-  *'„/  -^i'„z  —  d'„  ; 

et  a,„  /'„,  C„,  a„,  //„,  c',,  désignaut  les  cosinus  des  inclijiai- 
sons  respectives,  sur  ox,  oy,  oz,  des  normales  N,  W  .tus 
plaus  considérés,  oii  les  cosinus  direcleujs  de  ces  nor- 
males. 

Si  a,i3,-/,  a',[î',-/,  «",!î"r/' désignent  de  même  les  co- 
sinus directeurs  de  cliacun  des  axes  principaux  2a,  ib,  ac 
d'un  ellipsoïde  conjugué  aux  deux  plans  de  cliaqtiecoupîp;  on 
aura,  pour  le  produit  des  distances  (.Ui  centre  (x,  v.  z)  de 
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eut  ellipsoïde  à  ces  deux  plans,  celte  double  espressio:i  ; 

P„  P'„  =  «^i;os{N,  «)  oos[N',  rt) 
+  t'cos(N,  È)cos(«',  b) 
+  c=cos(N,c)cos(W',  c), 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

{  +  c=(tf„a" -l-i.„p"  +  c„ 7")  («'„«"+ &:,r+ 47")- 

Appliquant  successivement  celle  relation  aux  deux  plans 
P,  et  F, .... ,  P,  et  F.  de  chaque  couple,  il  vient 
(0  P,P',  =  .-., 

(2)  ?!?",= 


(6)  P,p;-..,. 

Et  l'on  aura  le  lieu  des  centres  (x/z)  de  tous  les  ellipsoïdes 
analogues  en  éliminant  les  six  paramètres  indépendanis 
aux(juels  se  réduisent  les  douze  variables  a,l'.c,  a,  (î,j', 
a',  [5',  '/,  a.",  j5",  /'  entre  ces  six  équations  et  la  suivante  ; 

Or  si  l'on  désigne  par  ?i,  ^ ^j  sis  coeflieients  définis 

par  les  conditions 
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(i),  (2),  ..  .,(6),  multipliées  respecLivL-mciit  par  lus  nom- 
bres li,^,,. .  .,^8  :  le  second  membre  de  J'écjuatîoii  rc-sul- 
tanie  devient,  en  vertu  des  conditions  (1)) 

«'(«'  +  p' + f  i  +  *'  («" + p" + 7")  +  ^M'-<"'  +  r  -+-  7") 

toutes  les  variables  se  Irouvem  donc  éliminées:  et  il  vient, 
pour  l'équation  du  lien, 


X' 


D'ailleurs  les  termes  du  second  degré  de  cette  équation  se 
réduisent  à  x^ -h  j'^ -f- z^ ,  en  vertu  des  relations  (^);  le 
lien  trouvé £SI  uuesplière,  et  l'on  a  celte  proposition  : 

Théouème  I,  —  Le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes,  con- 
jugués aux  six  couples  de  plans  P,  F, , .  .  . ,  Pj  F^,  eî  doni 
les  carrés  des  demi-axes  principaux  conservent  une  somme 
constante,  n'est  autre  que  la  spbère  déterminée,  représen- 
tée par  l'équation 


!■"■ 


m 

164.  Corollaire  I.  —  Si  l'on  appelle  sphère  associée 
des  six  couples  de  plans  P,  F, , . . . ,  P,^  F,  la  splière  unique 
et  déterminée,  représentée  par  l'équalio]) 


(II)  2\ 


P,  ?■,  =  o 


on  pourra  dire  que  la  somme  des  carrés  des  demi-axes 
principaux  d'un  ellipsoïde  conjugué  à  six  couples  de 
plans  est  égale  à  la  puissance  du  centre  de  cet  ellipsoïde 
par  rapport  à  la  splière  associée  de  ces  plans  ;  ou  encore 
que  la  sphère  diagonale  d'un  ellipsoïde  conjugué  à  six 
couples  de  plans  et  la  sphère  associée  de  ces  plans  sont 
orthogonales. 

i63,    COROLLAIHK   IL    —   Si    les    deux   plai.s    de   cliaqiie 
couple  se  confondent,  P.=  F, . .  .  .  J\  ~  P', ,    le  lieu  prc- 
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rédeni  se  transforme  dans  ic  lieu  des  centres  des  elli]jSOïdes 
inscrits  à  l'kexnèdre  Pj .  .  .  Pe ,  et  soumis  à  la  eondî- 
lion   a^ -\- b' +  c^  ^=  con^l .   On   retrouve    ainsi    la  splière 


S 


»,p;=o'  +  J'  +  c'  (uMio, 


i  les  doii7.e  plans  des  six  coii|iles  données  se  réduisent 
à  quatre  plans  distincts, Pj, .  -.,?»,  lesqdpls,  combinés  deux 
A  deux,  forment  en  effet  les  six  couples  P,  P^,  Pi  Pj,  P.  Pi, 
PjP,,  PsPi,  P(,Pj;  le  lieu  précédent  se  transforme  daus  le 
lieu  des  centres  des  ellipsoïdes,  conjugués  an  tétraèdre 
P,  .  .  .  Pi,  et  soumis  n  la  condition  a'  +  b^  -\-  c^  =^  const. 
On  trouve  ainsi  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre ,, 
si    la   constante  est    nulle;   ou    une.    s/i/ière    ooiicenirique 

y  ^li  Pi  F,  =  lî'  +  ^'  +  c-\  daus  le  cas  contraire. 

166.  ScoUe.~\\  resicraità  consirnire  la  splière  (I),  on 

seulement  la  sphère  concentrique  \    ï.  Pi  F,  =^  o-,  et  c'est 

à  quoi  l'on  peut  parvenir  de  deux  manières  différentes 
dont  l'une  offre  quelque  analogie  avec  la  mclliode  par  éli- 
mination usitée  en  algèbre. 

i).  Supposons  d'ahord  que  cinq  des  six  couples  données 
soient  formées  de  plans  coïncidents,  ou  que  l'on  ait  à  con- 
struire la  splière  représenlce  par  ré(|uaiion 


On  reconnaîtra  ausstiôt  que  le  plan  polain:,  relatif  à  la 
surface-  (i),  de  chacun  des  dis  soimne/s  du  pciuaèdre 

P,  P,  PjP,,  Pi  =  o, 
passe  par  i^i  trace  lîe  Varèle  opposée  .sur  le  p/au  polaire  du 
même  .sommet  jJiir  lapjiorl.  an  dièdre  V  ,î"  : 

On  connaît  donc  ici  dix  coiiplci  de  poinis  conjugués,  ou 
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dix  sphères  orthogonales  à  la  sphèro  clieicliéy;  eL  l'on  a 
en  mftmc  temps  ce  llieorème  : 

Si  l'on  nomme  diagonales  tle  la  figure  formûc  d'un  pcn- 
taèdre  et  d'un  dièdre  chacune  tles  droites  menées  rlc  l'un 
quelconque  des  sommeis  du  pentaèdre  à  la  trace  de  /'arèle 
opposée  sur  le  plan  polaire  de  ce  sommet  par  rapport  au 
dièdre  donné-  on  pourra  dire  que  les  dix  sphères  décrites 
sur  chacune  des  diagonales  d'une  telle  figure  comme  r//«- 
mètre  sont  OTÛto^ona\es  à  une  même  sphère:  la  8pl»ère(i), 
lieugéomélrique  des  centres  des  hjperholoïdes  équilaières 
inscrits  au  pentaèdre  et  conjugués  au  dièdre  donnés, 

La  splière  précédente  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  un 
plan  :  le  plan  médian  de  la  figure,  et  qui  contient  alors, 
en  mÈme  temps  c[ue  les  points  milieux  de  toutes  les  diago- 
nales, les  centres  de  tontes  les  surfaces  du  second  ordre 
inscrites  au  pentaèdre  cl  conjuguées  au  dièdre  donnés.  Dans 
ce  cas,  les  divers  plans  de  la  Jigiire,  transportés  paral- 
lèlement, à  eux-mêmes  en  tin  même  point  de  Vtspace,  f 
déterminenl  cinq  plans  tangents  et  un  dièdre  conjugué  à 
un  même  cône  du  second  ordre. 

2).  Supposons,  en  second  lieu,  que  quatre  des  six  couples 
données  soient  formées  de  plans  coïncidents;  ou  que  î'on 
ait  à  construire  la  sphère 

On  reconnaît  encore  que  le  plan  polaire,  relalif  à  la  sur- 
face (a),  de  cliacun  des  sommets  du  tétraèdre  P.'Pj  P,  P. 
passe  par  le  point  de  concours  de  la  face  opposée  et  des 
plans  polaires  de  ce  même  sommet  par  rapport  ans  dicdri's 

P?ï^',  i^'  : 

o  =-^p,:t=p,  =p„     \p,  P.  +  {pV+  p'  P)  +  (7Q'  +  7'Q)  =  o- 

On  counait  donc  quatre  couples  de  poinis  conjugués,  ou 
qiialre  segments  conjugués,  par  rapport  à   la   sphère  que 
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l'on  cherclie,  el  qui  n'est  autre,  dès  lors,  que  la  splière  or- 
thogonale aux  quatre  sphères  décrites  sur  chacun  de  ces 
segments  comînc  diamètre. 

3).  Supposons  encore  qu'il  s'agisse  de  la  sphère  repré- 
sentée par  l'équation 

(3)  y ''i  P;  -l-PP'  +  QQ'-4-nR'— o; 

et  faisant  inlervcuir,  en  même  tcjups  qu'un  plan  auxiliaire 
quelconque  Pi^o,  la  sphère  suivante  que  nous  savons 


Xp.pN 


«'.QQ'  = 


éliminons  le  rectangle  PP'  entre  les  équations  (a)  et  (3). 
L'équation  résultante 


(2')  2^^v,P?+«,QQ'  +  7/.i\R'  =  û 

représentera  une  sphère  ayant  un  même  cercle  radical 
avec  les  précédentes  (a),  (3),  el  que  nous  saurions  con- 
struire comme  la  sphère  (2).  Construisant  dès  lorschacune 
des  sphères  (a),  (2'}  et  leur  cercle  radical;  nous  surious, 
dans  celui-ci,  un  premier  cercle  appartenant  à  la  sphère  (3) 
que  nous  cherchons.  Un  autie  cercle,  appartenant  à  la 
même  sphère,  résttllerail  encore,  par  des  considérations 
toute  semblahles,  de  l'élimination  du  rectangle  QQ'  entre 
les  équations  (a),  (3);  et  ainsi  de  suite. 

167.  Mais  la  sphère  générale  \  X^  P,  F,  =  o  est  suscep- 
tible d'une  détermination  directe  dont  la  simplicité  con- 
traste d'une  manière  remarquable  avec  la  nuilliplicilé  des 
données  de  la  question. 

Que  l'on  coupe,  en  effet,  la  sphère  inconnue 

(■) 


^\p,P',  =  o 
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PROPRIÉTÉ  Diî  DIS  COUPLES  DE  ^LA^s  comvtivtn.  1^1 
par  l'im  des  plans  P^  ou  V^^o:  la  section  résullantc  sera 
l'un  des  cercles  contenus  en  nombre  infiiii  dans  re'e/ua~ 

(i')  ^\n,n',=o. 

Or  lous  les  cercles  (i')  sont  orthogonaux  à  un  ccrcîe  dé- 
terminé que  nous  avons  appris  à  construire,  car  il  u  est 
autre  que  le  cercle  diagonal  de  l'ellipse  conjuguée  aux  cinq 
couples  de  droites  II,  n', , .  .  . ,  U.IX^  (n"  ISS,  p.  iSg). 

On  pourra  donc  construire  le  centre  Wj  et  le  rayon  pe  de 
ce  cercle  diagonal;  et  l'on  aura,  dans  la  splière  de  même 
centre  et  de  même  rayon,  une  première  sphère  iî^  oitlio- 
gonale  à  celle  que  l'on  cherche. 

Celle  même  construction  répétée  nous  pourra  fournir 
quatre  sphères  analogues,  orthogonales  à  la  sphère  cher- 
chée, et  qui  suffisi;nt  à  sa  détermination. 

Si  la  sphère  précédente  se  réduit  accidentellement  à  un 
plan,  la  trace  de  celui-ci  sur  l'un  quelconque  des  plans 
donnés,  tels  que  Pj  ou  F^,  sera  l'une  des  droites  conte- 
nues en  nombre  infini  dans  l'équation 


Mais  toutes  ces  droites,  comme  l'on  sait,  concourent  en  un 
même  point  que  l'on  peut  construire  :  car  il  n'est  autre  que 
le  centre  de  la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de 
droites  résultant  des  traces  du  plan  P,  ou  V^ ,  que  l'on  aura 
choisi,  sur  les  plans  ?,.?■,,...,?,.?;  des  cinq  autres 
couples.  On  pourra  donc  obtenir  de  la  sorte  6x  2  ou 
12  points  du  plan  cherché  dont  la  détermination  est  d'ail- 
leurs comprise  dans  celle  de  la  sphère  précédente.  Car  si 
les  quatre  sphères  orthogonales,  à  l'aide  desquelles  on  dé- 
lerrainait  celle-là,  ont  leurs  centres  sur  un  même  plan,  ce 
plan  se  substitue  à  la  sphère  cherchée;  et  telle  est  d'ail- 
leurs la  condition  nécessaire  cl  suffisante  pour  que  cette 
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réiiacUon  se  prodoisp,  qiie  les  douKe  plans  donnes,  trans- 
ponés  parallèlemenl  à  eux-mêmes  en  un  même  point  de 
l'espace,  y  déterminent  six  couples  de  plans  conjugués 
à  un  même  cône  du  second  ordre. 

168.  Théouème  II,  —  Le  lîc-u  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  aux  n  couples  de  plansViV^,.-.-, 
P„  P;,  (  H  =  7,  =  8)  ;  ou  le  centre  unique  de  la  surface  qu'Us 
déterminent  [n  =  jj),  coïncident  avec  le  plan,  Taxe  ou  le 
centre  radical  de  lonles  les  splièies  contenues  dans  l'é- 
quation 

et  le  plan  déterminé  que  re/iréseniti  celle  équation  pour 
n  ^  7j  la  droite  O"  le  point d'înterseciion  de  tous  les  plaus 
qui  y  ionr.  contenus  pour  n  =  8  on  n=zg,  ont  la  même  si- 
gnification . 

169,  TnÉonÊME  III.  —  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  dix  couples  de  plans  soient  conjuguées  à 
une  même  surface  du  second  ordre  est  quil  existe  une  re- 
lation linéaire  et  liomogène 


^\p.p;=o 


e  les  produits  des  disletnces  d'un  point  quelconque  de 
lace  aux  deux  plans  de  chaque  couple  [n"  \{)^^  P  l^)")i 
(  n  couples  de  plans  donnent  lieu  à  l'identité  ona- 


^;'»,p,i>;-", 


toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux  deux  plans 
de  n  —  I  de  ces  couples  sera  d'elle-même  conjuguée  aux 
deux  plans  de  la  »''"'=  {n"  Î59,  p,  i6i). 

Scolie.  —  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  A  =  o  par 
/apport  CI  toutes  les  surfaces  du  seconii  ordrv  coirjuguées 
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PEOPHIÉTÉ    BE    DIX    COUPLKS    DK    POINTS    CONJUGUÉS.        1^^ 

aux  sept  couples  de:  ^/««j  P,  P', , .  .  . ,  P,P'j,   n'est  e)"ir« 
que  /e  plein  A'=  o  (/e/mi  p«r  l'ùtentilé 

V'i,  P,  P", +  AA'=EO. 

§  IV.  _  Théorèmes  corréhilifs,  on  propriété  de  dix  cou- 
ples de  points  conjugués  par  rapport  à  une  surface 
du  seco7id  ordre. 

170.  Théorème  I.  —  La  condil/on  nécessaire  el  sulfi- 
saiile^oi/ryiiedix  couples  de  poiiils  définies  parles  èqua- 
tions  tangenlieUes 

P,P',  =  0,....      P,„P',,=  o, 

soient  conjuguées  à  une  même  surface  du  second  ordre,  est 
qu'il  existe  une  même,  relation  linéaire  et  homogène 


entre  les  produits  des  distances  des  deux  points  de  cluujui 
couple  à  un  plan  quelcoiicjne 

Dix  couples  de  points  conjiigaés  par  rapjionà  l.i  sur- 
face 


tloiiiient  naissance  aux 'égalités 


s  que  soleiil  les  multiplie 
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D'un  autre  côté,  pour  que  les  produits  des  distanci.i  lios 
deux  points  de  chaque  couple  à  un  plan  quelconque 

Aj:+  By  +  Cî  +  H  — O 

soient  liés  par  une  reSaiion  linéaire  etliomogéne 

y">,  [Kx,  +  B j,  +  Qz,  +  H)  (A,/,  +  B/',  -H  Cz,  +  il  )  f-=  o, 

il  faut  et  il  suffit  que  les  dix  équations  I/omog'ni^s  obte- 
nues en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  lermcs  en 

AS  B%  G',  H%     AB,  BC,  AC,     AH,  BH,  CH, 

se  réduisent  à  neuf  par  la  réduction  à  !a  forme  identique 
or=o  de  l'une  de  leurs  combinaisons;  et  c'est  justement  te 
qui  se  produit  ici. 

Qualredes  dix  équations  en  ^i, ,  .  . ,  l^,  soiit,  en  effet, 


=.», 

T 

'■■•j-'f, 

Y^"- 

=  0, 

s:' 

.,=0, 

dont  la 

:  combinaison 

n,.r,.>.;     2-x, 

,i\r'. 

se  rédu 

lit  à  l'identité 

b' 

c" 

en  vertu  do  régalité  (I) .  Oonc,  etc. 

La  proposition  réciproque  s'établirait  d'une  niaiijère 
semblable. 

171 .  LoTsc/uo  II  couples  de  points,  définies  par  les  équa- 
tions tangentielles  Pj  F,  —  n,.  .  ,,  P„P'„=  o  donner,  lieu 
à  l'identilé 


y  Google 


DE    L'iDEKTiTÉ    I.\l^V,V\=Z',  U.,X',  .  iy5 

toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux  deux  plans 
de  n  —  I  df:  ces  coup/es  est  d'elle-même  conjuguée  aux 
deux  plans  de  ta  h'*'"'  (ii"  1S9,  p.  i6i). 

Les  limites  normales  de  ce  théorème  sont  comprises  dans 
les  trois  hypothèses  w  =  8,  ^  9,  ^10.  Toutefois  l'identité 
précédeiile  peut  être  vérifiée  accidentellement  pour  l'une 
quelconque  des  valeurs  y,  6,  5,  4  de  l'indice  n. 

Cor,oLL*iRB. — L'enveloppe  des  plans  polaires  d'un 
point  fixe  A  ^^  o,  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  aux  sept  couples  de  points 
P,  F,,...,  PiP",,  n'est  autre  que\{i  ^o\a\  A'=  o  défini  par 
l'identité  tangentielte 

y  X,  P,  P;  +AA'he5:o. 

§  V.  —  Des  n  èlènienls  communs  aux  courbes  ou  aux 
surfaces  conjuguées  à  n  couples  fixes,  et  de  la  réduction 
d'une  somme    de  n   rectangles  en   une   somme  de    n 


X''"'"-!)'"'- 


172.  Théorème.  —  Toutes  les  coniques  conjuguées,  en 
nombre  infini,  aux  quatre  couples  de  points  P,  P", , ,  ,  . , 
Pi  F,,  se  coupent  suivant  les  quatre  mêmes  points  réels  ou 
imaginaires,  et  qui  sont  les  quatre  points  distincts  X  =;  o 
définis  par  l'identité  tangcntielle 

V>,,P,  P',  =  X^ 

Si  l'on  exprime,  en  effet,  que  la  courbe  ;i  cooillcients 
indéterminés 

(i)  ax'-h  2 6.cy +  (•/'+  ai/x'+aer  4-/=o 

est  conjuguée  aux  deux  points  i,i\.  .  .,  i,  V  de  i^hacune 
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des  couples  do») 
sultanies 


+  ex,  y\  -^-  d{^,-+  :>•:,]  -\-  r.  {f,+  x\)  +  /  =  0 , 

par  rappori  à  quatre  quelconques  des  six  coefiicienis  n,  h, 
f, .  .  .,f,  on  pourra  les  exprimer  linéairemeni  eu  fonction 
des  deux  autres,  lels  que  a  et  c;  et  ces  diverses  expres- 
sions étaiil  substituées  dans  l'équation  (i),  elle  prendra  ta 
forme 

Telle  est  donc  l'équalion  générale  des  courbes  considérées, 
et  l'on  voit  qu'elles  passent  loules  par  les  quatre  poinis  de 
rencontre  des  deux  suivantes 

Quant  à  la  seconde  partiedu  tbéorème,  elle  résulte  de  la 
signification  déjà  connue  de  l'identiié  langeutielle 

\   ï,  P,P',  =i;X.Y; 


el,  comme  elle  exprime  que  toute  conique  conjuguée 
aux  quatre  couples  de  points  P,  Fj,.  .  . ,  Pj  F,,  est  aussi 
conjuguée  aux  deux  points  X,  Y  ;  que,  d'ailleurs,  cinq  cou- 
ples de  points  conjugués  par  rapport  h  une,  série  de  co- 
niques donnent  toujours  lieu  à  une  telle  idenlii-é  ;  on  voit, 
en  supposant  les  deux  poinis  X,  Y  confondus  en  un  seul, 
X^Y,  que  Tuu  quelconque  des  points  X=:o  lommuns  à 
toutes  les  courbes  précédentes  sera  défini  par  une  idemiié 
de  la  forme 
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PROPRIÉTÉ    DES    COtlEBF.S    2J  /,  P,  P'    :zz  (I .  ly^ 

ne,  en  général,  quatre  déterminations,  et 
quatre  seulement,  ()ii  point  inconnu X  défini  par  celte  iden- 
tité. 

173.  Scolie.  -—  Si  l'on  pose  m  -I-  h  =  4,  on  pourra  dire 
que  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  m  couples 
Pf  P',,.  .  .,  P,„P,„  et  passant,  en  outre,  par  les  n  points 
Âi,..-,A„,  passent  d'elles-mêmes  par  chacun  des  m 
points  X  ■=  o  définis  par  Videntité 


\  Pi  P',  + 


£.,a;  =  x.. 


Nous  aurons,  d'ailleurs,  à  revenir  sur  la  délerminalion 
graphique  de  ces  points. 

Màt.  Le  théorème  précédent  contient  la  définition  gé- 
nérale des  courbes  contenues  dans  V équation  tangentielle 

et  comme  on  voit  tout  d'abord,  par  le  nombre  des  para- 
mètres qui  y  sont  contenus,  que  toutes  les  courbes  repré- 
sentées par  cette  équation  remplissent  déjà  deux  condi- 
tions communes  ;  si  l'on  demande  quelle  en  est  la  nature, 
on  pourra  répondre  que  toutes  ces  courbes  admettent  deux 
couples  communes  de  droites  conjuguées,  ouqu  elles  sont 
conjuguées  à  un  même  quadrangle,  lequel  a  pour  sommets 
les  quatre  points  communs  à  toutes  les  coniques  conju- 
guées aux  quatre  couples  de  droites  P,  P', , . . , ,  P,  P', . 

Si  X,,. -.  ,Xi  désignent,  en  effet,  ces  derniers  points, 
on  aura  par  le  théorème  précédent 

y\,  p,p'i^x;,  y fi'PiP'.^^x-, 
Vv,  p,  p", = x:,  y' n,  P,  p', = x;  j 

et  si,  résolvant  ces  identités  par  rapport  aux  rectangles 
Pi  F,,. ..,  PiF,,  on  substitue  les  valeurs  résultantes  dans 
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l'L'qtiatinn  (i),  elle  devù'nt 

où  l'on  reconnaît  réc|iLatiori  géjiétalc  des  coniques  conjii- 
giiLTs  au  quadraugle  X, . .  .  X^  =  o. 

175.  Théorème  corrélatif. —  Les  coniques  conjuguées 
aux  qualre  couples  de  droites  P,  P', , . , , ,  Pi  V^  s'insciii^ent 
d'eUes-ménies  à  un  quadrilatère  déterminé  dont  les  côtés 
sont  les  quatre  droites  X  =  o  définies  par  la  relation  iden- 
tique 

et  dont  les  diagonales  sont  divisées  hannoniqucntent  par 
chacune  dos  coniques  contenues  dans  l'équation 

Xi-. -.-■■  =  «■ 

i  "G.  Théorème.  —  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  aux  sept  coupies  àe.  points  Pi  P',, ,  .  , ,  P,  F,, 
passent  d'elles-mêmes  par  huit  points  déterminés  et  qui 
sont  les  huit  points  distincts  S^:^  o  définis  par  Videnlité 
langenlicllo 

Si  l'on  exprime,  en  e'Tel,  que  la  snrface 

-  e  y''  -+-  a"z'-\~  a  bjz  +  Q,b'zs.  -{-  '2.h"j:y 


(0 


1  conjuguée  aux  deux  points  1,  I':...;  7, 7' de  chacune  des 
upies  données,  et  que  l'on  résolve  les  équations  résul- 

+."(i,'+.',)  +  i  =  o, 

'+i"(.,'+.',)+<J=o, 
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DE  l'jdu-ntitjS  S:A.P,P',^S>,X^  i79 

par  rapport  à  sept  quelconques  des  six  coefficienis  a^  a', 
a", . .  .,c,c' ,c",d;  OQ  pourra  les  esprimer  linéairement 
en  foiiclion  des  trois  autres,  tels  que  n,  a',  a":  et,  ces  di- 
verses expressions  étant  substituées  dans  l'équaiion  (i), 
celle-ci  pourra  s'écrire 

{,■)         af{x,y,z)+a'f,{.x,y,z)  +  a"M:.,y,z)  =  ty. 
Telle  est  donc  l'équation  générale  des   surfaces  considé- 
rées, el  l'on  voit  qu'elles  admettent  huit  points  communs  : 
les  huit  points  associés  suivant  lesquels  ^c  rencontrent  les 
trois  surfaces 

/(,^,^,z}  =  o,     /.=.o,     A  =  o. 
Mais,  en  outre,  comme  par  un  ihéorème  anféilcnr  l'i- 
dentité langentielle 

exprime  que  tonte  surfaec  du  second  ordre  conjuguée  aux 
sept  couples  <le  points  Pi  F^,.--!  Pi  P',  est  aussi  conjuguée 
ans  deux  poînlsX.T;  que,  réciproquement,  huit  couples  de 


points  conju§ 
toujours  lieu 

;iiés  analytiquement  réductibles  à  sept  donnent 
à  une  identité  de  cette  forme  :  on  voit,  en 

supposant  le 
X  =  Y,quel 
toutes  les  sui 

s  deux  points  X,  Y  confondus    en  un  seul, 
'on  quelconque  des  poinis  X  =  o  communs  à 
■faces  précédentes  sera  défini  par  une  identité 

de  la  forme 

y'j,P,P',  =  X^ 

11  existera 

donc,   en  général,   luiil  déterminalions  dls- 

tinoes,  et  bu 

it  seulement,  du  point  X  =  o  défini  par  ceire 

ideiiiiié. 

177.  CoROLLAiiiE  I.  —  Si  l'on  pose  «;  +  «  = 
pourra  dire  que  toutes  les  surfaces  du  seco'iid  ordrt 
jugiiécs  aux  m  couples  P,  F, , .  .  . ,  P,„  P',„  et  passai 
outre,  par  les  n  points  A,, .  .  .,  A„,  jiassent  d'elli's-i 
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j)ar  chacun  das  m  ■+- 1  points  X  ^=  o  définis  par  Videntité 

178.   Corollaire  II.  —  L'oqiiation  langenlielle 

est  réductible  de  huit  inauières  (liffcrcntcs  à  la  forme 

et  les  liuil  fonctions  linéaires  X,,.  .  , ,  X;,  Xj.  piopres  à 
cette  réductiûu,  ne  sont  autres  que  celles  des  huit  points 
communs  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées 
aux  sept  couples  P,  F, , .  .  . ,  P,  P',. 

'179.  Théoeême  coRnf.LATTF.  —  Les  surfaces  du  second 
ordre  conjuguées  aux  sept  couples  de  plans  P,  P, , . .  . , 
P,F, ,  touchent  d'elles-mêmes  chacun  des  huit  plans 
X  —  o  définis  par  l'identité 

et  Véqualion  générale 

^;i,p,p',=o 

ie  peut  réduire,  de  huit  manières  différentes,  à  In  jorme 
équivalente 

Eu  particulier,  les  surfaces  mscivïf^s  à  l'hexaèdre  Pi..  .Psi 
et  conjuguées  au  dièdre  AA',  louchent  d'cl! es-mômes  cha- 
cun des  deux  plans  X  =  o,  définis  par  l'identité 


^;>,p;_A 
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TBIAKilLKS    RÉCIPROQUEMENT    CONJtGUÉS.  l8l 

et  dont  la  construction  enirainerait  celle  du  cône  du  se- 
cond ordre  conjugué  à  l'hexaèdre  P,.  .  .Ps  et  inscrit  au 

dièdre  AA'. 

§  VI.  —  ^Ipplicatiun  des  principes  précédents. 

180.  ThéOuème. —  Deux  tiiangles  réciproquement  con- 
jugués par  rappoit  à  une  conique  sont  homologiques.  Il 
en  est  de  même  d'un  tiiangle  et  d'un  Irièdre  réciproque- 
ment conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second 
ordre,  et  les  droites  qui  réurûssent  les  sommets  homologues 
de  deux  tétraèdres  réciproquement  conjugués pn;- /■«/jpoff 
à  une  telle  surface,  font  toujours  quatre  génératrices  d'un 
même  hjperholoïde. 

i).  Soient,  en  premier  lieu,  ahc,  a'b'c'  les  triangles 
considérés  et  A.B.C  =  o,  A'.B'.C'=  o  leurs  côtés  les- 
pectifs.  Puisque  ces  triangles  sont  réciproquement  conju- 
gués par  rapport  à  une  cei'taine  conique,  chacun  des  som- 
mets rt',  ou  o  =:^  B'=  C,  de  l'un,  est  le  pôle  de  l'un  des 
côtés  bc,  ou  A  =  o,  de  l'autre.  Les  six  côtés  dos  deux 
triangles  donnent  donc  naissance  à  six  couples 

A.E'etA-C,     B.C  etB.A',     C.A'  etC.B' 

de  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  conique, 
et  celles-ci  (n"  156,  p.  i6o),  à  l'îdentiié 

(1)  A(B'-i-C')  +  B(C'  +  A')  +  C[A'  +  B')  =  o. 

Mais  cette  fonction,  qui  doit  être  identiquement  nulle  pour 
tous  les  points  du  plan  de  la  figure,  se  réduit  à  son  premier 
terme,  A  (B'4-  C),  pour  le  point  a(o  "B=  C).  Ce  pre- 
mier terme  doit  donc  s'évanouir  en  même  temps  :  ce  qui 
exige,  les  dimensions  du  triangle  abc  étant  finies  et  le  som- 
met a  extérieur  au  côté  A  =  o,  que  la  droite  B'  +  C  ^^  o 
passe  par  le  sommet  iî.  Mais  cette  droite  passe  déjn  par  le 
sommet  homologue  a'  du  second  triangle,  elle  se  confond 
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dès  lors  avec  aa',  el  les  dtoifes 

(H)  B'  +  C'  =  o,     C'  +  k'r=o,     A'^-  B'  — o, 

qui  figurent  dans  ridciuilé  (I),  i.ediffèreiu  pas  de  elles 

(H')  <7«',      hb',     cv', 

qui  léunisswit  les  sommels  liomologues  des  deux  triangles. 

Orridenlilé  (I)  expi'ime  que  les  1  rois  couples  de  droites 

A  (IV+  C)  =  o,  B  (C'4-  A')  =  o,  C  ( A'-f-  B')  =  o  passent 

par  les  quatre  mêmes  poinla  :  les  quatre  droites  de  deux 

de  ces  couples  formant  les  co((fîop/>oje.ï,  et  Ir^s  deux  droites 

de  )a  dernière,  les  diagonales  d'nn  même  quadrangle. 

Les  droites 

C  =  o,     A'+  B'=o 
rep  lèsent  eut  doue  les  deux  diagonales  du  qundrangîe  dout 
les  cÔl4s  successif}  seraient 

A.B,(B'+  C').i;C'+ A')  =o. 
Et  comme  la  diagonale  C  =  o  ne  peut  contenir  le  sommet 
A.B  de  ce  quadi-angle,  parce  que  le  triangle  ABC  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  point;  ce  même  sommet  et  le  sommet  opposé 
0=^  B'h-  C'=  C'  + A'  appar tiennent  à  la  seconde  diago- 
nale A'-l-  B'=  0  :  et  les  trois  droites 

(A'+B')  (B'-hC)  (C'-I-A')  =  o 
concourent  en  un  même  point. 

2},  Considérons,  en  second  lieu,  un  tiinit^le  et  un  irièdm 
réciproquement  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du 
second  ordre,  de  telle  sorte  que  les  sommets  a,  h,  c  du 
triangle  représenlent les  pôles,  relatifs  à  celte  surface,  des 
plans  BOC,  COA,  AOB  des  différentes  faces  du  trièdre. 

Si  a'b'c'  désigne  la  trace  du  trièdre  sur  le  plan  ahc  du 
triangle,  les  triangles  abc  et  a'b'c' ,  réciproquement  con- 
jugués par  rapport  à  la  section  déterminée  dans  la  surface 
par  le  plan  ahc,  seront  homologiques  ;  les  droites  aa',  bb', 
ce' ss  coupent  donc  suivant  un  même  point  7;  les  plans 
(OA,a),  (OB,  t),(OC,  c),sui^ant  une  niÈrac  droite  0/; 
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et  c'est  daiis  ce  sens  que  le  triangle  abc  et  le  tiicdre 
(OA,  OB,  OC)  sont  dits  bomologiques.  On  peut  ajouter  que 
les  traces  des  côtés  du  triangle,  sur  /et  faces  homologues 
du  trièdre,  sont  trois  points  en  ligne  ilroife. 

3}.  Soient  enfin  abcd  et  a'b'c'd'  deux  tétraèdres  réci- 
proquenicnt  conjugués  par  rapport  à  une  même  surface 
du  second  ordre;  et  aa',  bb',  cc\  dil'  les  droites  qui  réa- 
nisseiii  les  sommets  homologues  des  deux  tétraèdres. 

Le  trièdre  [da,  db,  de)  et  le  triangle  a'b'c'  étant  réci- 
proquement conjugués  par  rapport  à  la  même  surface,  ce 
trièdre  et  ce  triangle  sont  homologiques  5  les  trois  plans 

(rf<7,  o'),     [db,  b'),     {<lc,c') 
se  coupent  suivant  uue  même  droite 

dS; 
et  il  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  cette  droiie 
qu'elle  s'appuie  sur  chacune  des  proposées 
aa',   bb',   ce',  dd' . 

D'ailleurs,  comme  ou  peut  définir  d'une  manière  sem- 
blable trois  autres  droites 

qui  présenlcîit  la  même  propriété,  on  voit,  eu  prenant 
trois  quelconques  de  ces  nouvelles  droites  pour  directrices 
d'un  hyperboloide  gauche,  que  les  proposées  aa',  bb',  ce', 
dd'  en  font  quatre  génératrices . 

181.  Le  théorème  que  l'on  vient  d'établir  donne  lien  à 
quelqui'S  remarques  utiles. 

1).  Trois  plans  quelconques  et  leurs  pôles  respectifs 
éiautdonnés,  la  surfacecorrespondanieest — impossible,  si 
le  triangle  et  le  trièdre  résultants  des  données  ne  sont  pas 
homologiques  —  indéterminée,  dans  le  cas  contraire. 

1).  Deux  plans  quelconques  A,  B  et  leurs  pôlesTcspcelifs 
«,  b  étant  donnés,    le  plan  polaire  d'un  troisième  point  c 
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passe  par  un  point  déterminé,  et  le  pôle  d'un   troisième 
plan  C  appartient  à  un  plan  que  Ton  peut  construire. 

Dans  le  premier  cas,  en  effet,  le  triangle  ahc  est  connu, 
ainsi  que  les  deux  premières  faces  A,  B  du  Irièdre  homo- 
logîqiie  ;  et  si  l'on  réunit  par  une  droite  les  traces  des  cô- 
tés cb,  ca  du  triangle  sur  les  faces  correspondantes  A,  B  du 
trièdre,  la  droite  résultante  ira  couper  le  troisième  côté 
ab  en  un  point  appartenant  à  la  troisième  face. 

Dans  le  second  cas,  on  connaît  le  Irièdre  ABC  et  les  deux 
premiers  sommets  a,  b  du  triangle  homologique;  et  si 
l'on  détermine  la  droite  d'intersection  des  plans  menés 
par  les  sommets  a,  b  du  triangle  et  les  arêtes  homologues 
B.C,  A.  C  du  Irièdre,  le  plan  mené  par  la  droite  résullaule 
et  la  troisième  arête  A. B  contiendra  le  troisième  sommet  c. 

3).  Deux  groupes  homologiques  formés  de  trois  points 
quelconques  et  de  leurs  plans  polaires  étant  donnés,  le 
plan  polaire  d'un  quatrième  point  passe  par  trois  points 
en  ligne  droite  que  l'on  peut  construire,  ou  par  une  droite 
déterminée;  et  le  pôle  d'un  quatrième  plan  appartient  à 
une  droite  que'l'on  peut  définir  par  trois  de  ses  points. 

4).  Une  surface  du  second  ordre  étant  définie  par  un  té- 
traèdre conjugué,  un  plan  P  et  son  pôle  p  :  le  pian  polaire 
d'un  point  quelconque  p'  est  déterminé  par  quatre  de  ses 
points;  et  le  pôle  d'un  pian  quelconque  P'  est  au  point  de 
concours  de  quatre  plans  que  l'on  peut  construire, 

Quea,  è,  c,  (^  et  A,B,  C,  D  désignent  effectivement  les 
sommets  et  les  faces  du  tétraèdre  donné,  et  soient  P  le 
plan  polaire  du  point  ;>,  P' celui  dep'. 

Les  triangles  et  Irièdres  suivants 

app  et  APP',     bpp'  et  BPP',     cpp'  et  CPP',     <lpj>'  et  DPP' 
formant  autant  de  groupes  homologiques,  chacun  de  ces 
groupes  fournira,  par  la  construction  2),  un  point  du  plan 
polaire  P',  si  c'est  ce  pian  que  l'on  cherche;  ou,  s'il  est 
donné,  un  plan  qui  renferme  son  pôle  p'. 
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182.  NotOHs  encore  que  la  donnée  des  polaires  A,  A' 
de  deux  points,  par  rapport  à  une  conique,  détermine  un 
diamètre  de  la  courbe.  Car,  si  l'on  mène,  par  chacun  des 
deux  pôles  a,  a',  deux  droites  quelconques  B  et  C,  B'  et  C, 
les  quatre  couples  de  droites  conjuguées 

AB,     AC,     A'B',     k'G 
permettent  de  satisfaire  à  l'idcnlité 

AB  +  AC-l-A'li'+  A'C'=D, 
ou 

A{B  +  C)  +  A'(B'  +  C')  =  X, 
et  il  est  aisé  de  reconnaître,  dans  la  seule  détermination 
possible  de  la  droite  X  =  o  définie  par  cette  identité,  l'cx- 
pressioD  de  ce  théorème  ;  Etant  données  les  polaires  de 
deux  points  par  rapport  à  une  conique  j  si,  par  chacun  de 
ces  points,  on  mène  une  parallèle  à  la  polaire  de  l'autre, 
la  droite  menée  du  point  de  concours  de  ces  nouvelles 
droites  au  point  de  concours  des  proposées  est  un  dia- 
mètre de  la  courbe. 

Le  centre  d'une  conique  déûnie  par  un  pentagone  con- 
jugué se  peut  obtenir  à  l'aide  de  ce  théorème.  Et  comme 
chacun  des  sommets  d'uu  tel  pentagone  est  ie  pôle  du  côté 
opposé  par  rapport  à  la  courbe  (^^g-.  24)1  si  Ton  mène  par 


deux  sommets  consécutifs 

5.1,     2.1 
du  pentagone,  des paral/élrs  aux  ■ 
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l'on  aura,  dans  la  droite  meni-e  du  point  de  concours  de 
ces  parallèles  au  point  de  concours  de  ces  côtés,  un  pre- 
mier diamètre  X  de  la  courbe. 

Dans  l'espace,  la  donnée  des  plans  polaires  A,  A'  de 
deux  points  déteiinine  de  même  un  plan  diamétral  de 
la  surface.  Car  si  l'on  mène,  par  cliacun  des  pôles  n,  fl', 
trois  plans  quelconques  B,  C,  DetB',  C,  D';  les  sis  couples 
de  plans  conjugués  AB,  AC,  AD  et  A'B',  A'C,  A'D'  per- 
nietlenl  accidentellement  de  satisfaire  à  ndeniilé 
A(B-l-G  +  D)  +  A'(B'-4-C'+D')  =  X; 
ei  la  seule  délenninalîon  possible  du  p!anX  =  o  défini 
par  celte  idenlîlé  entraîne  encore  ce  ihéorème  :  Étant  don- 
nés les  plans  polaires  de  deux  points  par  rapport  à  une 
surface  du  second  ordre,  si  Von  mène  par  chacun  de  ces 
points  ua  plan  parallèle  au  plan  polaire  de  l'autre^  le 
plan  conduit  par  l'intersection  de  ces  nouwe.aux  plans  et 
celle  des  deux  proposés  contient  le  centre  de  la  surface. 

183.  Un  télraèdrePiP,P,P,=:oelun(rièdreABC  =  o, 
conjugués  l'un  et  l'autre  à  une  surface  du  second  ordre, 
déterminent  cette  surface  ;  et  l'on  peut  se  proposer  de  con- 
struire le  plan  polaire  correspondant  au  sommet  du  trièdre 
donné:  problème  identique  au  fond,  comme  on  le  verra 
par  la  suite,  à  celui  qui  aurait  pour  objet  la  délerminaiion 
du  huitième  plan  tangent  commun  à  toutes  les  surfaces 
inscrites  à  l'iieplaèdre 

PiP.PjP,  ABC  =  o. 
Or  la  surface  proposée  admciiant  neuf  couples  de  plans 
conjugués  connus 

P,  P„     P,  P„     P,  P,  ;     P,  Pj,     P.P.,     P,  P. 
et 

AB,      BC,      CA; 

le  pôle  de  l'une  quelconque  des  l'aci-s  du  trièdre,  lellc  que 
C  =  o, 
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coïncidera  avec  la  tiace  de  ran";Lc  opposée 

o-^  A=I! 
sur  le  plan 

7  =  0, 

lieu  géomélrîque  des  pôles  du  plan  C.  par  lapport  à  ioiites 
les  .suifaces  conjuguées  aux  sept  couples 

P,  P„     P,  Pj,     P,  Vi,     P,  Pj,     Pj  P„     P,  P„     Ali , 
et  que  l'un  des  lliéorèmes  antérieurs  (n"i09,  p.  17'^)  nous 
montre  comme  défini  par  l'ideniité 

P,(P,+  P,+  P,>  +  P'P=-l-  P:P*+  PîPi^AB  +  Cv. 
Les  traces  du  plan  auxiliaire  y  sur  les  dlfféreiUr's  faces  du 
tétraèdre  donné  1  2  3  i  s'obtiennent  d'ailleurs  aisément.  Et 
si  l'on  fait,  par  esemjile, 

P,  =  o 
dans  les  deux  memlircs  de  l'idcnlilé  précédeiiie,  on  aencoro 
identiquement 

P",  p;  +  p;  p;  +  P',  P',  =  A'  B'  -}-  C  7' . 

La  droite-/  est  donc  connue  par  deux  de  ses  points  qui 

sont  [fg.  35)  les  deux  dernières  traces  (les  droites  A',  B' 

Fig,  3,5. 


r  une  conique,  circonscrite  an  triangle  2  3  'l;  cl  passant, 
outre,  par  les  poiuls  A'C  ou  f/,  13' C  ou  a'. 
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La  substitution  Pjrzzo,  ou  une  construction  semblable 
effectuée  dans  le  plan  -i  ii,  nous  fournirait  ensuite  une 
seconde  droite  du  pian  y,  ce  plan  lui-même;  et,  par  sa 
trace  c  sur  l'arête  rfc  (o  ^=  A  =  B)  du  irièdre  donné,  un 
premier  point  du  plan  polaire  abc  que  nous  cherclions. 
Donc,  etc. 

18i.  Une  droite  P  et  sa  polaire  Q,  par  rapport  à  une 
surface  du  second  ordre,  forment  un  systèinedR(7e«Xf//wfej 
que  l'on  peut  dire  conjuguées  par  l'apport  à  la  surface,  et 
dont  la  donnée,  équivalente  à  celle  de  quatre  couples  de 
plans  ou  de  points  conjugués,  équivaul  à  quatre  conditions  : 
les  points  p,,  (y,;...;pt,  Çi  ou  les  plans  F,,  Q,;...-,  Pj,  Qi  de 
chaque  couple  étant  pris  arbitrairement  sur  chacune  des 
droites  données,  ou  naenés  arbitrairement  par  chacune 
de  ces  droites.  On  peut  donc  se  proposer  le  problème  sui- 
vant : 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  à  deux  droites  P,  Q  et  à  un  trièdre  donné 

ABC=:0. 

La  solution  est  d'ailleurs  comprise  dans  ie  théorème  gé- 
néral du  n"  168,  p.  172.  Et  puisque  la  donnée  des  droites 
P,  Q  équivaut  à  celle  de  quatre  couples  Pi  Qi,.  .  -,  P(Qi 
de  plans  conjugués,  menés  deux  à  deux  par  l'une  ou  l'autre 
de  ces  droites;  la  donnée  du  trièdre  ABC,  à  celle  de  trois 
autres  couples  AB,  BC,  CÂ  ;  le  lieu  dont  il  s'agît  n'est  autre 
que  le  plan  X,  lieu  géométrique  des  centres  de  loutes  les 
surfaces  conjuguées  à  sept  couples  données,  et  que  nous 
savons  être  délini  par  l'identité 

[i)  y  ).,  P,  Q,  -f-  AB  +  BC  +  CA  E^  X. 

Or  nous  allons  voir  que  ceire  identité  renferme  effective- 
ment la  détermination  du  plan  X.  Si  nous  considérons, 
pour  cela,   les   deux  surfaces    représeotccs  par  Tune   ou 
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l'autre  des  équations 

{1}  ^\p,Q,z^o, 

(a)  A1Î  +  BG  +  CA  — o, 

nous  reconnaîtrons  immédiatement  :  dans  la  seconde,  un 
cône  circonscrit  au  trièdre  donné  ABC  =:  o  ;  dans  la  pre- 
mière, et  parce  que  la  fonction  \  X,  P,  Q,  s'annule  iden- 
tiquement pour  chacune  des  substitutions 

P,.  ..P.  =:o     ou     Q,...Q,^o, 
un  liyperboloide  à  une  nappe  passant  par  chacune  des 
droites  Pet  Q. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  l'identité  (i),  ce  cône  et  cet  hj- 
perboloïde  soni  homothétiques;  leur  courbe  d'jnlerseciion 
est  située  dans  le  plan  X  que  l'on  cherche,  et  bien  que  ces 
deux  surfaces,  prises  isolément,  demeurent  partiellement 
indéterminées,  chacune  d'elles  peut  tirer,  des  éléments  déjà 
connus  de  l'autre,  des  données  complémentaires  qui  suffi- 
sent à  son  entière  détermination  :  l'hypcrboloïde  (i)  rece- 
vant du  cône  trois  génératrices  d'un  même  mode  de  géné- 
ration ,  savoir  les  trois  arêtes  a,  |5,ydu  trièdre  ABC, 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  a',  ^',y'de 
manière  à  s'appuyer  surles  génératrices  P  et  Q  du  deusièiiic 
mode;  et  le  cône  (a)  recevant,  des  génératrices  P  et  Q  de 
l'hjperboloïde,  deux  nouvelles  génératrices,  P'  et  Q',  me- 
nées, parallèlement  à  celles-là,  par  le  sommet  du  cône 

Fin.  jG. 
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liées;  el  il  est  facile  d'obtenir  trois  points  de  leur  courbe 
d'intersection,  ou  trois  points  du  plan  clierclié  X  ::^  o.  Le 
pla»  mené  par  les  génératrices  parallèles  a,  a' du  cône  et 
de  riiyperboloïde,  coupant  en  effet  tes  génératrices  [3',  -/'  de 
ce  dernier  en  deux  points  que  l'on  peut  construire  et  réu- 
nir par  une  droite  ;  cette  droite  coupera  la  génératrice  a  du 
cône  en  un  premier  point  X  appartenant  à  l"intersection  des 
deux  surfaces  ou  au  plan  cherché  X  =  o,dont  deux  autres 
points  se  détermineront  de  la  même  manière,  à  l'aidu  de 
deux  autres  plans  menés  parles  génératrices  p  et  p', -/'et-/' 
du  cône  et  de  l'hyperboloïde. 

CoROLLAiEE.  —  Étant  donnés  un  trièdre  et  un  tétraèdre 
conjugués  à  une  surface  du  second  ordre,  le  centre  de  la 
surface  est  au  point  de  concours  de  trou  plans  X,  X',  X" 
que  l'on  sait  construire. 

18S.  La  même  analyse  s'appliquerait  à  la  détermination 
du  plan  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  plan  fixe  B.  =t  o 
parrapporeàtoutes  les  surfaces  du  second-ordre  conjuguées 
à  deux  droites  P,  Q  ei  à  un  trièdre  donnés  ABC  =  o. 

Ce  nouveau  lieu,  en  effet,  ne  diffère  pas  du  plan  X  ^  o 
défini  par  l'identité 

y  l,  P,  Q,  +  AB  -4-  BC  4-  AC  i:^  RX. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  cL  le  cànc  rupiéscrité.s  par  les 
équations 


I 


[■^ 


X  P,Q,  —  o, 
BC  -H  AC  =  0  , 


se  coupent  donc  suivant  deux  courbes  planes  situées,  l'une 
dans  le  pian  donné  R  =  o,  l'autre  dans  le  plan  X  que  l'on 
cherclie.  En  outre  il  existe  encore  une  telle  réciprocité 
entre  les  deux  surfaces,  que  chacune  d'elles  peut  tirer  de 
l'autre  le  complément  de  sa  détermination  :  l'hyperboloïde, 
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par  exemple,  recevant  irais  géncratriccs  du  second  mode 
de  génération,  des  droites  a',  ^',  y'  menées,  de  manière  à 
s'appuyer-siir  les  génératrices  P,  Q  du  premier  mode,  /?«)' 
les  tiaces  sur  le  plan  R  des  trois  géuéralriees  du  cône  diri- 
gées suivant  les  arêtes  k,  |3,  y  du  trièdre  donné.  Les  deux 
surfaces  se  trouvent  donc  déterminées,  et  il  est  facile  de 
définir,  par  trois  de  ses  points,  le  plan  X  de  leur  courbe  do 
sortie.  Que  l'on  mène,  en  effet,  par  les  génératrices  con- 
courantes «,  a'  des  deux  surfaces,  un  premier  plan  (ix,  o.'), 
et  que  Ton  réunisse  par  une  droite  les  traces  sur  ce  plan 
des  génératrices  (S',  y'de  l'hyperboloïde  :  la  génératrice  du 
cône,  désignée  par  a,  coupera  la  droite  résultante  en  un 
premier  p<iînt  X  du  plan  cherché  dont  deux  autres  points 
s'obtiendront  ensuite  de  la  même  manière. 

Corollaire.  —  Elant  donnés  un  triédre  et  un  tétraèdre 
coiyttgués  à  une  surface  du  second  ordre,  le  pôle  relatif 
d'tm  plan  (juetconque'R  est  au  point  de  concours  de  livis 
plans  X,  X',  X"  que  l'on  sait  construire. 

186.  Problème.  —  Déteiininer  la  droite  des  centres  de 
toutes  les  suifiices  du  second  ordre  conjuguées  aux  deux 
couples  de  droites  P  et  Q,  R  et  S  :  ou  la  droite  de  commune 
intersection  de  tous  les  plans  X  =  o  définis  par  l'identité 

(/)         y  À,  p.  Q,  ^y  «,R,s,=x, 

dans  laquelle 

P„...,P,:     Q,,...,Q4;     Ili,...,B,4;     S,,,..,S, 
désignent  des  faisceaux  de  quatre  plans  conduits  à  volonlé 
par  chacune  des  droites  P,  Q,  R,  S.  Que  l'on  considère,  à 
cet  effet,  les  surfaces  représentées  par  les  équations 

(i)  ^\p,Q,  =  o, 

(3)  ^V^^S.^o. 
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On  reconnaît  aussilôl  denx  hypcrboloïdes  à  une  nappe, 
passant,  le  premier,  par  les  droites  donhées  P  et  Q,  le  se- 
cond par  les  droites  R  et  S;  Komolhéliques  entre  eux, 
d'après  l'identité  (('),  el  dont  la  courbe  d'intersection  est 
située  dans  l'un  des  plans  X  ::^  o  dont  on  cherche  l'enve- 

Fig.  27, 


loppe.  D'ailleurs,  bien  qne  l'on  ne  connaisse  à  priori  que 
deux  génératrices  de  chacun  de  ces  hyperboloïdes,  il  est  aisé 
d'en  découvrir  deux  autres,  ou  de  reconnaître  qu'ils  passent 
respectivement  par  les  côtés  do  deux  quadrilatères  gauches 
homothéliques  [fig-  27), 

PR'QS'(ûu«icrf),      RP'SQ'(ourt'è'c'rf'), 

ayant  deux  de  leurs  côtés  opposés  dans  les  droites  P  et  Q, 
R  el  S  de  l'une  ou  de  l'antre  couple,  et  que  détermine  Ja 
seule  donnée  de  ces  droites.  Le  problème  que  nous  nous 
étions  proposé  se  ramène  donc  au  suivant  ; 

Deux  séries  d'hjperholoïdes ,  homoibétîqucs  deux  à 
deux,  étant  conduits  respectivement  par  les  côtés  de  deux 
quadiilatères  gauches  homothétiques,  et  se  coupant  deux 
à  deux,  suivant  une  courbe  plane  :  constndi-e  la  droite 
enveloppe  du  plan  de  cette  courbe. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  simi- 
litude o  des  deux  quadrilatères.  Les  plans  de  leurs  angles 
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successifs  a.b,c,d,oa  a' 

,î',?', 

'V, 

pouri 

,93 

■ont  être  ticlinis 

par  les  équations 

(P) 

i   {A  +  .){B  +  , 
1   (A  +  *)(B+;I 

■;(c+*)(: 

=  0,' 

où  4, 
forme 

B,  C,  D  désignent 

dos  fot 

,ClJ 

ous   homogène 

I  lie  It 

ax  +  (î',r  -r  ""z-,  ■  ■  ■  ,à.v-i-  d'y  +  d"z, 

el  k  le  rapport  de  simililude  des  deux  quatlrilalères.  Deux 
<jnelcoiiqiiesdeshyperl)oloïdes  homothétiques  doni  il  s'agil 
ùi!roiit  représentés  parles  équations 

( ,')  (A  +  ,)  (C  +  ,)  -^  ).{B  +  0(D  +  i)  r=  o, 

el  le  plau  de  leur  courbe  d'intersection,  par  la  suivante  : 

(3)  (A+i)(C  +  .)-(A  +  i)(C+i) 

+  l[(B  +  i)(D+,)-(B-i-*)(D  +  i)]  =  o. 

Tous  les  plans  analogues  passent  donc  effectivement  pal- 
une  même  droite  :  la  droite  d'intersection  des  deu\  l'/aiis 

(4)  (A  +  i)(C  +  ,)~(A+-i)(C  +  *)  =  o, 

(5)  (B  +  ,)(D+.)-(B  +  *)(D  +  {)  =  o, 

et  qu'il   reste    seulement   à   définir.  Or  la  définition    du 

plan  (.-l)  est  en  évidence  dans  son  équation  :  il  coïncide 

{fig.   aSjaïcoIcdcusièmcpJan  diagonal  (M,M')  deTauglc 

Ks,  iS. 


L  faces  opposées   parallèles ,  l'oi 
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des  deuxquadrilatères.  Ledeuxiènie  plan  diagonal  de  l'angle 
solide  tétraèdre  formé  par  les  plaDS  des  angles 

î,   d,   P,  d' 
coïncide  de  même  avec  le  plan  (5).  El  ces  deux  plans  dia- 
gonaux se  coupent  suivant  la  droile  cherchée. 

Mais  on  peut  achever  au ircmcntel,  les  équations  (4),(iï) 
simplifiées  étant  écrites 
(4')  A  +  C  +  J  +  ^-T^o, 

{5')  B  +  D-Hi  +  At=o, 

(4")       (Â"^i  +  A  +  /)  +  {c'-TÏ  +  cTT)  =o, 

(5")  (b  -f  ■  I  +  B"+T)  4-  (D+7  +  U+i)^o, 

on  enfin 

(4'")  A"  +  C"^o, 

(5'°}  B"  +  D"=o, 

rcconnaiire  dans  celles-ci  les  plans  polaires  de  l'ongiiie  o, 
par  rapport  aux  dièdres  formés  des  plans  des  angles  op- 
posés 

a"  et  c",      b"  el  d" 
du  quadrilatère  a" h" c''cî" ayant  pour  sommets  les  points 
milieux  des  droites  aa',  bb',  ce',  dd' . 

La  droile,  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  à  deux  couples  de  droites,  se  peut 
donc  obtenir  de  la  sorte  : 

Inscrivant,  aux  deux  droites  de  chaque  couple,  des  pa- 
rallèles aux  droites  de  l'autre,  on  détermine  d'abord  le 
centre  de  similitude  o  et  le  quadrilatère  médian  a"b"c"d" 
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tles  deux  quadrilatères  homothétiquen  qui  résultent  de 
cette  construction,  Détemânant  les  plans  polaires  de  ce 
centre  de  similitude,  par  rapport  à  chacun  des  dièdref 
diagonaux  du  quadrilatère  médian,  leur  intersection  n^est 
autre  que  la  droite  cherchée. 

Une  analyse  toute  semblable  conduirait  à  une  semblable 
eoiis truc t ion  de  la  droite,  lieu  géométrique  des  pôles  d'un 
plan  fixe,  par  rapport  h  toutes  les  surfaces  conjuguées 
à  deux  couples  de  droites. 
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CHAPITRE  VI. 

TniANGIJîS  KT  TKÏRAF-DnRS  COWUGUFS 

SoHMAiBE.  —  Des  foyers  el  des  tangentes  dons  lus  coniques,  des  fojors 
des  plans  tangents  daos  les  surfaces  du  second  ordre,  —  liiangLes 
tétraèdres  conjugués;  théorèmes  et  problèvoes.  ~  Des  axes  principe 
d'un  ellipsoïde  défini  par  trais  diamèti'ea  conjugués,  et  de  Icui  cousin 
tien  à  Taidc  d'une  hïpcrliule  et  d'tiri  cercle. 


§  I.  —  Des  propriétés  descriptives  auxquelles  donnent 
lieu  les  foyers  et  les  tangentes  d'une  conique,  les  fojers 
et  les  plans  tangents  d^une  surface  du  second  ordre. 

187.  L'évidente  généralisa lioi»  qu'apportent,  à  la  notion 
du  centre  et  aux  propriétés  des  diamètres  conjugués  dans 
Jes  courbes  du  second  ordre,  la  notion  et  les  propriétés  de 
leurs  triangles  conjugués  ;  la  simplicité  caractéristique  de 
l'équation  de  ces  courbes  rapportées  à  l'un  de  ces  triangles, 
la  définition  de  chacun  de  leurs  foyers  par  le  sommet  com- 
mun à  une  infinité  de  triangles  conjugués,  rectangles  en 
ce  sommet,  montrent  tout  d'abord  l'iinporlancc  du  rôle 
que  peuvent  jouer  ces  triangles  dans  la  tliéorie  des  coni- 
ques, et  qui  se  précisera  mieux  dans  le  cours  de  ce  Clia- 
pilre.  Nous  aurons,  en  effet,  à  y  réunir  les  éléments  néces- 
saires pour  la  détermination,  en  grandeur  et  en  direction, 
des  axes  principaux  d'une  ellipse  ou  d'un  ellipsoïde  définis 
par  leur  centre  et  un  triangle  ou  un  tétraèdre  conjugués. 
Les  belles  reclierches  de  M.  H.  Fanre  nous  ont  appris  sur 
ce  point  beaucoup  de  choses  fort  cachées,  que  leur  simpli- 
cité range  dans  le  petit  nombre  de  celles  que  la  Géométrie 
doit  retenir.  Nous  reproduirons  dans  ce  Chapitre  ceux  des 
résultats  obtenus  parce  géomètre  qui  se  rapportent  le  mieux 
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à  noire  objet,  ainsi  que  l'une  des  additions  qu'y  a  apporit 
M.  Painvin;  mais  nous  y  emploierons  seulement  ce tli'  an 
lyse  mixte  doni  on  a  pu  reconnaître  déjà  la  commodilé, 
qui  nous  mènera  jusqu'à  la  fin  de  cet  ouvrage. 

188.  Une  courbe  du  second  ordre  étant  rapportée  ahe 
naiivement  à  divers  triangles  conjugués  par  les  éf(ualîo 
nécessairement  équivalentes 


«X'-hèY^=«'X'=~f-  h'Y'-'^..  . 
ulteut,  entraînent  Tidentilé  des  divet 


et  ce  théorème  ;  h  Toutes  les  couples  de  droites  conjuguées 
H  nue  conique  fixe  (i),  menées  par  une  même  origine, 
sont  dirigées  suivant  les  diamètres  conjugués  d'une  se- 
conde conique  (2)  qui  se  réduit  à  un  cercle,  si  les  dioiles 
de  deux  de  ces  couples  sont  rectangulaires;  et  l'origine 
considérée  est  alors  l'un  des  foyers  de  la  conique  primi- 
tive. »  On  pourra  donc  toujours  substituer,  à  la  donnée 
d'un  fojer,  celle  de  deux  couples  de  droites  rectangulaires 
menées  arbitrairement  par  le  point  donné  et  conjuguées 
à  la  courbe  i  ou  la  donnée  équivalente  d'une  seule  couple, 
de  direction  inconnue  ou  indéterminée. 

189.  Si  l'on  cherche,  par  exemple,  le  lieu  des  foyers 
des  conic/ues  inscrites  au  ^uadrilatéreV i .  .  .Pi=  o,  et  que 
l'on  désigne  par  X,  et  Y,,  X?  ctTs  les  côtés  de  Jeux  angles 
droits  ayant  pour  sommet  commun  l'un  des  poiiils  du  lieu  i 
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on  pourra,  par  un  théorème  aiitéiieur  (ii"  1S6,  p.  iGo), 
écrire  cette  ideniiié 

{0  \\,  P  =  =  p,  X,  Y,  +  ,",  X,  Y,. 

Mais  parce  que  les  droites  X,  et  Y,,  Xs  ei  Yj  sont  reclan- 

[x,X,  Y,  +  fi,X:Ys=o 

ne  peut  représenter,  quel  que  soit  le  rapport  f^,  :  [ij,  qn'un 
système  de  droites  rectangulaires  XY^o.  On  peut,  dès 
lors,  poser  identiquement 

p,X,Y,-l-p,XîY,  =  XY; 

ce  qui  permet  d'écrire,  au  lien  de  l'identité  précédenti-, 


(.')  X''"'- 


XY. 


Le  lieu  considéré  ne  diffère  donc  pas  du  lieu  géonté- 
Irique  des  points  d'où.  Von  peut'ooir  les  trois  diagonales 
du  quadrilatère  proposé  Pj . .  .P4  sous  des  angles  ajant 
les  mêmes  bissectrices  o  =  Xr=Y.  Or  l'équasion  de  ce 
dernier  lieu  s'obtient  bien  aisément,  et  l'on  trouve  ainsi 
«  une  courbe  du  troisième  degré  passant  par  les  points  cir- 
culaires à  l'infini,  par  les  sixsommets  du  quadrilatère  pro- 
posé, comme  par  les  pieds  des  trois  hauteurs  du  triangle 
formé  de  ses  diagonales  (Faure)  ;  et  dont  l'asymptote,  pa- 
rallèle à  la  médiane  du  quadrilatère,  ou  aux  diamètres  de  la 
parabole  inscrite  (Ciiëmoua),  passe  par  le  point  symé- 
trique du  foyer  de  celte  parabole  par  rapport  ii  la  mé- 
diane. » 

Si  l'une  des  tangentes  données  disparait  à  l'infini,  ou  si 
l'on  a  Pj  =:  const.,  l'identité  (i')  peut  s'écrii'C 


2\p;-5 
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Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  inscrites  à  uii  triangle  coïn- 
cide donc  avec  le  lieu  du.  centre  des  hyperboles  équilaières 
conjuguées  à  ce  triangle;  et  le  problème  ainsi  iransformif, 
une  élimination  qui  ne  présente  plus  de  difficulté  le  résout 
par  le  cercle  que  l'on  sait. 

190.  La  donnée  des  deux  foyers  f,  f  d'une  conique 
éf/uifaut  de  même  à  celle  de  deux  angles  droits  XY  =  o, 
X'Y'^o,  conjugués  à  la  courbe,  indéterminés  de  direc- 
tion et  décrits  respeclifemen/  sur  chacun  de  ces  foyers 
comme  sommets.  De  telle  sorle  que,  si  T  :=  o  désigne 
l'une  des  tangentes  de  la  courbe  et  V  =  o  une  droite  quel- 
conque menée  par  son  point  de  contact;  les  deux  couples 
de  droites  conjuguées  T^^=o  etïV^o,  et  les  quatre 
couples  analogues  que  remplacent  Xï  ei  X'Y'iious  per- 
mettront d'écrire  les  idenlilés  suivantes  : 

XY-^-X'Y'-^-T=^-'rV  =  o, 

XT-l-X'Y'  =  T(T4- V), 
(i)  XY  +  X'Y'=TT'. 

Or  il  résulte  immédiatement  de  celle-ci  que  les  droites 
T,  T' sont  perpendiculaires  entre  elles,  et  que  les  angles 
droits  XY,  X'Y',  TT'  sont  ceux  que  forment,  avec  les  co- 
tés X,  X',  T  d'un  triangle,  les  hauteurs  (Y,  Y',  ï')  res- 
pectivement opposées  à  ces  côtés.  Les  deux  foyers  et  le 
point  de  contact  de  la  tangente  représentent  donc  les  pieds 
des  trois  hauteurs  d'un  triangle  dont  cette  tangente  ferait 
l'un  des  côtés  ;  et  la  propriété  connue  de  la  tangente  est 
comprise  dans  ce  résultat. 

Mais  si  l'on  observe  que  la  polaire  du  point  de  concours 
de  deux  droites  (XY),  par  rapport  à  la  conique  formée  de 
ces  droites,  est  indéterminée,  et  que  son  équation  se  réduit 
à  l'identité  o  :=o;  on  conclura  plus  clairement,  de  l'iden- 
tité (i),  que  la  polaire  de  chaenn  des  foyers,  par  rap- 
port à    l'angle  Tï',  passe  par  l'autre  :  ou  que  les  deux 
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foyers  sonl  conjugues  par  rapport  au  système  forme  dt: 
chacune  îles  taiigenles  (le  la  courbe  et  de  la  normale  cor- 
ryspoudaiite  :  ou,  enfiu,  etc. 

Remarque  I.  —  Coniiaissaiit  les  foyers  f,  f  (V mie  co- 
nique et  une  couple  de  droites  conjuguées  KK' ^  o,  !e 
pôle  de  l'une  d'elles  A  se  trouvera  au  point  de  concours  de- 
là droite  conjuguée  A',  qui  est  donnée,  et  d"anc  autre  con- 
juguéeA"  qu'ils'agit  d'obtenir. 

Posant,  à  ccteffct,  rideniiic 

XY  -+-  X'ï'  =  AA'  -t-  AA"^  A(A'4-  A") 

XY-1-X'T'  =  AA"'; 

ou  en  déduit  encore  queles  polaires  du  foyei/,  parrappiii  t 

aux  deux  angles  droits  AA*  et  X'Y',  se  coufondenl:  ou  que 

la  polaire  de  ce  point,  par  rapport  au  seul  angle  droit  AA", 
passe  par  le  second  foyer^"'.  Le  segmentjf'  est  donc  divisé 
harmoniquomenl  par  les  droites  A,  A'",  et  l'on  peut  se  pro- 
curer successivement  un  point  de  la  droite  A'",  cette  droite 
elle-même  et  sa  trace  sur  la  ligne  donnée  A'  i  ou  le  pôle 
clierclié.  On  retrouve  en  même  temps  ce  lliéorème  connu  : 
«  Les  pôles  d'une  droite  fijfe,  par  rapport  à  une  série  de 
coniques  liomofocales,  appartiennent  à  une  seconde  droite 
perpendiculaire  à  la  proposée  et  passant  par  le  pôle  de 
celle-ci  par  rapport  au  système  des  deux  foyers,  h 

Bemarque  II.  —  Connaissant  trois  couples  de  droilcs 
conjuguées  P,  P', ,, ,  . ,  Pj  P',  et  l'un  des  foyers  f  d'une 
conique;,  le  centre  de  la  courbe  est  au  point  de  concours 
de  trois  droites  que  l'on  sait  construire  et  que  l'on  peut 
aussi  définir  en  langage  ordinaire.  L'une  de  ces  droites 
D  =  o  est  définie,  en  effet,  par  l'une  ou  l'autre  de  ces 
identités 

II)  >,  P,  P',  + 1;  P,  P;  +  a,  X,  T,  -I-  2,  Xj  Y,=  D, 

fr')  J,  P,P', -t-iîP,P',  =  XY  +  D, 
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Or  la  droite  U  dofmie  par  l'identité  (i)  est  Taxe  radical 
d'une  sÉrie  de  cercles  que  nous  savons  conslruîre  (n"  152, 
p.  iSy);  et  la  droite  identique  défiuie  par  l'identité  (i') 
réunit /es  traces  d&  l'hyperbole  équilatère  circonscrite  au 
quadrilatère  P,  P5  F,  P\  sur  deux  parallèles  à  ses  asymp- 
totes, issues  du  foyer  donné.  Les  rayons  conjugués  or- 
iliogonaux  d'un  faisceau  en  involution  décril  autour  du 
foyer  y  fourniraient  d'ailleurs  les  directions  X,  T;  et  en 
mettant  l'identité  (1')  sous  cette  forme 

).,?>,  +).,P,P',  — XY=e:I>, 

on  apercevrait  ensuite  trois  points  distincts  do  la  droite  D, 
savoir  :  \e  point-milieu  Au.  segment  qui  aurait  pour  extré- 
mités le  foyer  y,  XY  =  o,  et  le  point  de  concours  des  po- 
laires de  ce  foyer  par  rapport  aux  angles  Pi  P', ,  P^  P.,  ;  le 
point-milieu.  ..  .  (n°151,p.  lày}. 

191.  Les  propriétés  directives  qui  naissent  de  la  considé- 
ration des  deux  foyers  d'une  conique  et  de  deux  de  ses  tan- 
gentes o  :=T  =T',  résulteraient  de  même  de  l'identité 

X.T  +  X'.Y'=m.T»-(-  m'.T'^.e.e'. 

Les  deux  foyers  et  le  point  de  concours  des  tangentes  ï,  T' 
sont  encore  les  pieds  des  trois  hauteurs  d'un  triangle  dont 
le  troisième  côté  et  la  troisième  hauteur  ne  sont  autres  que 
les  bissectrices  0,  0'  de  l'angle  des  deux  tangentes  tonsidé- 

Mais  l'on  peut  dire  aussi  que  les  foycj's  sont  conjugués 
par  rapport  au  système  de  ces  bissectrices  :  ce  qui  entraine 
la  symétrie,  par  rapport  à  l'une  quelconque  de  ces  droites, 
des  rayons  menés  de  leur  point  de  concours  aux  deux 
foyers. 

192.  Si  l'on  considère  enfin  deux  tangentes  T. T'=  o, 
leur  corde  de  contact  C  =  o  et  l'un  des  foyers  de  la  coiubn  : 
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les  quatre  couples  de  droites  conjuguées  T',  T'*,  Cï,  CT 
et  les  deux  couples  rectangulaires  X,  Y,,  Xj  Ya,  issues  du 
foyer,  eutraineronl  encore  l'identité 

mT'-+-m'V'  +  CT-^  CT'  =  X,  Y, +X,  Y,=^XY". 

(0  raT'+  m'T'=+C(T  +  T')=o, 

(i')  XY.-:=o 

représentent  donc  une  seule  et  même  courbe  :  tin  système 
de  deux  droites  rectangulaires  issues  du  foyer  et  dont  les 
traces  sur  la  corde  C  =  o  sont  harmoniquement  conjuguées 
aux  extrémités  C.T,  C.T'  de  cette  corde  :  ainsi  que  cela 
résulte  de  l'hypothèse  C  =  o  introduite  dansl'équation  (i). 
Les  deux  droites  dont  il  s'agit  coïncident  donc  avec  les  bis- 
sectrices de  l'angle  sous  lequel  la  corde  considérée  est  vue 
dufoyery";  et  il  résulte  encore,  de  l'équation  (i),  que  l'une 
de  ces  droites  ou  de  ces  bissectrices  passe  par  le  point  TT' 
ou  par  le  pôle  de  cette  corde. 

193.  On  vient  de  voir  combien  les  propriétés  directives, 
auxquelles  donnent  lieu  les  foyers  et  les  tangenles  d'une 
conique,  découlent  aisément  de  celui  de  nos  deux  théo- 
rèmes généraux  qui  concerne  six  couples  de  droites  conju- 
guées à  une  telle  courbe.  Et  bien  que  ces  propriétés  soient 
des  plus  simples  et  des  mieux  connues,  comme  l'analyse 
par  laquelle  nous  les  avons  établies  parait  réellement  ana- 
lytique, c'est-à-dire  aussi  propre  à  l'invention  même  qu'à 
la  démonstration;  nous  allons  examiner  si  une  analyse 
semblable  ne  nous  permettrait  pas  de  découvrir  quelques- 
unes  des  propriétés  directives  qui  doivent  exister  entre 
les  foyers  et  les  plans  tangents  d'une  surface  du  second 
ordre. 

On  sait  que  toute  surface  du  second  oidre  admet  une 
intinilé  de  foyers  distribués  sur  les  trois  coniques  focales 
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de  la  surface  et  servant  de  sommets  à  autant  de  cônes  de 
révolution  circonscrits  à  cette  domîère  :  de  telle  sorte  que 
la  seule  donnée  d'un  foyer  o  équivaut  à  deux  conditions; 
à  quatre,  la  donnée  double  d'un  foyer  o  et  de  l'axe  oz  du 
cône  droit  circonscrit  qui  lui  correspond;  à  trois  seule- 
ment, la  donnée  de  l'axe  indéfini  ox^  lorsque  le  foyer  cor- 
respondant demeure  indéterminé. 

La  surface  que  l'on  considère,  rapportée  successivement 
à  une  série  de  tétraèdres  conjugués  ayant  en  commun  le 
sommet  o  et  la  face  opposée  T  =  o,  donne  lieu,  en  effet, 
aux  équations  équivalentes 

(i)  rtX'  -!-i  v  +  c  z=  =:r, 

(i')  «'X"+  b'Y'-'+c'  Z'^  =  T, 


et  celles-ci  entraînent  les  identités 

ou  l'identité  des  diverses  surfaces 

(2)  aX'  -hbY'  +cZ'  - 

{3')  <i'X"+h'Y'-:+c'Z''^- 


Be  là  ce  tliéorème  :  h  Les  plans  des  faces  de  tous  les  trièdres 
conjugués  à  un  ellipsoïde  fixe  (i)  et  décrits  autour  d'un 
même  sommet  o,  sont  dirigés  trois  à  trois  suivant  les  plans 
diamétraux  conjugués  d'un  second  ellipsoïde  (a)  qui  de- 
vient de  révolution  autour  d'un  certain  axe  oz,  si  deux  de 
ces  trièdres  conjugués,  ayant  une  arête  commune  os,  de- 
viennent tri-rectangles  »,  L'origine  considérée  o  est  alors 
l'un  desjoyers  de  la  surface  primitive  (i),  et  l'axe  corres- 
pondant représente  simultanément  l'axe  du  cône  droit  cir- 
conscrit 

f3)         «X=-i-ÉY'+cZ'--o,     ou     X'  +  T-+cZ^"0, 
Cl  la  commune  arête  de  deux  dièdres  droils  conjugués  à  U 
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surface.  On  pourra  donc  encore  substituer^  aux  quatre 
conditions  gui  résultent  de  la  donnée  d'un  fojer  o  d'un 
ellipsoïde  et  de  l'axe  qui  lui  correspond,  la  donnée  équi- 
valente de  quatre  couples  de  plans  rectangulaires,  conju- 
gués à.la  surface,  savoir  : 
{V)  XZ,  TZ,  XY     et     X,Y,; 

les  trois  premières  couples  résultant  d'un  trièdre  trirec- 
tangle  XYZ  conduit  à  'volonté  par  l'axe  donné  oz;  la 
quatrième,  d'un  dièdre  droit  X,Y,  mené  arbitrairement 
par  le  même  axe. 

194.  Considérons,  par  exemple,  «ne  série  d'eîlipsoïdes 
inscrits  h  l'hexaèdre Pj .  .  .Pj,  et  ayant  un  foyer  commun  o. 
Si  oz  désigne,  pour  l'une  de  ces  surfaces,  l'axe  correspon- 
dant à  ce  foyer,  les  six  plans  tangents  P,, .  .  , ,  Pj  et  les 
quatre  couples  de  plans  conjugués  rectangulaires  (F)  en- 
traineront,  en  même  temps  que  Tidentité 


XY 

+  X,  Y,+ 

2X 

+ 

ZY  -i 

ititij 

■des 

deux  soifi 

.ces 

XY  +  X 

,  Y, 

.  J 

Z(X 

,  p;  = 

-X>.^;-». 


ou  ce  lliéorème  :  Etant  donnés  six  plans  tangents  et  l'un 
des  foyers  o  d'une  surface  du  second  ordre^  l'axe  corros' 
pondant  à  cefojerest  tune  des  génératrices  d'un  cône 
circouscrîptible  (*)  déciil  autour  du  point  o  comme  som- 
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met  et  conjugué  «  Vltexaèdre  résultant  des  six  plans  don- 
nés. On  peut  appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  du  lieu 
des  foyers  des  surfaces  inscn'ies  à  un  système  de  huit  plans, 
comme  son  analogue,  n^lSO,  au  lieu  des  foyers  des  co- 
niques inscrites  à  un  quadrilatère, 

195.  Les  six  plans  tangents  que  nous  considérions  tout 
à  l'heure  se  peuvent  confondre  trois  à  trois,  et  les  dis  élé- 
ments qui  se  trouvent  en  présence  sont  alors,  outre  l'un 
des  foyers  o  de  la  surface  et  l'axe  oz  qui  lui  correspond, 
dcus  plans  tangents  distincts  T.T'^  o  et  leurs  points  de 
contact  respectifs  c,c',  ou  la  corde  o^C=^C'  qui  les 
réunit.  Dans  ce  cas,  les  six  couples  dcplans  conjugues 

T\  CT,  C'T;     T",  CT',  C'T', 

et  les  quatre  couples  reclan  gui  aires  (F)  provenant  du  foyci- 
et  de  l'axe  donnés  entraînent  encore  {"identité  des  deux 

(i)  XY-HXiy,  +  Z(X-f-Y)  =o 

et 

/  T(T4-cC-i-c'C'}H-T'(H-7C-i- •/C'}  =  o 


Or  la  première  ne  peut  être  qu'un  cône  circonscripiibh 
ayant  son  sommet  au  foyer  donné  (X.  Y.Z.X,  .îi  ^^^  o) 
et  l'une  de  ses  génératrices  dans  l'axe  correspondant 
o3(X.  Y.Xi  Y,=  o)  ;  ou  l'unique  variété  que  comporie 
une  telle  surface,  c'est-à-dire  un  système  de  deux  plans 
orthogonaux,  dont  l'un  passe  par  l'axe  oz,  et,  la  cont' 
mune  intersection,  par  le  foyer  donné  o.  Quant  à  l'autre 
surface  (i'),  elle  apparaît  d' ahord  comme  un  hyperboloïde 
à  une  nappe  passant  par  les  côtés  du  quadrilatère  gauche 

(Q)  T.T'.e.e', 
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et,  en  particulier,  par  la  commune  inlenecUan  T I"  des 
plans  tangents  donnés.  Mais  son  identité  avec  la  précé- 
dente exige  premièrement  la  réduction  de  ce  quadrilatère 
en  un  point  unique  par  la  collinéation  des  quatre  plans 
T,  T'j  0,  6';  ou  la  réduction  parallèle  de  l'Iiyperboloïde  en 
un  cône  dont  le  sommet  serait  en  quelque  point  w  de  la 
droite  TT',  et  qui  passerait  par  chacune  des  arêtes  de  l'angle 
solide  tétraèdre  TT'09'.  Mais  déjà  le  sommet  du  cône  iden- 
tique (i)  est  le  foyer  donné  o,  lequel  n'appartient  pas  à  la 
droite  TT'.  Passant  dès  lors  par  la  droite  oz  et  par  la  droite 
TT'  ;  ayant  son  sommet  en  o  sur  la  première  droite  et  en  w 
sur  la  seconde,  le  cône  (i)  ou  (i')  se  réduit  à  unsysièmede 
deux  plans  orthogonaux  R,  R':  le  premier  mené  par  oz, 
le  second  par  TT',  et  dont  la  commune  intersection  passe 
par  le  point  o  et  s'appuie  sur  la  droite  TT'.  Le  pian  mené 
par  cette  dernière  droite  et  le  point  o  représente  donc  l'un 
desdeux  plans  cherchés  R;  le  plan  R'menépar  la  droite  os, 
perpendiculairement  à  celui-là,  représente  l'antre.  D'ail- 
leurs R  et  R'  ne  sonX  autres  que  les  plans  des  angles  dia- 
gonaux 

JT,  W    et    T'T,  ¥ï: 
de  1  angle  solide  TT'Bâ'  dont  ils  doivent  contenir  les  quaiio 
arêtes.  Les  plans  R,  R'  divisent  donc  harmoniquement  le 
troisièm.'e  angle  diagonal  dn  solide, 


ainsi  que  toute  droite  ce'  inscrite  dans  cet  angle.  Or  tel  est 
le  cas  de  la  corde  qui  réunit  les  points  de  contact  c,  c'  des 
plans  tangents  donnés  ;  et  l'on  a  ce  théorème,  dont  l'analo- 
gie avec  l'une  des  propriétés  focales  des  courbes  du  second 
ordre  est  évidente  :  La  corde  de  contact  ce'  de  lieu-x  plans 
tangents  à  une  surface  du  second  ordre  est  difisée  harmo- 
niquement par  un  système  de  deux  plans  rectangulaires 
conduits  :  le  premier  par  Vintersection  des  plans  tangents 
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considérés  et  l'un  quelconque  des  foyers  delà  surface; 
le  second,  par  l'axe  correspondant  à  cefojer  ou  la  tan- 
gente à  la  conique  focale  qui  le  contient. 

CoROi-LAinE.  —  Une  série  de  surfaces  du  second  ordre 
ayant  en  commun  un  foyer  et  l'axe  qui  lui  correspond, 
inscrites,  en  outre,  à  un  dièdre  fixe  et  toucliant  l'une  de 
ses  faces  suivant  un  point  donné  (huit  conditions),  touchent 
l'autre  suivant  les  points  d'une  droite  déterminée  que  l'on 
peut  construire. 

196.  Deux  plans  tangents  T,  T',  deux  foyers  o,  o'  et  les 
axes  or,  o'z'  qui  leur  correspondent  donneraient  de  même 
naissance  à  dix  couples  de  plans  conjugués  par  rapport  à 
la  surface,  ou  à  l'identité 

l        [X  Y  -4-X,Y, +Z(X  +Y>] 
'"'         (   +[X'Y'  +  X',Y',  +  Z'(X'-HT')]  =  mT'-j-m'T'", 
que  l'on  pourrait  écrire 
(i')  S-FS'  =  0e'; 

en  désignant  par  S,  S'ies  fonctions  relatives  à  deux  cônes 
circonscrîptibles  ayant  pour  sommets  respectifs  les  foyers 
o,  o';  par  0,  0'  les  plans  bissecteurs  du  dièdre  TT',  Mais, 
comme  le  plan  polaire  du  sommet  d'un  cône,  par  rapport 
à  ce  cône  lui-même,  est  indéterminé,  les  plans  polaires  du 
foyer  o,  par  rapport  au  dièdre  00' et  au  cône  S',  se  confon- 
draient en  un  seul;  et  deux  quelconques  des  foyers  o,  o' 
d'une  surface  du  second  ordre  seraient  harmoniquement 
conjugués  par  rapport  aux  plans  bissecteurs  d'un  dièdre 
quelconque  TT'  circonscrit  a  la  surface  :  résultat  évidem- 
ment contradictoire  avec  l'existence  d'un  nombre  déter- 
miné de  courbes,  lieux  géométriques  de  tous  les  foyers  de 
la  surface.  Et,  comme  les  principes  dont  nous  avons  fait 
usage  paraissent  à  l'abri  de  tout  soupçon  ;  que,  d'autre  part, 
la  présence,  dans  l'identité  (i),  de  deux  plans  tangents  quel~ 
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conques  T,  ï'  amène  nécessai renient  la  coiilradiclioii  que 
nous  venons  de  remarquer,  ces  fonctions  T,  T'  doivent 
disparaître  deTidentiié  (i);  les  fonctions  0,  0',  del'iden- 
lité  (i')  ;  et  Ton  doit  avoir 

[■2)  S  +  S'=o,     ou     S  =  S' 

par  la  réduction  accidentelle  des  huit  couples  de  plans  con- 
jugués qui  résultent  des  deux  foyers  et  do  leurs  axes  en 
liuit  couples  associées,  réductibles  à  sept  couples  conjuguées 
distinctes  (n^lBO,  p.  17a}-  Or  les  cônes  circonscriptibles 
S,  S'  ne  peuvent  devenir  identiques,  s'ils  ne  se  réduisent  à 
on  système  de  deux  plans  orthogonaux  déterminés,  qui 
sont  les  deux  plans  menés  par  le  premier  foyer  o  et  l'axe 
o'z'  relatif  au  second,  par  le  second  foyer  o'  et  l'axe  oz 
relatif  au  premier. 

De  là  l'ortliogonalité  nécessaire,  et  qui  se  vérilie  effec- 
tivement, des  deux  plans  conduits  suivant  la  corde  qui 
réunit  deux  quelconques  des  foyers  d'un  ellipsoïde,  et  cha- 
cune des  deux  tangentes  menées  par  ces  foyers  aux  coni- 
ques focales  qui  les  contiennent.  La  difficulté  précédente  se 
trouve  donc  éclaircie,  l'identité  (2)  vérifiée;  et  l'on  voit 
que  si  les  identités  (1),  (i'),où  ne  figurent  réellement  que 
sept  couples  distinctes  de  plans  conjugués  et  deux  plans 
tangenls  T,  T',  ne  peuvent  exister  quand  il  s'agit  d'une 
seule  et  même  surface  du  second  ordre,  elles  existent  ce- 
pendant pour  deux  plans  T,  T'  qui  louclieraienl  à  la  fois 
deux  surfaces  distinctes  ayant  en  commun  deux  foyers  et 
les  tangentes  aux  lignes  focales  qui  les  contiennent  (n"169, 
p.  172J-  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  :  Si  une  déve- 
loppahle  de  la  quatrième  classe  admet  deux  foyers  o,  o', 
ou  si  elle  est  circonscrite  à  devtx  surfaces  du  second  ordre 
dont  les  coniques  focales  aient  deux  points  communs  o,  o  , 
el  se  touchent  en  chacun  de  ces  points  ;  les  plans  F,  F' 
menés  par  chacun  de  ces  foyefs  et  l'arête  d'un  dièdre 
quelconque  TT'  circonscrit  à  cette  diiveloppahle  seront 
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'gahment  inclinés  sur  les  faces  di 


^  II.  —  Du  triangle  conjugué  à  une  conique  et  du  té- 
traèdre conjugué  à  une  surface  du  second  ordre. 

'197.  Les  points  ou  les  tangentes  d'une  conique  étant 
rapportes  successivement  aux  côtés  ou  aux  sommets  de 
deuxtrianglesdistincts  A.B.C:=o,  A'.  B'.C'=  o,  tous  deux 
conjugués  à  la  courbe;  les  équations  siniultauces  résul- 
tantes 

(i')  fl'A'^4-Ê'B'^  +  e'C'==0, 

entraînent  l'identité 

(1}  ak'+  iB'  +  cC  4-«'A"  +  6'B'^-4-c'G"  =  o, 

et  celle-ci  (n^IâQ,  p.  iSa)  ce  théorème:  Sideux  triangles 
sont  respectivement  conjugués  à  une  même  conique^  leurs 
sommets  font  six  points  et  leurs  côtés  six  tangentes  d'une 
seconde  et  d'une  troisième  conique.  La  réciproque  est 
rendue  évidente  par  notre  analyse.  Et  couame  six  points 
ou  six  tangentes  d'une  telle  courbe  donnent  lieu  à  l'i- 
dentité (I)  ;  que  celle-ci  se  dédouble  dans  les  équations 
équivalentes  (i),  (i')  :  on  voit  encore  que  si  Von  sé- 
pare six  points  ou  six  tangentes  d'une  conique  en  deux 
groupes  composés  chacun  de  trois  points  ou  de  trois  tan- 
gentes, les  deux  triangles  résultants  sont  conjugués  à  unn 
même  conique;  leurs  côtés  faisant  dés  lors  six  tangentes, 
on  leurs  sommets  six  points  d'une  troisième  conique. 

198.  Les  théorèmes  précédents  s'appliquant  d'eux- 
mêmes  à  la  figure  formée  de  deux  trièdres  inscrits,  circon- 
scrits ou  conjugués  à  un   cône  du   second  ordre;  si  l'on 

■4 
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compare  les  équations 

ax^  4-  hx'  -^cz'  —  i,      a'x'-'  +  b' f  +  c'z"  ~  i 

d'un  ellipsoïde  rapporté  successivement  à  deux  de  ses 
trîèdrcs  conjugués,  l'identité  résultante 

ax^  +  by^  +  cz'  -  «',t"  -  b'f  ~  c'^"  ^  o 

se  traduira  par  ce  théorème  :  Deux  groupes  de  trois  dui- 
mèires  conjugués  d^un  ellipsoïde  font  toujours  six  géné- 
ratrices, et  deux  groupes  de  trois  plans  diamétraux  coj>- 
jitgués  six  plans  tangents  d'un  même  cône  du  second  ordre 
(Steikeji,  Syst.  EntwicJ;.,  p,  3i3). 

199.  Une  conique  dont  le  centre  est  connn  est  entiè- 
rement définie  par  la  donnée  complémentaire  d'un  triangle 
inscrit,  circonscrit  ou  conjugué.  On  peut  donc  se  proposir 
de  déduire  directement,  de  ces  données,  les  axes  princi- 
paux de  la  courbe  en  grandeur  et  en  direction.  De  là  trois 
problèmes  que  nous  alions  traiter  successîvemeul,  mais  en 
nous  bornant  à  leur  résolution  numérique  et  réservant 
leur  construction  pour  le  dernier  paragraphe  de  ce  Cha- 
pitre. Notre  analyse  reposera  d'ailleurs  sur  les  lemmes 
suivants  : 

Lenime  I.  —  Quels  que  soient  les  angles  «i,  «a,  «s,  ou  a 
toujours  cette  identité 

Le>nme  11^  —  Le  carré  de  la  dislance  du  centre  d'une 
conique  à  Tune  quelconque  de  ses  tangentes  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  produits  obtenus  en  multipliant  cha- 
cun des  demi-ases  de  la  courbe  par  le  cosinus  de  l'inclinai- 
son de  cet  axe  sur  la  normale  correspondante  N  (n^Sâ, 
p.  68): 

(2)     P'  =  «'cos'(N,  ^0  -l-i'cos'(N,  b]  =fl^cos'a  +  i'sin=a. 
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200.  Probièmb  I.  —  Former  Vèquatiou  aux  carrés  des 
axes  principaux  d'une  conique,  donnée  de  centre,  et  iii- 
crice  à  un  triangle  donné. 

Soient,  à  cet  effet,  Pj,  Ps,  P3  les  distances  données  du 
centre  de  la  courbe  aux  côtés  i,  2,  3  du  triangle  circon- 
scrit donné;  a,,  «s,  «,  les  inclinaisons  des  normales  à  ces 
côlés  sur  l'axe  2«    de  la    courbe.    Nous   aurons,    d'api'ès 


lo  lej 


:  II, 


ou  encore,  et  par  une  transforma  lion  évidente, 

/P',~/>'       ^^     _     /Pj  — i'  /pf—b'- 

De  U,  en  transportant  ces  valeurs  dans  l'idcniité 

et  iemarquant  d'ailleurs  (Jig-  29)  que  les  sinus  des  angles 

a,  —  a,,  «3  —  «1,  a,  —  a«,  et  ceux  des  angles  même  1,2,  'A 

Fie-  =!)- 


du  triangle  considéré, 
on  j)Ourra   remplacer  1 


ml  égaux  et  de  i 
même   lenips  1 
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tia^p;  — i^- 


(I)  rt,  v'P";  —  'b'-\-a,  \jl>i  —  b'  +  a,  V'P;  —  b'  —  Q. 

Telle  est  réqiiation  aux  carrés  des  demi-axes  [h)  d'une 
ellipse  inscrite  k  un  triangle  en  fonction  clescôtésa„a2,as, 
de  ce  triangle  et  des  distances  P,,  Pj,  Pj  du  centre  de  la 
courbe  à  ces  côtés. 

201 .  Étant  donnés  sis  plans  tangents  et  le  centre  d'une 
surface  du  second  ordre,  comment  obtenir  l'équation  aux 
carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surface? 

Nous  avons  trouvé  déjà,  bien  que  d'une  manière  in- 
directe, le  second  terme  de  cette  équation  qui  ferait,  dans 
l'espace,  l'analogue  de  la  précédente  (I),  et  qu'il  serait  fort 
intéressant  d'obtenir  tout  entière  :  elle  supposerait,  toute- 
fois, une  élimination  qui  paraît  offrir  de  très-grandes  dif- 
ficultés. Sous  un  point  de  vue  plus  restreint,  le  théorème 
suivant,  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer,  est  aussi 
un  analogue  du  théorème  de  Géométrie  plane  exprimé  par 
la  formule  (I)  : 

Étant  donnés  quatre  plans  tangents  et  le  centre  d'un 
ellipsoïde  de  révolution,  l'axe  double  aJ,  ou  le  diamètre 
da  cercle  principal  de  kl  surface,  est  défini  par  l' équation 

{  r )  y  sin  (2  3  4)  v/Py^^^  =  o ; 

PiiPajPai  Pi  désignant  les  distances  du  centre  de  V ellip- 
soïde aux  plans  donnés,  et  sin  (2  3  4)  le  sinus  de  l^angle 
solide  formé  par  les  normales  de  trois  de  ces  plans. 

202.  Problème  II.  —  Former  l'équation  aux  carrés 
des  axes  principaux  d'une  conique  donnée  de  centre  et 
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De  ré<juation 


d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  figure,  ou  Jédiiit, 
pour  le  carré  du  rayon  vecteur  mené  du  centre  à  un  poînl 
quelconque  de  la  tourbe. 


\/?'—  h^  ,    \l  f—  b' 


Si  donc  on  désigne  par  p,,  p,,  p^  les  distances  du  centre  de 
l'ellipse  considérée  aux  sommets  1,  2,  3  da  triangle  inscrit; 
par  «1,  «2,  «3  les  inclinaisons  des  diamètres  correspondanis 
sur  l'axe  art  de  la  courbe,  on  peut  écrire 


—  )    COSaj  =  ^' 


^pl  - 1'' 


El  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'idenlîlé 
on  trouve  successivement  {/ig-  3()) 


\A 


iplacaiil  ciifTn  les  nrodi 


ITOClmlspip, 
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par  les  érjuiTalents  a,  P,,  a^  Pj,  ,  .  . 

(II)  a, P,  v'p;  —  É=  +  /ï, Pi s/pi  —  b^  +  a.  P, ^przr/,"i":=  o. 

Telle,  est  î'ci]uation  aux  carrés  des  demi-axes  [b)  d'une 
ellipse  en  fonction  des  côtés  a,,  a^,  %  d'un  triangle  in- 
scrit et  des  distances  Pi,  p,  ;  P»,  pa  ;  P3,  p^  du  centre  de  la 
courbe  aux  côtés  et  sommets  de  ce  triangle.  Ces  dernières 
distances  p^ ,  p,,  pj  disparaissent  d'ailleurs  de  l'équation  (II) 
développée. 

203.  Étant  donnés  quatre  points  et  le  centre  d'un 
ellipsoïde  de  révolution,  l'axe  double  2b,  ou  le  diamètre 
du  cercle  principal  de  la  surface,  est  défini  par  l' équation 


(II'] 


2^^sin(pip3p,) 


mi 


p,,pî,Pi,pi,  désignant  les  demi-diamètres  menés  du  centre 
aux  quatre  points  donnes,  et  sin  (ps.OsPi)  ^^  sinus  de 
l'angle  solide /orff^e  de  trois  de  ces  diaméti-es  [Noui'elles 
Annales  de  Mathématiques,  i865,  p.  208). 

20-i.  Problème  III.  —  Former  Véqnation  aux  carrés 
des  axes  principaux  d'une  conique  donnée  de  cenl/'e  cl. 
conjuguée  à  un  triangle  donné. 

Le  problème  actuel  se  peut  ramener  à  celui  des  précé- 
dents où  l'on  a  déduit  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes 
des  seules  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  d'un 
triangle  circonscrit. 

Soient,  en  effet,  pi,  p-i,  p^  les  traces,  sur  les  côtés  23, 
31,  12  du  triangle  conjugue  que  l'on  considère,  des  dia- 
mètres oi,  o2,  o3  aboutissant  aus  sommets  opposés;  et 
'"ii''5i''3  'fîs  points  définis  sur  ces  diamètres  par  les  rc- 

i.ii.,„(/;«.3.)       ^^       ^_       _^ 

""  ol.o/j,  ~~  nà.opi  ~^  oS.opi 
Les  points  ;■,,  r^.  r^  obtenus  de  la  sorte  appartiennc-nl  à  la 
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tourbe,  et  les  parallèles  menées  par  ces  points  aux  côlés 
23,  31,  12  du  triangle  conjugué  primitif,  déterminent  un 
second  triangle  l'2'3' circonscrit  à  la  conique  considérée  : 
dont  les  demi-axes  (b)  seront  fournis  dès  lors  par  l'éijua- 
tion  (I)  (Ti°200,p.  aia) 

(I)         a,  ^P;'  —  b'-h  a,  s/p'l^'bi  -+-  ^5  v'p;"  —  b'  —  o, 

où  a,,,a^,a^  désignent  les  côtés  de  l'un  quelconque  di's 
trianglesJemè;rtWeH2  3,  l'2'3';P',,F,,P;,icsdislances 
du  centre  de  la  courbe  aux  côlés  du  second  1  '2'  3'. 


D'ailleurs,  si  par  les  sommets  du  triangle  primitif  123, 
et  parallèlement  aux  côtés  opposés,  on  mène  les  côtés  d'un 
troisième  triangle  '1"2"3",  les  égalités  de  construction  (a) 
entraîneront  entre  les  distances  P,,  P', ,  P°  ;  Pj,  P'^,  P'^  : 
Pa,  P'j,  P"j  du  centre  o  do  la  courbe  aux  côlés  des  trois  trian- 
gles, les  relations  équivalentes 


("') 


("" 


les  lettres  h,,  h^,  Aj  désignant  les  hauteurs  opposées  au 
côtés  tt,,  Os,  «3  du  triangle  12  3,  prises  en  valeur  absolu* 
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i;t  les  distances  P,,  Ps,  Pj  ôtant,  comme  à  l'ordinaire,  né- 
galives  toutes  les  trois  pour  wn  point  o  qui  sérail  intérieur 
à  ce  triangle  (*). 

Or  les  valeurs  résultantes  de  P'^,  P'/,  P'j'  étant  substi- 
tuées dans  la  formule  (I),  elle  devient  successivement 

V  ^,,  <Jp,[P,+ h. }-/>'=  o, 
V  v'«.P.(",P.4-",/',)-6''ï;  =  o. 

ou,  en  utilisant  la  relation 

et  multipliant  tous  les  termes  par  \/ — i , 

(III)  ^'  v'^'^-7;  +  «,P,(«.l\  +  ^,P.)  ^  o. 

Telle  est.  V  équation  aux  carres  des  demi-axes  [b)  d'une 
ellipse  conjuguée  à  un  triangle  en  Jonction  dus  dis/ances 
PjtPsjPj  du  centre  lie  la  courbe  aux  côtés  de  ce  triangle 


et  des  nombr. 

ej  a,,  «5,  «3  qui  mesurent  ces  côtés. 

(■)0,,a.  d.w 

la  A-  3,, 

P,<0,      P,>o,      PjXi; 

tl  le  passade,  plu 

5  csplicilo,  des  i-elaUons 

(") 

^■-;?^-£s-^' 

au»  relations  (/<" 

)  esigerail  que  l'on  écrivo  d'abord,  au  iiou  de 

p.,                                    p,-:                            p.^= 

'       ~^          - 

(P,-i-ft,)(-P,)       {P,'^A..)P,       (P^-^K)^. 
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205.  Théorème  I.  —  La  somme  a^  -+-  b^  des  carrés  dei 
demi-axes  principaux  d'une  conique  est  mesurée  par  la 
puissance  du  centre  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  à  Vun  quelconque  de  ses  triangles  conjugués. 

(Fi....) 

L'énoncé  de  ce  tliéorème  serait  en  évidence  dans  le  se- 
rond  terme  de  l'î^quatioii  précédente  développée.  Pour  le 
vérifier  directement,  rapportons  ]a  courLe  (fig.  3a)  à  deux 
diamètres  conjugués  Ox,  Oy,  dont  l'un  Ox  passe  par  le 
sommet  A  du  triangle  conjugué  ABC  que  l'on  considère; 
et  désignons  par  A'  la  seconde  trace  de  ce  diamètre  sur  le 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  La  puissance  tr  du  centre 
de  l'ellipse  par  rapport  à  ce  cercle  sera  mesurée  par  le 
produit  OA.OA', 

(l)  nj  — ÔA.OÂ'.- 

Or,  le  côtéBC,  parallèle  à  Oj.,  coupant  l'axe  Ox  au  point 
P,  l'on  a  d'abord,  en  posant 


0P=::. 


■ciedes  quatre  poî 


et  la  division  harmonique  (B,C;IM,  M')  donnent  ensui: 
[.fis-  3») 

PA'.PA  =  PB.PC  :=  Pm'—  VW  ~- y"  —  %  («'=  —  ^'^', 
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et  l'on  en  déduit  successivement 

~       rt'=.PA             «'=(0A— OP)       ^,'J^ 
OA'  =  OP  H-  PA'  =  x'-\ ;^  =  ^-^-^ 


0A'  =  ^ 


Il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier,  membre  à  membre,  les 
égalités  (i),  (2).  (3);  et  l'on  trouve  dans  l'égalité  résul- 
tante, simpliiiée, 

206.   Une  autre  démonstration   résulterait  encore  des 
considérations  suivantes. 

Que  l'on  imagine  une  ellipse 


et  l'un  de  ses  triangles  conjugués;  et  que  l'on  prc 
ijig-  33)  l'une  des  traces  ni  du  cercle  circonscrit  i 
triangle  sur  le  cercle 


lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle  droit  c 
la  courbe.  Par  un  tliéorème  antérieur  (n"  i97,  p,  209), 
les  sommets  de  Jeux  triangles  conjugues  à  une  coniijiœ 
font  six  points  d'une  autre  conique.  On  pourra  donc 
prendre  le  point  m  pour  premier  sommet  d'un  second 
triangle  mnp,  conjugué  à  l'ellipse,  inscrit  au  même  cercle  C 
que  le  précédent,  et  dont  les  deux  autres  sommets  seront  les 
traces  de  ce  cercle  sur  la  polaire  du  point  ni  par  rapport  à 
l'ellipse.  Or  si  H  est  le  point  milieu  de  la  corde  NP,  la  di- 
vision harmonique  (N,  P;  w,  p)  entraîne  la  relation 

(1)  HN'=bp'=TÏ7!.H^. 
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En  outre,  comme  l'angle  IN  mP  est  droit,  le  point  H  est  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  NniP;  l'on  a 


H]N=HP  =  Hm 

Fis.  33. 


et  l'on  peut  écrire 
(r,3)  H^i'=:Hn.H^. 

La  droite  mH  menée  du  point  m  au  milieu  de  la  corde  NP 
est  donc  tangente  au  cercle  C.  D'ailleurs  cette  droite  pro- 
longée passe  par  le  centre  O  de  l'ellipse,  ou  du  cercle 
x'  -l~j''  ^=  fl*-f-  è^;  et  la  tangente  0»i,  menée  de  ce  centre 
an  cercle  C,  est  égale  à  ^a'  -i-  ù^  : 

207.  Bentnrf/ue.  —  Chacun  des  points  d'une  conique 
représente  un  triangle  conjugué  de  dimensions  évanouis- 
sautes  et  dont  le  cercle  circonscrit,  toujours  orthogonal  au 
cercle  diagonal  de  la  courbe,  est  tangent  à  celle-ci  au 
point  considéré.  On  peut  dire  encore,  en  des  termes  équi- 
valents, que  ce  cercle  touche  extérieurement  la  courbe,  et 
que  son  diamètre  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  celle-ci 
pour  le  point  considéré. 

Soient  effectivement  {fig-^^)  x  un  point  extérieur  à 
Fig.  ^. 


nique,  jz  la  polaire  de  ce  point;  et,  sur  celte  po- 
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laire,  j-  et  z  deux  points  conjugués  par  rapport  à  la 
courbe.  Le  point  x  demeurant  immobile,  si  le  point  j''  se 
rapproclie  infinim.ent  de  l'une  des  traces  de  la  droite J^'z  aiir 
la  courbe,  il  en  sera  de  même  du  point  z  ;  et  l'on  verra,  en 
passant  à  la  limite  (^^.35),  que  l'une  quelconque  des 
Fis.  35, 


un  point  extérieur, 
perdu  l'une  du  ses 
passe  par  ce  point 
de  celle  tangente,  et 
du  premier  x.  Or  si 
restant  fixe,  que  le 
élément  linéaire x;f, 
;ué  précédent,  va  se 
j-même  à  un  pointjj 


tangentes  menées  a  une  conique  par 
représente  un  triangle  conjugué  qui  a 
dimensions,  et  dont  le  cercle  circonsci 
extérieur  X,  par  le  point  de  contact  j 
touche  en  ce  dernier  point  la  polaire 
l'on  conçoit  maintenant,  le  point  y 
point  .V  s'en  rapproche  indéfiniment  ;  1' 
auquel  se  rédxiisait  le  triangle  conjuf 
réduire  à  son  tour  à  zéroj  ce  triangle  lu 
{Jig-  36),  et  son  cercle  circonscrit  qui 
Fig.  36. 


louchait  e 


B  poini 


i;i  polaire  du  point  x  et  coupait  orthogonalemcni  le  c 
diagonal  de  la  courbe,  en  un  cercle,  orthogonal  enoort 
{lernîer,  et  tangent  à  la  courbe  au  point  y- 

On  peut  ajouter  que  ce  cercle  limite  {,/ig.  36)  et  le  c 
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osculaleur  qui  lui  correspond,  se  touchent  extériei 
et  que  le  rapport  de  leurs  rayons  est  celui  de  i  à  2,  Quelle 
que  aoît  en  effet  la  courbe  considérée  (Jig'i^),  le  cercle 
variable,  qui  passe  par  le  point  de  concours  de  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  et  touche  leur  corde  de  contact 
en  l'une  de  ses  extrémités,  a  pour  limite  un  cercle,  tan- 
gent extérieurement  au  cercle  oscuJateur,  et  de  rayon 
sous-double. 

208.  THÉOKiiME  II.  ~  La  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  principaux  d'un  ellipsoïde  est  égale  à  la  puissance 
du  centre  de  la  surface  par  rappoit  à  la  sphère  circon- 
scrite à  l'un  quelconque  de  ses  tétraèdres  conjugués. 

Celle  proposition,  obtenue  d'abord  par  M.  Painvin 
[Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ,  1860,  p.  2yo), 
est  susceptible  de  différentes  vérifications  fort  simples. 

L'ellipsoïde 


étant  rapporté  d'abord  à  trois  djamèties  Ox,  Oj,  Oz 
{Jig-  37),  dont  l'un,  Ox,  passe  par  le  sommet  A  du  té- 
traèdre conjugué  A6CD  ;  soient  A'  la  seconde  trace  sur  le 
diamètre  Ox  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre; 

(l)  ET  =(51.04' 

la  puissance  du  centre  de  l'ellipsoïde  par  rapport  à  cette 
splicre  ;  et 

^  =  .v'  ^  OP 

le  plan  polaire  du  sommet  A,  on  le  plan  de  la  face  oppo- 
sée BCD  du  tétraèdre  ;  on  aura  d'abord 

Mais   il    résulte   du    théorème  précédent   que    la   somme 
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(/l'^  +  t'*)  (i~—'-^\  des  carrés  des  de  mi -axe  s  de  !a  section 


dclerminée  daus  l'ellipsoïde  par  !e  plan  BCD,  ou  x  =  .t', 
est  égale  à  la  puissance  du  centre  P  de  cette  section  pai- 
rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle  BCD,  ou  encore  h 


la  puissance  PA.PAMe  ce  meiue  centre  P  par  rappoil  à  i^ 
sphère  ABCD;on  a  donc 

PA.PA':^(È"-r  c")  |i—  1^\, 
et  l'on  cil  déduit  successivement 

OA' = op + l'A'  = .'  +  ('"yp-'  ^  y  +  ^+o^, 
(3)  0A'  =  (^:^±-^->-'. 

il  lie  reste  plus  qu'à  nmltipliei-,  meuibie  à  membre,  les 
égalités  (i),  (a),  (3).  L'égalitL-  résuliaute  étant  simpliliée, 
ou  trouve 
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209.  Autre  démonstration.  —  Considérons  ennore  un 
tétraèdre  conjugué  quelconque,  et  l'un  quelconque  des 
points  de  rencontre  m  {fig.28)  de  la  splièrL'  circonscrile 
à  ce  lélraèdre  et  de  la  sphère 


lieu  geometnqui 


sommets  des  trièdres  (rirectangles 
circonscrits  à  l'ellipsoïde  (a.  b,  c).  Par  un  théorème  sur 
lequel  nous  reviendrons,  mais  que  nos  identités  rendent 
déjà  évident,  toute  surface  du  second  ordre  menée  par 
si'ptdes  sommets  de  deux  tétraèdres  conjugués  à  un  ellip- 
soïde passe  d'elle-même  par  le  dernier.  On  pourra  donc 
prendre  le  point  tn  pour  premier  sommet  d'un  second 
tétraèdre,  conjugué  à  Tellipsoïde  [a,  h,  c),  inscrit  à  la 
sphère  S  comme  le  précédent,  et  dont  les  autn 
w,  p,  q  appartiendront  au  plan  polaire  du  point 
port  à  l'ellipsoïde.  Or  si  O',  A  et  B  désignent  1 
Fig.  Î8. 


/ 


les  domi-axes  principaux,  de  la  section  déleiininée  daus 
lY'llîpsoïde  par  le  plan  npq^  la  puissance  P^,  de  ce  centre 
par  rapport  au  cercle  n/J(/,  ou  par  rapport  à  la  sphère 
S  {mnpç],  sera  égale,  d'après  le  tliéorème  de  M.  Faure,  à 
A''  +  BV 
(i)  P^,  =  A>  +  B^ 

D'un  autre  côté  la  section  déterminée  dans  l'ellipsoïde  par 
le  plao  npq  étant  snscriptible  à  un  trièdre  trin-ctangle  de 
it  être  regardée  comme  un  el- 
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HpsoïdL'  [A.B,C)  inscrit  à  ce  trièdre,  ayant  pour  centre  le 
point  O'  centre  de  la  section,  et  dont  l'un  des  axes  pi-inci- 
paux  2G  serait  égal  à  zéro.  Le  théorème  de  Moiige,  appli- 
qué à  cet  ellipsoïde  évanouissant,  nous  donne  des  iors  : 

(2)  ÔÔ7,  =  A'  +  BS 

et,  par  suite, 

(1,2)  p„,  =  o^r. 

Or  il  résuite  de  cette  égalité  que  la  droite  mO',  menée  du 
point  m  au  centre  0'  de  la  section  déterminée  dans  l'ellip- 
soïde par  le  plan  polaire  de  ce  point,  est  tangente  à  la 
sphère  S.  Mais  cette  droite  hîO',  prolongée,  passe  par  le 


centre  O  de  l'ellipsoïde  ;  et  le  rayon  Om  =  \/a^  -h  b^  ~i-  c^ 
est  tangent  à  la  sphère  S.  Donc,  etc. 

210.  ThéohÎime  m.  —  Ze  rectangle  des  carrés  des 
demi-axes  pnncipaux  d'une  conique  est  égal  et  de  signe 
contraire  au  produit  des  distances  du  centre  de  la  courba 
aux  côtés  d'un  triangle  conjugué,  multiplié  par  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  : 

{a)  a^b^~—  2RP,PïPj, 


les  distances  P,,  P^,  Pj  étant  d'ailleurs  toutes  les  trois  né- 
gatives pour  un  point  situé  à  l'intérieur  du  triangle. 

L'équation  (III),  n^SOi,  p.  216,  foumîrail  à  la  fois 
l'énoncé  et  la  démonstration  de  ce  théorème  que  nous  nous 
proposons  ici  de  vérifier  directement. 

Soient,  à  cet  effet  {jîg.  Sgj,  O  le  centre  de  l'ellipse  con- 
sidérée ;  fl,,  fli,  flj  et  S  tes  côtés  et  l'aire  d'un  triangle  con- 
jugué A,  Aa  A3.  Si  l'on  remplace  2R  par  le  nombre  équi- 
valent — '— ^— ^  i  la  formule  qu'il   s'agit  de  vérifier  pourra 
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s'écrire  successivement  : 


en  appelant  p  la  trace  du  côlé  As  A3  sur  le  diamètre  OAi  et 
0  l'inclinaison  de  ce  côté  sur  ce  diamètre.  Or  si,  rappor- 
tant la  courbe  aux  diamètres  conjugués  OAi  oti  Ox,  et  Oy 
parallèle  à  A»  A;;,  on  désigne  par  n\  b'  les  demi-diamètres 


Fig.  39. 


ÎE 


corresi 


ipondanls,  par  x'  l'abseisse  Op  :  on  trouve  sans  peine. 


sur  la  figure, 

{0  ^'=^^' 


^■'  A,/ï       Ok,—Op       ^_    ,       a'  —  '^' 

et  toutes  ces  valeurs,  substituées  dans  la  relalion  («'),  en 
font  effectivement  une  identité. 

i5 
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21!.    L^ellipse  vadahU  {a,  h)  se.  ttaiisfonnaîU  sous  la 
(.■ondition  ordinaire,    lim  —  =^  p,  en  une  parabole  de  pa- 

rainèlrc.  "ip  ;  la  formule  [a]  se  transforme,  en  même  Iciiips, 
dans  celle-ci  : 

;,  =  -aItcosa,cos«,cos«., 
a,,  «ï,  «a  désignant  les  inclinaisons,  sur  l'axe  de  la  para- 
hole  j^  =  a  px,  des  iioj'males  aux  côtés  i,%Z  d'un  triangle 
conjugué  quelconque. 

Car  si  l'oK  rapporte  aux  axes  fixes  habituels  l'ellipse  va- 
riable 

et  les  côlés  1,2,3 


-A) 


X  (j^cosH,  - 
X  (^cosaj  - 

du  triangle  conjugué  que  l'on  considère;  !cs  dislaiices  à  ees 
côtés  du  centre  mobile  (x  =  ",j'  =  o)  de  l'ellipse  auront 
pour  valeurs  respectives  : 

P,  =  ,îCOS«i  — /^i,      P,  =  ncosa,  — /ï,,      P,:^  ncosa.i  — />j. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 
(«)  ft=È'==— 2RP,P,P„ 

il  vient 
[a')  «'È==.-2a(«cos^,-/.,)(^c<.s«,-/;,)(«.os>, -/.,), 

ou  en  divisant  par  a'  les  deux  membres  de  cette  egalilé, 
el  passant  à  la  limite, 

212.  Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  milieux 
des  côtés  d'un  triangle  conjugué  à  la  parabole  est  de  lui- 
même  circonscrit  à  la  courbe,  et  réciproquement  (Mem- 
tiok).  D'ailleurs,  les  rayons  des  cercles  circonscril.s  au  pie- 
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mier  et  au  secowd  triangle  sont  dans  le  rapport  de  2  à  I .  On 
a  donc  aussi 


(k")  /i'R  =  2P,P,P;, 

formule  que  l'on  peut  vérifier  directement  et  qui  donne  !o 

flenii- para  mètre  p  d'une  parabole  inscrite  à  un  triangle 

en  fonction  des  distances  P, ,  Pj,  Pj  du  foyer  de  la  courbe 

aux  côtés  de  ce  triangle,  et  du  rayon  R  du  cercle  circon- 

scrit. 

213.  L'expression  du  rectangle  des  axes  principaux 
d'une  ellipse  en  fonction  des  distances  du  centre  de  la 
courbe  aux  côtés  d'un  triangle  conjugué  est  susceptible 
d'une  autre  détermination  géométrique  tirée  de  la  compa- 
raison de  l'ellipse  au  cercle  décrit  sur  l'un  de  ses  axes 
comme  diamètre,  et  que  nous  allons  indiquer  comme  in- 
troduction au  problème    analogue  pour  rellipsoïdc, 

i).   A  cet  effet,  considérons  en  premier  lieu  un  cercle 
de  rayon  A  {jig.  4»)  ayant  son  centre  à  l'origine  0  et  con- 
fia. 4o. 


jugué  aa  triangle  ABC.  Menons  OA,  OB,  OC,  et  soient 
a,  p,  y  les  traces  de  ces  droites  sur  les  côtés  opposés  BC, 
CA,  A!3,  qu'elles  coupent  d'ailleurs  à  angle  droit.  Nous  au- 
rons, parles  propriétés  des  pôles  et  polaires  dansie  cercle, 
A'=0A.0a  =  0B.0p=0C.07, 
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ei,  par  suite,  en  appelant  k,  [3,  y  les  dislancps  rlu  rciiirc  du 
cercle  aux  côtés  du  triangle, 

[a)  A'=(0A.0B.OG)(o|îï). 

D'ailleurs,  la  mesure  des  espaces  triangulaires  OBC,  OCA, 
OAB  donne  lien  à  trois  relations  de  celte  forme 

OB .  OC .  si  n  A  =3  BC  .  Ô^ -3  a .  •-!, 

el  l'on  en  déduit 

06.00  =  -.-"— -a, 


ou,  en  appelant  R.  le  rayon  du.  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC, 

0B.0C  =  2R.a,      OC.OA=-aR.p,      OA.OI!=:  yR.7, 
[b]  OA.OB.OC  =  v'ïâRJ'"?"/- 

Combinant  [a]  et  (Z>),  il  vient 
(i)  A^=^R<iï; 

c'est  ponr  le  cercle  la  formule  cherchée,  mais  que  nous 
devons  écrire,  en  vue  de  la  traJis formation  qu'il  nous  reste 
à  effectuer, 

^-^^-     a.b.c      -^^■^ÇyZs--'  .s         ' 

ou  enfui 


.),   Le  cercle  précédent 


et  le  triangle  conjugué  ABC  étant  rapportés  à  un  même  sys- 
tème d'axes  Oa:,  0_^,  imaginons  que  l'on  conserve  l'ab- 
scisse X  de  chacun  des  points  de  la  figure,   en  diminuant 
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l'ordonnée  correspondante  y  dans  le  rapport  de  B  à  A  : 


Par  ce  changement,  le  cercle  primitif 


e  transforme  en  une  ellipse  concentrique 


le  triangle  ABC  conjugué  à  ce  cercle,  en  un  triangle  A,  B,  Ci 
conjugué  à  cette  ellipse,  et  tous  les  espaces  triangulaires 
OBC,  OCA,  OAB,  ABC,  en  d'autres  qui  sont  ans  premiers 
dans  le  rapport  de  B  à  A  : 


OB,C,  =  OBC.-,    -M 

A,  it,  C, 

=  ABC.-; 

d'où 

S)              OBC=zOB,C,.-^;--, 

ABC 

=  A,B,C,.^. 

Or,  si  l'on  substitue  ces  valcu 

rs  dans 

la  formule  (i'),  elle 

devient  successivement 

S.OB,C,.OC,A,.OA,B,       \bJ 
^'                   a.A,B,C,             ^     A 

-     ™      ^[^ 

B 

8.0B,C,.0C,A,.0A, 

A^E'=: „  p 

B,^(_«, 

2S, 

......  .  .  -^1 

^  —  -,.   fl 

-,     &-?! 

A'.B"=s„.p,,„.— —  = 


A-.B^=2R,. 
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214.  Remarque.  —  La  même  métliode  serait  encore  ap- 
plicable aux  problèmes  suivants  : 

Le  rectangle  des  ascs  principaux  d'une  conique  insci'iie 
{circonscrite)  à  un  triangle  ABC  pouvant  s'exprimer  eu 
fonction  des  dislances  du  centre  de  la  courbe  ans  côtés  du 
triangle  médian  A'B'C  (et  aux  côtés  même  dn  triangle 
ABC|  —  Steiser,  Faure,  —  trouver  chacune  de  ces  foue- 
tions  s' 

A'.B'=:4R.a'.e'.7'(STF,!NER),         A^ii=  — -y-^;?-VR   (FaURe). 

215.  Théorème  IV.  —  Le  produit  a^b^c^  des  carrés  des 
demi-axes  principaux  d'un  ellipsoïde  est  égal  et  de  signa 
contraire  au  produit  des  distances  du  centre  de  la  sur- 
face aux  plans  des  faces  d'un  tétraèdre  conjugué  {Quel- 
conque, multiplié  par  un  facteur  géométrique  a  K^  qui  ne 
dépend  que  du  tétraèdre  : 

rt',6'.c'  =  —  «  p.-f.S.-iKK 

i).  Les  côtés  a,  b,  c,  d  d'un  quadrilatère  gauclie,  consi- 
dérés en  grandeur  et  en  direction,  donnent  lieu  à  celte 
suite  de  rappoi'ts  égaux 

a_b_c_,l_i    a.b.c.d 
sin  (6c<ij~  sin  {cda)  ^sin  {dab]  ~  siû  [aèc]  ~  6  V^^' 

On  a  effectivement,  pour  le  volume  du  tétraèdre  compris 
sous  les  luèmes  sommets  {fig>  4i)i 

\  —^h.c.rr.sin{hrd')  =  ^.b.c.d.&m[bril}, 

(7         _  I    abcd 
sï"n(>rf)  "6'~V~  ■ 

sin  (hcd)  désignant  le  sinus  de  l'angle  solide  des  trois  di- 
rections b,  <îj  d,  ou  le  facteur  trlgonomctrique  par  lequel 
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■1  devrait  muUiplîer  le  produit  de  irois  arêtes  parallèles  à 


ces  directions  pour  obtenir  le  volume  du  parallélipîpède 
construit  sur  ces  arêtes. 

a).  Soient  V  le  volume  du  premier  tétraèdre,  F^,  Fu, 
Fc,  Fp  les  aires  de  ses  faces  et  a',  b',  c',  d'  les  côtés  d'un 
quadrilatère  gauche  orthogonal  au  tétraèdre  précédent, 
c'est-à-dire  ayant  ses  côlés  successifs  perpendiculaires  aux 
plans  des  faces  dece  tétraèdre etproporiîonnels  aux  aires  de 
ces  faces.  Le  volume  V  du  tétraèdre  a' h' c'  A'  compris  sous 
les  mêmes  sommets  a  pour  valeur 


ï-jV. 

3) 

On  a,  d'ailleurs,  dans  ce  dernier  quadrilatère 

a-                         b'                            I    a'.h'.c'.d' 

sin(6'c'rf'}       sin(f',;'ft')                  6           V 

delà 

en  revenant  au  tétraèdre  primitif  et  désigna 

..P, 

/,  S  les  directions  de  ses  quatre  hauteurs. 

w 

Fa                F„                      F^.Fb.Fc.F,,       ^, 

4).   Le  volume  du  tétraèdre  ayant  pc 
gine  et  les  points  [yyyz),  [x'y' z').  [x"y"z"),  est  doi 
par  la  formtile 
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5).  Si  les  iroisîèincs  coordonnées  E,  ^',  z", ..  .  de  tous 
les  points  de  la  figure  augmentent  dans  un  rapport  donné, 
le  volume  du  tétraèdre  augmente  dans  le  même  rapport  ;  et 
il  en  est  de  même  pour  un  tétraèdre  qui,  n'ayant  aucun  de 
ses  sommets  à  l'origine,  pourrait  encore  être  considéré 
comme  égal  à  la  somme  algébrique  de  quatre  tétraèdres 
ayant  un  sommet  commun  à  l'origine. 

6) .  Ces  lemmes  posés,  considérons  d'abord,  au  lieu  d'un 
ellipsoïde,  une  sphère  de  rayon  n,  ayant  son  centre  à  Vo- 
rigine  O  et  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD. 

Menons  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  et  désignons  par 
«,  |3,  y.  d  les  traces  de  ces  droites  sur  les  plans  des  faces 
opposées,  qu'elles  coupent  d'ailleurs  à  angle  droit;  nous 
aurons,  par  les  propriétés  des  pôles  et  plans  polaires  dans 
lasphère(/;g.  4^), 

«>=z^OA.Oa  — 0]i.O|3r=OC.07-:OD.Oû; 

d'où,  en  appelant  a,  (3,  y,  i5  les  distances  du  centre  de  !a 
sphère  aux  plans  des  quatre  faces  de  tétraèdre, 

[a)  fl'  =  OA.OB.OC.ODX«.p.7.3., 

D'mi  autre  côté,  les  aires  des  faces  BCD,  CDA,.  .  .  étant 
désignées  par  Fa,  f  y, .  . . ,  et  les  directions  des  normales 


OA,  OB, .  .  .  aux  plans  de  ces  faces  par  les  mêmes  lettres 
a,  p,...;  le  volume  de  cliacun  des  tétraèdres,  tels  que 
OBCD,  est  mesuré  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  produits 

^OB.OC.OD.sin(OB,OC,  ODj  =p  OB.OC.OD.sin  (p^îj. 
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On  a  donc 


OB.OC.OD::! . 


Fa 


ou,  en  ayant  égard  à  la  formule  (A), 

0Il.0C.0D  =  2û^.K=, 

OG.OD.OA  =  ?,fi.K,S 

OD.OA.OB=  r'v-K', 

OA.OB.OC  — 23.K*; 
CI,  par  suite, 

(0A.0B.0C.0D)'={3K=)\a.p.7.â, 

(6)  OA.OB.OC.OD  —  v'("à'K~)^^."^7T^- 

Or,  si  l'on  substitue  cetle  valeur  dans  la  formule  (rtj,  elle 
devient  successîvi 


«'— a.p.7.3,/{2K')'.«.p.7.^, 

C'est,  pour  la  sphère,  la  formule  chei'cliée,  m 
devons  écrire,  en  utilisant  la  formule  (A), 


et  en  vue  de  la  transformation  qu'il  nous  re; 

„.^,l-.l.)(fj:.)l7-rc)(S-r,) 
2v. 
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^_     3^0BC_D^0CDA.0DAB.0ABC 
2(ABCD)' 

n).   La  sphère  précédiinte 

(S)  5+5  +  5='- 

et  le  tétraèdre  conjugué  ABCD  étant  rapportés  à  uii  même 
système  d'axes  ox,  oj,  oz,  imaginons  que  l'on  conserve 
les  premières  coordonnées  x  elj  de  tous  les  points  de  la 
figure,  en  augmentant  le  z  de  chaque  point  dans  le  rap- 
port de  c  à  «.  Par  ce  changement,  la  sphère  priimlivo 

su  Iransfornu:  en  un  ellipsoïde  de  révolution 

le  tétraèdre  ABCD,  conjngné  à  cette  sphère,  en  un  té- 
traèdre A,  Bi  C,  Di  conjugué  à  cet  ellipsoïde;  et  tous  les 
volumes  OBCD,  OCDA, . . . ,  ABCD,  en  d'autres  qui  sont 
aux  premiers  dans  le  rapport  de  c  à  a  ; 

OB,  CD,  =  --OBCD,  .  .  .  ,  A,E,C,D,  =  -' ABCD, 
d'où 
:'.')        OBCDrrr''.OB.C,  D,,.  .  .  ,  ABCD  — -■  A,  E,  C,  D,; 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  relation  (i'),  elle 
devient  d'abord 

^_      3'.0BiC|D|.0C,  D,  A,.OD|A,B,.OA,B,C|        [c  } 
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,    ,_       3' .PB,  Cl  D,.OCi  D,  Al  .0D|  A,  Bi-QA,  E,  C, 
2(A,  B|C,Di)" 

8).  Conservant  ensuite  les  coordonnées  x  ei  z  de  tous 
les  points  de  îa  figure  précédenie,  imaginons  de  même  que 
l'on  augraenteTy  de  chaque  point  dans  le  rapport  de  b  aa. 
Par  ce  changement  l'ellipsoïde  de  résolution 

se  transforme  en  un  ellipsoïde  quelconque 

c*"'  I +?  +  ?  =  '■ 

le  tétraèdre  conjugué  AiBjCiDi,  en  un.  tétraèdre 
As  Ba  Ca  Dj  conjugué  à  ce  nou\'el  ellipsoïde;  et  tous  les 
volumes  OBi  Cl  D,,. ..,  A,  Bi  C,  D,,  en  d'autres  qui  sont 
aux  premiers  dans  le  rapport  àe  b  a  a: 

b  b 

OB,  C,  D,  =  OB,  Cl  Di  .-,-■■,  A,  B,  C,  D,  ---.  A|  B,  C,  D| .- , 

d'où 

(«ij  OB|C|Di  =  ^-OB,CiD„.  ..,  A|B|C|Di  =  J'-A,B,C,Di. 

Or  ces  valeurs  étant  substituées  daus  la  formule  (i''),  elle 
3'.0B,C;D,.0C,D,Ai-0Di,AîB,.OA,B,C, , 


-X  - 


S(A.B.C.D.).  (^jj 

3'.0BiC,D,.0C,D,A,.OD,A,  B,.OA,B,C, 
;i   )     fl^i\c==2..— — 

"(A,B:C,D,)^ 

i)e  là,  en  supprimant  les  indices  maintenant  inutiles,  et 
désignant  par  ■;:,  ['î,  y,  cl  les  distances  du  centre  deTellip- 
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solde  actuel  (S'')  aux  plans  des  faces  du  tétraèdre  conju- 
gué Ai  Bj  C,  Ds,  ou  ABCD  ;  par  F^,  Fb,  Fc,  Fj,  les  aires  des 
faces  de  celui-ci,  par  V  son  volume,  nous  pourrons  écrire 


OU  enfin 

(I)  U'^-^-— ^■■■  =  ^"^"'"^"- 

^'  si»  (M)  9  y. 

216.  Remarque.  —  On  peut  traiter  à  part  la  question 
des  signes,  de  la  manière  suivante. 

a).  Une  conique  rapportée  à  un  triangle  conjugué  ABC 
étant  représentée  par  l'équation 

les  couples  de  tangentes  réelles  ou  imaginaires  menées  à 
la  courbe  par  chacun  des  sommets  A,  B,  C  du  triangle 
donné  ont  respectivement  pour  équations 

m"B'-l-n=C—-o,      /'A'— n'C==o,      Pk'~  /n'B'=:o. 

Le  premier  sommet  A  est  donc  intérieur  à  la  courbe  et  les 
deux  autres  lui  sont  extérieurs. 

Si  donc  la  courbe  considérée  est  une  ellipse,  de  centre  O 


[Jig.  43),  et  dont  les  demi- diamètres  dirigés  soiv 
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OB,  OC  soient  désignés  par  a' ^  £',  c',  les  relations 
OA.OA'  =  o'=,     OB.OB'=://%     OC.OC'=c", 

associées  à  la  situation  intérieure  du  sommet  A,  extérieure 
des  sommets  B  et  C,  entraîneront  les  inégalilés 
OA  <  OA',     0B>  OB',     OC>OC. 

Les  trois  groupes  de  points  O,  A,  A', . .  .  se  succèdent  donc 
dans  cet  ordre 

O,  A,  A';     O,  B',B;     0,  C,  C; 

et  comme  les  coordonnées  triangulaires  des  trois  somiiicls 
A,  B,  C  sont  nulles  ou  négatives,  les  coordonnées  («,  f3,  ■/) 
du  centre  0  de  Vellipse  conjuguée  ont  les  signes  suivaiUs  : 

"<o>      P>o,     v>o. 
Le  produit  a.  j3.  y  est  donc  négatif,  et  la  formule  du  n°  211* 
doit  s'écrire 

û'.È'  =  — aR.a.p.y. 

é).  Une  surface  du  second  ordre,  à  courbures  de  même 
sens, —  ellipsoïde  ou  liyperboloïde  à  deux  nappes,  —  étant 
représentée  par  l'équation 

les  cônes  circonscrits  à  la  surface  et  ayant  pour  sommets 
respectifs  les  sommets  A,  B, .  ,  ,  du  tétraèdre  conjugué  que 
l'on  considère,  ont  respectivement  pour  équation. 

—  m'B'— «'C— ■/>'D'=o,       TA'— n'C  — ^=D'=o, 
/!A'—  m=B'— p=D=i=o,      /^A^  — m'B'— n'C'=o. 

Le  premier  de  ces  cônes  est  donc  imaginaire,  les  trois 
autres  sont  réels.  Le  sommet  A  du  tétraèdre  est  donc  inté- 
rieur à  la  surface  et  les  trois  autres  B,  C,  D  lui  sont  exlé- 

Si  donc   la    surface    considérée    est  un    ellipsoïde,   de 
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centre  0  [Jig.  4^),  et  doiU  les  quatre  de  mi -diamètres  dir 


\{ 


gés  suivant  OA,  013,  OC,  OD  soi<!in  désignés  par  «',  //,  c' , 
d\  les  relations 

OA.OA'  =  n",      OB.OB'=i"     OC.ÛC'  =  c'',      OD.OD':^:  f/", 

associées  à  la  situation  intérieure  du  sommet  A,  exiérieurt 
des  sommets  B,  C,  D,  entraîneront  les  inégalités 

OA  <  OA',     OB  >  OB',     OC  >0C' ,     OD  >  OD'. 

iccèdent  dont 


Les  quatre  groupes  de  point  O,  A,  A'. 
dans  cet  ordre 


0,  A,  A'; 


O,  C,  C;      0,D',  D; 


et  comme  Jes  coordonnées  té traédriques  des  sommets  A,  B, 

C,  D  sont  nulles  ou  ne'gatives,  les  coordonnées  a,  fi,  y,  d  du 

centre  O  de  l'ellipsoïde  conjugué  ont  les  signes  suivants  : 

«<o,     p>o,     7>o,     .î>o. 


Le  produit  a^yS  est  donc  négatif,   et  la  for 
dente  (I)  doils'écrlre 

(1')  r,\b=.c'  =  —«.i^.-t.3-.<zK.K 

217.  Si,  sous  les  conditions  ordinaires 


ule 
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ELLIPSE    d'aire    maximum    IRSCiUTE    AU    QUADRILATÈRE.      23^ 

l'ellipsoïde 

se  transforme  en  un  paraboloïde 


3a  relation  précédentR  (1)  se  cfiaiige  on  inÉme  temps  dans 

(l')  /,./=cos«.cosp.cos7.cos3.2K', 

OH  p,  p'  désignent  les  demi-paramètres  pHncipaux  et  c^, 
(3,  y,  0  les  compléments  des  inclinaisons  de  l'axe  du  pa- 
raholoïde  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  conjugué. 

§  in.  —  De  l'ellipse  de  plus  grande  sur/ace  parmi  toutes 
celles  que  Von  peut  inscrire  à  un  quadrilatère  donné, 
et  de  V ellipsoïde  déplus  grand  volume  pai-mi  tous  ceux 
que  Von  peut  inscrire  à  un  système  de  huit  plans. 

218.  Les  théorèmes  du  paragraphe  précédent  permettent 
de  ramener  à  son  véritable  principe  la  construciion  obte- 
nue par  Steiner  de  Vellipse  de  surface  maximum  ou  mini- 
mum parmi  toutes  celles  que  l'on  peut  inscrire  à  un  qua- 
drilatère donné.  Fondée  effectivement  sur  l'évaluation 
préalable  du  rectangle  des  axes  d'une  conique  inserite  à 
un  triangle,  la  méthode  de  l'illustre  géomètre  nes'applique 
ni  au  problème  plan  corrélatif,  ni  aux  problèmes  analo- 
gues pour  les  surfaces  du  second  ordre;  et  c'est  encore  au 
grand  ouvrage  d'où  procède  toute  la  géométrie  contempo- 
raine qu'il  faut  demander  le  principe  autour  duquel  se 
rangent  naturellement  tous  les  cas  du  problème  et  qui  ré- 
side dans  1  existence  d'un  triangle  ou  d'un  tétraèdre  con- 
jugué commun  à  une  série  de  courbes  ou  de  surfaces  du 
second  ordre  assujetties  à  n  conditions  communes  (n  =^  4) 
ou  n  =  B)  [Traité  des  propriétés  projectiles,  p.  386). 
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Une  tonique  étant  inscrite  à  un  (juadrilatère,  on  sait 
effectivement  que  le  triangle  Ai  Aj  A3  formé  des  trois  dia- 
gonales de  celui-ci  est  conjugué  à  cetle  conique  dont  le 
rectangle  des  carrés  des  axes  est  proportionne!  un  produit 
des  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  de  ce  triangle 
cl  devient  maximum  ou  miniuiuin  en  même  temps  que  ce 

rt^È'  — —  3.R.P,I',P,, 

(Théorème  ÏII,  p.  224,  n^SlO). 

D'ailleurs,  la  médiane  d'un  quadrilatère  esi  lo  lieu  des 
centres  de  toutes  les  coniques  inscrites.  Si  donc  [Jig-  4i>) 
Oi,  flî,  «3  désignent  les  traces  de  cette  droite  sur  les  côtés 
du  triangle  diagonal  Ai  A,  A3  (et  ces  traces  sont  justement 


/ 


les  points-milieux  des  trois  diagonales),  le  centre  O  de 
courbe  cherchée  devra  satisfaire  à  la  condition 

0«,,0«,.0«,  =  ma^imum. 

De  là,  avec  une  notation  qu'il  est  inutile  d'expliquer, 
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iTÈRE    ClUCONSCUlPTrBLB. 

et,  par  suite, 

-  -1-  . h— —  =o 

(.)              o. 

\   On,        Oa,       Oa, 

équation  du  second  degré  en  x,  dont  les  racines,  totijours 
réelles,  sont  séparées  par  les  nombres  a,  et  a^,  «,  eirt,. 
Deux  coniques  répondent  donc  toujours  à  la  question  :  une 
ellipse  dont  le  centre  est  compris  entre  les  points-milieux 
a„  Os  des  deux  premières  diagonales,  et  dont  la  surface  est 
maximum;  une  hyperbole  dont  le  rectangle  des  axes  est 
aussi  maximum  et  dont  le  centre  tombe  entre  les  points- 
milieux  dj,  ûs  des  deux  dernières  diagonales  (*). 

Le  cas  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  se 
traiterait  d'une  manière  semblable  {iVoHfe//«j  annales  fie 
Mat/iêmatiqiies,  i865,  p.  3oS). 

219.  Si  le  quadrilatère  proposé  est  circonscriplible, 
l'ellipse  de  surface  maximum  ne  coïncide  avec  le  cercle 
inscril  que  d'une  manière  accidentelle.  Le  centre  0  de  cette 
ellipse  doit  vérifier,  en  effcl,  la  condition  [fig-  ^Q] 

où  les  divers  segments  Oa,,...  sont  pris  en  valeur  absolue.  Si 
l'on  désigne  d'ailleurs  par  î,  î',  %  î',  $',  î'  les  sis  demi- 
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mgles  intérieurs  <lu  quadrilatère  tiroonscriplible 


liéré,  on  trouve  par 
inscrit  satisfait  à  cet 


i  géométrie  que  le  cenlrc  O  du  c 
;  double  proportion 


égalité  conditionnelle  (i')  ne  serait  donc  vérifiée  par 
nire  O  du  cercle  inscrit  qu'autant  que  l'on  aurait 


I') 


sinl.sinr- 


eet  homogène  entre  les  sinus  des 


Or  celle  relation  lin 
demi-inclinaisons  de  l'un  quelconque  des  côlés  du  quadri- 
latère sur  les  trois  autres,  définit  la  direction  de  celui  de 
ces  côtés  que  l'on  voudra  regarder  comme  arbitraire  ;  elle 
ne  sera  donc  point  satisfaite  d'elle-même  pour  un  quadri- 
latère cîrconscriptible  quelconque  dont  les  quatre  côtés  à 
la  fois  peuvent  être  dirigés  arbitrairement. 

220.   Le  problème  relatif  à  Vollipsoïde  de  pins  grand 
volume  paiDii  loas  ceux  que  l'on  peut  inscrire  à  huit  plans 
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donnés  se  ti-aiteraît  d'une  manière  semblable;  et  coniiin! 
lous  ces  ellipsoïfîes  ont  leurs  centres  sur  une  droite  Ox  que 
nous  savons  construire;  comme  ils  admettent  un  tétraèdre 
conjugué  commun  que  nous  apprendrons  à  construire 
(Chapitre  XII),  et  que  le  rectangle  «^i^c' des  carrés  de  leurs 
axes  principaux  est  dès  lors  proportionnel  au  produit  des 
distances  de  leur  centre,  ou  d'un  point  de  cette  droite,  aux 
plans  des  faces  de  ce  tétraèdre  ;  on  voit,  en  supposant  cette 
double  construction,  et  désignant  par  «,,  a,.  Aj,  a^  les 
traces  de  cette  droite  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre,  que 
le  centre  0  de  la  surface  cherchée  devra  satisfaire  à  la 
condition 

0«,.0«,.0<i,.0«4=n 


et  que  sa  position  sur  la  droite  des  centres  Ox  sera  défin 
par  Tune  des  équations  suivantes 

/(^)  =  (.^  -«0  (.-.-a,)  (,r-  «.}  (^  -  «,)  -  maximura, 
/'  {■^)  ^  ^ 

c'est-à-dire,  en  développant, 


\   Oa,        Ofl,       Oflj        0«, 

équation  du  troîsièmedegré  dont  les  racines,  toujours  réelles, 
sont  séparées  par  les  nombres  Oj,  at,ci,,  dj.  Trois  surfaces 
distinctes  répondent  donc  toujours  à  la  question,  dont  les 
centres  tonibent  alternativement  entre  les  points  a,  elir^, 
«5  etrt,,  «,  et  «i  ifig.  4?)  ;  et  qui  sont  alternativement  à 


urbures  opposées  ou  de  même  sens  :  ainsi  que  cela 
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des  changements  de  signe  du  produit 

§  IV,  —  Des  axes  principaux  d''iui  ellipsoïde  défini  par 
trois  diamètres  conjugués  et  de  leur  construction  à  l'aide 
d'une  hyperbole  et  d'un  cercle. 

221.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C  et  le  centre  O 
d'une  conique,  les  directions  des  axes  principaux  de  la 
courbe  se  peuvent  déterminer  à  priori  de  la  manière  sui- 
vante : 

Prenant  les  points-milieux  A',  B',  C  des  côtés  du 
triangle  ABC,  et  le  point  de  concours  H'  des  hauteurs  du 
triangle  résultant  A'B'C,  on  mène  la  droite  OH'  et  l'on 
détermine  le  point  de  concours  F  des  symétriques  de 
celte  droite  par  rappoit  à  deux  des  côtés  du  triangle 
A'B'C;  les  bissectrices  de  l'angle 

OH',  OF 

fournissent  les  directions  cherchées. 

222.  De  même,  étajït  donnés  le  centre  O  d^me  conique 
et  l'un  de  ses  triangles  conjugués  ABC,  sil'on  prend  le 
point  de  concours  H  des  hauteurs  de  ce  triangle,  et  que, 
menant  la  droite  OH,  on  détenninele  point  de  concoui-s  F 
des  symétiiques  de  cette  droite  par  rapport  à  deux  des 
côtés  du  triangle  ABC,  les  axes  principaux  de  la  courbe 
seront  dirigés  suivant  les  bissectrices  de  l'angle 

OH,  OF. 

Lesét[uatioiis  comparées 

flA'+6B=-hcC'=o,      rt'X'-+-  fr'Y'  +  c'^o 
de  la  courbe  rapporice  alleriialivement  au  Iriaiigie  coiiju- 
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AXES    PRINCIPAUX    DE 

gué  ABC,  ou  à  ses  axes  principal 
meut  l'identité 


-ô'T=-+-c'  =  o, 


ou  la  conclusion  que  les  droites  ABCXY  =  o  et  la  droite  à 
l'infini  représentée  par  l'équation  c'=  o  font  six  tangentes 
d'une  même  conique  :  une  parabole  dont  la  directrice  est 
inimédiatementdéterminée  par  deux  de  ses  points,  le  point 
de  rencontre  H  des  banieurs  du  triangle  circonscrit  ABC 
et  le  point  de  concours  des  deux  tangentes  rectangulaires 
OX,  OY,  ou  le  centre  donn.i  O  (fg.  48).  Le  foyer  F  de 
rig.  48. 


1  la  parabole 
djacenls  for- 


cetie  parabole  auxiliaire  se  trouvera  d'ailleurs  au  poîn 
d'intersection  de  deux  droites  symétriques  de  la  dircctrici 
OH  par  rapport  à  deux  des  côtés  du  triangle  ABC.  Or,  s 
l'on  joint  au  centre  donné  0  le  point  F  ainsi  détermine 
les  tangentes  OX,  OY  menées  du  point  0 
coïncideront  avec  les  bissectrices  des  angles 
mes  par  la  directrice  OH  et  la  droite  OF. 

La  construction   du  numéro    prcrédent    résulte 
même  des  équations 

AB  +  BG4-CA=n,     «X' +  ftY=-!- c  =  o 

de  la  courbe  rapportée  au  triangle  inscrit  ABC  c 
axes  principaux.  L'identité  résultanie 

AB  +BC  +  CA-l-oX=-l-  hY'--hc=^o 
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exprime,  eu  effet,  que  les  axes  cherchés  coïiicidenl  avec 
les  tangentes  menées  du  point  O  à  une  parabole  conjuguée 
au  triangle  ABC,  et  dès  lors  circonserite  au  triangle  mé- 
dian A'B'C.  Or  ces  tangentes  résultent  du  triangle  A'B'C 
et  du  point  de  rencontre  de  ses  hauteurs  H',  comme  les 
précédentes  du  triangle  ABC  et  du  point  H. 

Observation,  —  Les  rayons  menés,  du  point  0,  aux 
sommets  du  triangle,  et  les  parallèles  à  ses  côtés ,  issues  du 
même  point,  font  trois  couples  de  diamètres  conjugués  de 
la  courbe,  ou  trois  couples  de  rayons  conjugués  d'un  fais- 
ceau en  ïnvolution.  Deux  de  ces  couples  suflisent  d'ail- 
leurs pour  définir  ce  faisceau  dont  les  rayons  conjugués, 
perpendiculaires  entre  eux,  fourniront  ensuite  les  axes 
que  Ton  cherche  :  et  telle  est  la  solution  normale  du  pro- 
blème. Celle  que  l'on  vient  de  do.mer,  entièrement  irré- 
gulièro  au  point  de  vue  didactique,  offre  pourlant  un 
exemple  de  ce  que  devraient  être  la  plupart  des  construc- 
tions de  la  géométrie  :  une  simple  combinaison  des  don- 
nées immédiates  de  la  figure  dont  les  points  ou  les  lignes 
les  plus  remarquables  remplaceraient  les  éléments  étran- 
gers que  l'on  y  fait  trop  souvent  intervenir.  Le  principe 
que  nous  y  avons  employé  se  retrouvera  d'ailleurs  dans 
le  problème  suivant,  qui  est  un  peu  moins  facile,  et  dont 
on  ne  connaît  encore  qu'un  très-petit  nombre  de  solu- 
tions. 

223.  Problème.  —  Construire  les  directions  des  axes 
principaux    d'un  ellipsoïde    défini  par    trois  diamètres 
conjugués  Oa,  Oi,  Oc, 
i).  Soient 
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ELLIPSOÏDE 

DÉFIKl  PAU  TROIS  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS,        5 

nés,  Cl 

1         «iA'  +  «B'+/jG'=i 

l'équation  de 

la  même  surface  rapportée  à  trois  plans  di 

mi/traux 

conjugues  quelconques 

ABC=o. 

Quels  que  soient  ces  derniers,  comme  le  terme  indépen- 
dant des  variables  est  le  même  dans  les  deux  équations 
(i),  (i'),  leurs  premiers  membres  doivent  être  identiques. 
On  a  donc  identiquement 

^  +  -^  +  -^  =  m  A'  -(-  nB'  +  pC, 

et  les  équations 

(2')  ,„A'-|-«B'-I-/jC'=:0 

représentent  une  seule  et  même  surface  :  un  cbnefxe, 
réel  ou  imaginaire  ;  asymptote  à  la  surface  proposée,  si 
celle-ci  est  un  hyperboloïde,  et  dont  la  trace  sur  un  plan 
déterminé  quelconque  est  une  conique  fixe 

(3j  /«A"  +  «B"-i-;>C''  =  o, 

conjuguée  à  chacun  des  triangles  A'B'C  qui  résultent 
delà  section,  par  le  plan  que  l'on  aura  clioisi,  de  trois 
plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface  primitive. 

Or,  si  l'on  considère,  en  particulier,  la  trace  du  cône  (a) 
ou  {a')  sur  l'un  des  plans  langents 
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de  la  surface,  la  conique  résultante  est  représentée  pai 
Téqualion 


Si  d'ailleurs  on  coupe  la  surface  proposée  (i)  par  le  plan 
diamétral  parallèle 

la  section  résultanie  est 

(4)  5+ï  =  '- 

Les  courbes  (3')  et  (4}  forment  donc  l'un  de  ces  sys- 
tèmes de  deux  coniques  que  l'on  nomme  conjuguées, 
parce  que,  transportées  dans  un  même  plan  et  autour  du 
même  centre,  les  diamètres  réels  de  l'une  servent  de  me- 
sure aux  diamètres  imaginaires  de  même  dîriîction  dans 
l'autre.  Et  l'on  peut  énoncer  ce  ihéorcme  ; 

Les  traces,  sur  uu  même  plan  langenl  d'une  surface  du 
second  ordre,  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques 
de  la  surface  sont  les  sommets  d'autant  de  triangles  con- 
jugués à  une  même  conique  ajaiit  pour  centre  le  point  de. 
contact  du  plan  tangent  considéré,  égale  en  outre  et  ho- 
motkétique  à  la  conique  conjuguée  de  la  section  détermi- 
née dans  la  surface  par  le  plan  diamétral  parallèle, 

2),  La  proposition  réciproque  est  également  vraie  :  les 
diamètres  menés  du  centre  de  l'ellipsoïde  aux  sommets  de 
l'un  quelconque  des  triangles  conjugués  à  la  courbe  précé- 
dente font  toujours  îrois  diamètres  conjugués  de  la  surface. 
i).  En  particulier,  les  traces  de  trois  diamètres  conju- 
gués quelconques  d'un  ellipsoïde,  ou  d'un  liyperboloïde  à 
deux  nappes,  sur  le  plan  tangent  mené  par  Vun  des  om- 
bilics, sont  les  sommets  d'autant  de  triangles  conjugues 
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h  un  même  cercle  et  dont,  /es  trois  hauteurs  se  croisent  en 
cet  ombilic. 

On  sait  que  les  queslions  relatives  aux  figures  à  trois 
dimensions  se  peuvent  traiterde  deux  manières  différentes  : 
soil  dans  l'espace  même  où  ces  ligures  sont  tracées;  soit 
dans  le  plan,  par  une  réduction  préalable  de  la  question 
en  une  autre  où  n'inlerviennenlplus  que  deux  des  trois  di- 
mensions de  l'étendue.  Le  théorème  que  l'on  vient  d'établir 
réalise  cette  réduction  du  problème  solide  en  un  problème 
plan,  pour  la  plupart  des  questions  relatives  aux  diamètres 
conjugués  des  surfaces  du  second  ordre. 

4)-  Revenons  à  notre  problème  ;  et  solentOa,  Oi,  Ocou 
a,  i,  c  les  trois  diamètres  conjugués,  réels  ou  imaginaires, 
qui  définissent  la  surface.  Dans  le  plan  tangent  de  celle 
dernière  pour  le  point  c,  et  autour  de  ce  point  comme 
centre,  imaginons  la  courbe  C 

(C)  5+ï  =  -' 

égale  et  homoihétîque  à  la  conique  conjuguée  de  la  section 
diamétrale  parallèle.  Et  soient  A',  B',  C  (fg.  4q)  les  traces, 
sur  le  même  plan,  des  axes  principaux  de  la  surface. 

D'après  le  théorème  précédent,  le  triangle  principal 
A'B'C  est  conjugué  à  la  courbe  C.  Et  il  résulte,  de  l'or- 
thogonalilé  des  axes  OA',  OB',  OC,  que  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  de  ce  triangle  coïncide  avec  le  pied  H 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  surface  sur 
le  plan  tangent  en  c\  le'carré  de  cette  perpendiculaire  OH 
mesurant,  au  signe  près,  la  puissance  Au  point  H  parrap- 
port  au  triangle  A'B'C, 

flA'.Hfl'  =  — Ol'. 

On  pourrait  s'arrêter  là,  et  le  problème  que  l'on  s'était 
proposé  serait  implicliement  résolu.  On  sait  effectivement 
que  le  centre  du  cercle  conjugué  à  un  triangle  A'B'C  es!  au 
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point  de  reiicouli'e  H  des  hauteurs  de  ce  triangle,  le  carré 
du  rayon  de  ce  cercle  éiant  mesuré  par  la  puissance  de  ce 
point  par  rapport  nu  triangle  : 

r'  =  HA'.l]«'. 
On  connaît  donc  ici  le  centre  H  et  le  rayon 

/■=  \/HA'7iâT7— v^— oh'^ohvCTT 

du  cercle  conjugué  au  triangle  principal  A'B'C;  et  celui-ci 


n'est  autre  que  le  triangle  conjugué  commun  à  la  conique  C 
et  à  un  cercle  imaginaire  donne  de  centre  et  de  rayon . 

5).  Mais  la  solution  effective  du  problème  suppose  la 
détermination  effective  de  ce  triangle.  Pour  y  parvenir, 
nous  remarquerons  d'abord  que  le  produit 

HA'.Hfl'=~OH' 

mesure  aussi  la  demi-puissance  du  point  II  par  rapport  au 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C, 

i  HA'.'ÏW'  =  — Oh'c)- 


lA'.llfl'  =  ^]U'.Hfl". 
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On  connaît  donc,  en  premier  lieu,  le  point  de  concours  H 
des  hauteurs  du  ti-iangle  principal  A'WC ,  el  \a  puissance 

{I)  ÏU'.ÏÏ^'^  — 2Ôh' 

de  ce  point  par  rapport  au  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

6),  Observant  ensuite  que  la  position,  dans  un  plan  dé- 
terminé, d'un  triangle  quelconque,  dépend  de  six  paramè- 
tres; de  trois  seulement,  si  ce  triangle  doit  être  conjugué 
à  une  conique  C;  d'un  seul  paramètre,  enfin,  si  ses  trois 
hauteurs  doivent,  en  outre,  concourir  en  un  point  donné  H  ; 
on  verra  qu'il  existe,  dans  le  plan  tangent  actuel,  une  série 
déterminée  comprenant  une  iniinité  de  triangles,  conju- 
gués à  la  courbe  C,  comme  le  triangle  principal;  assujettis, 
comme  celui-là,  à  avoir,  dans  le  point  H,  le  point  de  con- 
cours de  leurs  hauteurs;  inscrits  dès  lors  et  circonscrits, 
en  même  temps  que  ce  triangle,  à  deux  courbes  détermi- 
nées. De  là  ce  problème  incident  ; 

Trouver  la  commune  trajectoire  des  sommets,  et  la  com- 
mune enveloppe  des  côtés  d^un  triangle  MR'C dont  les 
trois  hauteurs  se  croisent  en  un  point  donné  H,  et  <jui  de- 
meure  conjugué  à  une  conique  fixe  C. 

La  première  de  ces  courbes  se  détermine  bien  aisément. 
Et  comme  la  droite  menée  du  point  H  (a,  (3)  à  l'un  quel- 
conque des  sommets  (a-,  j')  du  triangle  mobile  doit  être 
perpendiculaire  au  côté  opposé,  ou   à    la  polaire  même 

(  —7  +7^  =  —  I  )  dece  sommet  par  rapport  à  la  courbeC; 

on  a,  dans  la  condition  résultante 


I  supposera  juequ' 
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i'équaiion  même  de  la  courbe  parcourue  par  chacun  des 


sommets  du  triangle  mobi 

(II)  (a^-b')^y 


hyperbole  équilatère' 

passant  par  le  point  donné  H,  par  le  centre  c  de  la  co- 
nique C,  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  priii- 
cipaus  de  cette  dernière  ;  identique,  en  un  mot,  comme  on 
le  devait  prévoir,  à  l'hyperbole  qui  contient  les  pieds  des 
normales  menées,  du  point  H,  à  cette  conique, 

Comme  tous  les  triangles  de  la  série  actuelle,  le  triangle 
principal  A' B'C  se?'a  donc  inscrit  à  Vlijperbole  (II).  Mais 
on  peut  ajouter  que  \e  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ren- 
contrera cette  kjperbole  stdvarit  un  quatrième  point  que 
l'on  peut  construire,  et  qui  n'est  autre  que  le  point  H',  dia- 
métralement opposé  au  point  H  dans  ritjperbole  {Jîg.  r>o); 
propriété  commune  d'ailleurs  aux  cercles  analogues  pour 
tous  les  triangles  de  la  série. 

Il  résulte,  en  effet,  d'un  théorème  connu,  que  le  cercle 

des  neiif  points  d'un  triangle  quelconque  A'B'C,  inscrit  à 

Fig.  5o. 


une  hyperbole  équilalère,  contient  le  centre  w  de  la 
courbe.  Et  comme  trois  de  ces  neuf  points  sont  les  points- 
milieux  a,  A,  cdes  segments  HA',  HB',  HC,  on  vol!,  en 
doublant  les  rayons  vecteurs  menés  de  l'origine  H  aux 
qua(re  points  a,    h,  c  el'j)  de  ce  cercle,  que  les  quatre 
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points  A',  B',  C  et  H' résultant  de  cette  duplication  seront 
encore  sur  un  même  cercle  :  circonscrit  au  triangle  A'B'C 
et  passant  par  le  point  H',  diamétralement  oppose  au 
point  H  par  rapport  au  centre  w  de  l'hyperbole.  Comme  le 
point  H  (*),  le  point  H'  appartient  donc  à  l'hyperbole  (H). 

La  même  conclusion  résulterait  aussi  du  calcul. 

On  trouve,  effectivement,  que  le  point  de  concours  des 
hauteurs  et  les  sommets  i,  2,   3  d'un  triangîe  îRscrit  à 
l'hyperbole  équilalère 
{h)  ,«j=i, 

ont  leurs  abscisses  liées  par  la  relation 

Formant  ensuite  l'équaiion  aux  abscisses  de  /encontre  de 
l'hyperbole  (/i)  et  du  cercle  (i,  1,  3) 


et  l'on  en  déduit 

Or  les  relations  (A'),  [k')  entraînent  l'cgalité 

^.  =  —  ^H 
ou  la  conclusion  que  le  quatrième  point  de  rencontre  d'une 
hyperbole  éqoïlalère  et  d'un  cercle  circonscrits  à  un  même 
triangle,  est  le  point  diamétralement  opposé,  dans  l'hyper- 
bole, au  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle. 


!sl  une  propriété  connue  da  triangle  inscrit  à  une  hyperbole  < 
le  le  point  de  concuurs  des  hauteurs  appartient  à  lu  courhe. 
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7),  Passons  maînlenant  à  la  commune  enveloppe  des  co- 
tés des  triangles  (A'B'C,  H). 

Tous  ces  triangles  étant  inscrits  à  l'hyperboli:  (II)  et  con- 
jugués à  la  conique  C,  la  eourbe,  enveloppe  de  leurs  côtés, 
oudes  polairesde  leurs  sommets  parrappori  à  cetteconique, 
n'est  autre  que  la  polaire  réciproque  de  l'hyperLole  par  rap- 
port à  la  directrice  C  :  une  conique  aussi,  comme  cela  ré- 
sulte d'un  théorème  bien  connu  ;  et,  dans  le  cas  actuel,  une 
pamio/cPdont  les  éléments  principaux  peuvent  être  réunis 
indépendamment  de  tout  calcul. 

Comme  l'hyperbole  (IIj  passe,  en  effet,  par  le  centre  c  de 
la  conique  directrice  C;  la  polaire  du  centre  c,  par  rap- 
port à  la  directrice,  ou  la  droite  à  l'infini ,  est  tangente 
à  la  polaire  réciproque  que  l'on  cherche  :  et  celle-ci  est  une 
parabole  P. 

Comme  l'hyperbole  (II)  possède,  en  outre,  un  pointa 
l'inGni  sur  chacun  des  axes  ex,  cy  Aa  la  directrice  C;  sa 
polaire  réciproque,  par  rapport  à  cette  dernière,  est  tan- 
gente à  chacun  des  axes  cj,  ex  dont  le  point  de  concours  c 
appartient  dès  lors  à  la  directrice  de  la  parabole  P. 

Enfin,  le  point  donné  H,  oià  se  croisent  les  hauteurs 
d'une  infinité  de  triangles  A'B'C  circonscrits  à  cette  pa- 
rabole, est  un  second  point  de  sa  directrice  (cH);  et  la 
polaire  hh'  du  point  H,  par  rapport  à  la  conique  C,  en  est 
une  seconde  tangente. 

On  connaît  donc  la  directrice  cH  et  deux  tangentes  dis- 
tinctes ex,  hh'  de  la  parabole  enveloppe  dont  le  foyer  F  se 
trouve  dès  lors  au  point  de  rencontre  de  deux  droites  que 
Ton  sait  construire  (syniélriques  de  la  directrice  par  rap- 
port à  ces  tangentes). 

Or,  tous  les  triangles  (A'B'C,  H)  étant  circonscrits  à  la 
parabole  P,  les  cercles  circonscrits  à  tous  ces  triangles 
passent  d'eux-mêmes,  comme  l'on  sait,  et  le  cercle  cir- 
consciit  au  triangle  principal  A!  WÇ.'  passe  également  par 
le  foyurT  de  cette  parabole. 
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8),  En  résumé,  l'on  connaît  deux  points  F,  H'  du  ctirclo 
circonscrit  au  triangle  principal  A'B'C,  n"'  6)  et  7),  ainsi 
que  la  puissance  du  point  H  par  rapport  à  ce  cfircle,  n"  5), 
formule  (I);  on  peut  donc  eu  obtenir  un  iroisièmo  point 
situé  sur  l'une  des  droites  HH'  ou  HF. 

Construisant  ensuite  le  cercle  déterminé  par  ces  trois 
points  et  construisant  de  même  l'hyperbole  (II))  ces  deux 
courbes  se  coupent  en  quatre  points  :.  le  premier,  H',  cju'on 
laissera  de  côté,  parce  qu'il  est  indépendant  de  la  situation 
du  ceTitre  0  de  la  surface  sur  la  perpendiculaire  menée  du 
point  H  au  plan  tangent  où  se  fait  la  construction  5  les  trois 
autres,  A',  B',  C,  qui  répondent  seuls  au  problème  et  déter- 
minent les  traces,  sur  ce  pian,  des  axes  principaux  de  la 

Le  problème  proposé  se  trouve  donc  résolu,  et  sa  con- 
struction ramenée  à  celle  des  trois  derniers  points  de 
rencontre  d'iine  hyperbole  équilatère  et  d'un  cercle  aux- 
quels leur  déûnition  m&me  assigne  un  premier  point  corn- 
„u„(H'). 

9}.  On  aurait  pu  négliger  la  notion  relative  au  point  H' 
et  construire  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C  d'après 
ces  seules  conditions  ;  qu'il  passe  parle  point  F;  que  sa 
puissance  par  rapport  au  point  H  soit  égale  à  un  carré 
donné  ( —  2OH  ),  et  sa  puissance  par  rapport  au  centre  c 
de  la  courbe  C,  à  —  (n^  -+•  b')  ( théorème Faure).  Obtenue 
d'après  celte  dernière  condition,  la  seconde  trace  de  ce 
cercle  sur  la  droite  cF  reproduirait  justement  le  point  H 
que  l'on  voulait  négliger. 

10).  L'analyse  précédente  se  peut  résumer  dans  cette 

Lex  trois  diamèlres  conjugués  qui  (Ipfinisseni  la  surface 
étant  Oa,  OA,  Oc;  dans  le  plan  tangent  mené  par  l'ex- 
trémité c  (te  tun  de  ces  diamètres,  et  autour  de  ce  point 
comme  centre,  on  imagine  la  combe  C  égala  et  homo- 
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tkéiique  à  la  conique  conjuguée  de  la  section  diamétrale 
parallèle,  et  l'on  construit  eirectivement  : 

1°  L'hyperbole  éguilatère,  lieu  gcoméirique  des  pieds 
des  normales  menées  à  la  courbe  C  par  le  pied  H  de  la 
perpendiculaire  abaissée,  du  centre  0  de  la  surface,  sur 
le  plan  tangent,  considéré;  et,  dans  cette  hyperbole,  le 
point  H'  diamétralement  opposé  au  point  H  ; 

2"  Le  f<yyer  F  de  la  parabole  polaire  réciproque  de 
Vhjperhole  précédente  par  rapport  à  la  courbe  C, 

Menant  ensuite  par  les  points  F  et  H'  un  cercle  dont  la 
puissance  parrapport  au  pointH  soit  égale  à  —  2OH  ;  les 
traces,  sur  le  plan  tangent  considéré,  des  axes  principaux 
de  la  surface  se  trouveront  aux  trois  derniers  points  de 
rencontre  de  ce  cercle  et  de  Vliyperbole  précédente. 

224.  Les  axes  principaux  éUnt  connus  de  direction,  on 
les  détermine  en  grandeur  à  l'aide  de  la  proposition  sui- 
vante, dont  la  vérification  n'offre  aucune  difficulté  et  qui 
n'est  autre  qu'une  propriété  bien  connue,  transporiée  dans 
les  mêmes  termes,  de  l'ellipse  à  l'ellipsoïde  ;  «  Le  produit 
des  distances  de  l'extrémité  d'un  diamètre  quelconque  au 
plan  diamétral  conjugué  et  à  l'un  des  plans  principaux  de 
la  surface,  est  égal  au  carré  du  demi-axe  perpendiculaire  à 
ce  plan  principal;  les  distances  dont  il  est  ici  question  se 
mesurant  sur  la  normale  au  point  considéré  >i  {^Aperçu 
historique,  p.  364)- 

On  trouve  dans  le  même  ouvrage  cette  autre  construc- 
tion de  la  première  partie  du  problème  ;  n  Étant  don- 
nés..., par  l'extrémité  Â  d'un  des  trois  diamètres  donnés, 
on  mènera  une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
autres  sur  laquelle  ou  prendra,  à  partir  du  point  A,  deux 
segments  respectivement  égaux  aux  deux  demi-axes  prin- 
cipaux de  l'ellipse  construite  sur  ces  deux  diamètres  con- 
jugués. Soit  b  le  plus  grand  de  tes  deux  axes  et  c  le  plus 
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peiil;  on  mènera  parla  normale  deux  plans,  dont  l'un  paral- 
lèle au  (liamèlre  c  et  l'autre  parallèle  au  diamètre  b;  on 
construira,  dans  le  premier  plan,  une  ellipse  qui  ail  pour 
demi-grand  axe  le  segment  b  et  pour  excentricité  le  seg- 
ment c,  et,  dans  le  second  plan,  une  hyperbole  qui  ait  pour 
demi  axe  principal  le  segment  c  et  pour  excentricité  le  seg- 
ment b;  on  regardera  le  centre  de  l'ellipsoïde  comme  le 
sommet  commun  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  respec- 
tivement celte  ellipse  et  cette  hyperbole.  Ces  deux  cônes  se 
coupent  suivant  quatre  droites  qui  seront,  deux  à  deux, 
dans  trois  plans,  lesquels  plans  se  couperont,  deux  à  deux, 
suivant  trois  autres  droites  ;  ces  trois  droites  seront  les  axes 
pi-îiicîpaux  de  l'ellipsoïde  »  (aperçu,  p.  ii65), 

225.  Construire  le  irièdre  conjugué  commun  à  deux  el- 
lipsoïdes concentriques  (n,  i,  c),  ("',  6',  c']. 

Dans  le  plan  tangent  au  point  e  de  la  première  surface, 
au  point  c'  de  la  seconde,  et  autour  de  chacun  de  ces  points 
commecentre,  on  décrit  les  deux  coniques  (n  ^ —  i ,  b  \J — i), 
{a'\J — I,  b'\J — i)  respectivement  égales  et  homoihétiques 
aux  coniques  conjuguées  des  sections  diamétrales  paral- 
lèles. Les  deux  côneS  ayant,  pour  sommet  commun,  le 
centre  commun  des  deux  surfaces,  pour  bases  respectives 
les  deux  coniques  (a  ^/^,  fty'—i),  t^a'tj — i,b'^ — i),  se 
coupent  suifant  quaire  génératrices  ;  et  les  trois  plans 
diagonaux  de  l'angle  solide  tétraèdre  qu'elles  déiermi- 
nent  se  coupent,  deux  à  deux,  suivant  les  trois  diamètres 
cherchés  (n"  223,  p.  248). 

226.  Les  directions  des  axes  principaux  d'un  ellipsoïde 
se  peuvent  aussi  déduire  des  seules  directions  de  deux 
groupes  formés  chacun  de  trois  diamètres  conjugues,  ou 
de  la  seule  donnée  de  deux  trièdres  conjugués  à  la  surface. 
Tous  ces  trièdres  sont  effectivement  conjugués  à  un  même 
cône  du  second  ordre  :  le  cône  asymptote,  dont  la  Irace  sur 
un  pian  quelconque,  est  ici  une  conique  conjuguée  à  drux 
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triangles  donnés,  et  que  l'on  peut  regarder  comme  connue. 
La  détermination  des  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  se  ré- 
duit donc  encore  à  la  construction  du  triangle  conjugué 
commun  à  cette  conique  et  à  un  cercle  imaginaire  ayant 
pour  centre  le  pied  de  la  perpendiculaire  OH  abaissée  du 
centre  de  l'ellipsoïde  snr  le  plan  de  l'épure;  pour  rayon,  le 
produit  de  celte  perpendiculaire  par  y/— i  (n"  223,  p.  a5o). 

227.  Étant  donnés  le  centre  0  d'une  surface  du  second 
ordre,  et  l'un  de  ses  tétraèdres  conjugués  12  34;  les  direc- 
tions de  ses  axes  principaux  résultent  encore  des  équations 
comparées 

aX'-i-bY'  +  c7J  =  A-,     J,PÎ-(-  ..  .  +1,  PJ  =  o, 

ou  de  l'identité 

«x=-+-  ÈY=+  «•Z'  =  x, p;-t- , ..  +  >., p;  4-  /■. 

Celle-ci  exprime,  en  effet,  que  le  côna  asymptote  de  la 
surface  est  simultanément  conjugué  au  trièdre  tn'rec- 
langle  X¥Z,  formé  des  trois  plans  principaux  que  l'on 
cherche,  et  au  pentaèdre  Pi  .  .  .  Pi-A,  ou  Pi  .  .  .  Pt.P^, 
formé  des  plans  des  faces  du  tétraèdre,  donné  et  du  plan 
à  l'infini,  k^  o.  Imaginant  dès  lors  le  pentagone  gauche 
qui  résulte  des  intersections  successives  des  pians  P,, . . . , 
Pi,  P„,  pris  dans  un  ordre  quelconque;  les  droites  me- 
nées du  point  0  aux  sommets  successifs  de  ce  pentagone 
forment  les  arêtes  successives  d'un  angle  solide  pentaèdre, 
conjugué  au  cône  asymptote,  et  dont  la  trace  sur  un  plan 
quelconque  est  un  pentagone  conjugue  à  la  trace  de  ce  cône 
sur  le  même  plan.  Cette  trace  est  donc  une  conique  déter- 
minée dont  nous  serions  en  état  de  construire  le  centre 
(n"  182),  les  directions  des  axes  (n"  222)  et  tous  les  élé- 
ments. On  pourra  donc  obtenir,  comme  au  n"223,  les 
traces  des  axes  principaux  de  l'ellipsoïde,  ou  les  sommets 
du  triangle  conjugué  commun  à  cette  conique  et  au  cercle 
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imaginaire  qui  aiirait  pour  centre  le  pied  df  la  perpi?ndicu- 
]aire  OH  abaissée  du  point  0  sur  le  plan  de  l'épure;  pour 
rayon,  le  produit  de  cette  perpendiculaire  par  ^j — i. 

Les  arêtes  successives  de  l'angle  solide  pentaèdre  que  l'on 
aurait  à  employer  seraient  d'ailleurs,  et,  dans  leur  ordre, 
les  droites  menées  successivement,  du  centre  O  de  la  sur- 
face, aux  sommets  123,  234,  el  aux  poiuts  à  l'infini  des 
arêtes  34,  M,  12  du  tétraèdre  donné, 

228.  Remarque.  —  Deux  arêtes  opposées  quelconques 
du  télraèdre  12  34,  transportées  parallèlemeul  à  elles- 
mêmes  au  point  O,  et  la  droite  qui,  menée  de  ce  point, 
s'appuierait  sur  l'une  etl'auli'e  de  ces  arêtes,  font  trois  dia- 
mètres conjugués  de  l'ellipsoïde.  Les  trois  couples  d'arêtes 
opposées  du  tclracdre  donnent  donc  naissance  à  trois  triè- 
dres  conjugués  et  permettent  de  ramener  au  précédent 
(n"  226)  le  problème  que  nous  venons  de  résoudre.  Mais 
celte  remarque  nous  peut  aussi  donner  «ne  proposition  in- 
téressante touchant  les  dépendances  qui  existent  entre  les 
directions  des  six  arêtes  d'un  tétraèdre  et  celles  des  trois 
droites  qui  peuventêtre  menées,  par  un  point  qiielconqueO 
de  l'espace,  de  manière  à  s'appuyer  sur  deux  arêtes  op- 
posées du  télraèdi-e.  Quel  que  soit  effectivement  le  point  O 
que  l'on  aura  choisi,  le  irièdre formé  de  ces  trois  dernières 
droites  est  homologique  à  un  irièdre  Jixe,  de  même  som- 
met O,  et  dont  chacune  des  faces  est  parallèle  à  deux 
arêtes  opposées  du  tétraèdre.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  re- 
marque précédente,  associée  à  un  ihéorème  antérieur 
(nM80,  p.  i8i). 
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CHAPITRE  VII. 

QUADRILATÈRES  ET  HEXAÈDRES  CONJUGUÉS, 

SOKMMKË. — Du  quadrilatère  conjugué  à  une  conique  el  do  l'I 
conjugué  à  une  auvtace  du  second  ordre,  —  Analogies  gàomélri 
quadrilatère  et  de  l'hexaèdre.  —  Développement  d'un  certain  i 
deacL'iption  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre. 


§1.—  Des  courbes  contenues  dalis  l'équation  \    ).i  PJ  t=  o 
et  tie  quelqiit^s  propiiélés  du  t/uadrilnlèie. 

229.  On  doit  à  M.  Lamé  ia  première  observation  de 
celte  propriété  des  surfaces  du  second  ordre  qui  ne  peuvent 
être  soumises  an  —  i  conditions  distinctes  sans  remplir 
d'elles-mêmes  une  w'*™"  condition  de  même  nature  :  pro- 
priété singulière  que  la  théorie  des  coniques  ne  pernieiiaît 
pas  de  prévoir,  et  qui  ne  s'y  peut  rattacher  par  aucune 
analogie  véritable.  Le  théorème  de  M.  Hesse,  que  nous 
allons  établir,  offre,  il  est  vrai,  «ne  certaine  ressemblance 
avec  le  précédent;  mais  il  est  surtout  remarquable  en  ce 
qu'il  fait  l'un  des  chemins  qui  conduisejit  au  théorème  de 
Pascal.  El  c'est  pourquoi  nous  l'étudierons  de  nouveau  ici, 
soit  en  lui-même,  bien  que  les  principes  déjà  posés  le  ren- 
dent évident,  soit  au  point  de  vue  des  analogies  qui  per- 
mettent de  le  transporter  aux  surfaces  du  second  ordre. 

230.  Théorème.  —  Toute  conique  qui  dwhe  har- 
moniauement  deux  des  diagonales  d^uti  qundrilalère 
P, ,  .  ,  Pj  =^  o,  divise  h  arnio  nique  tuent  la  troisième  [Uesse], 
ut  peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 
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Considérons,  en  effet,  l'une  des  couibcs  contenues  dans 
l'équation 

(i)  ).|P;  +  ijp'  +  '■.  p'  +  ).iP;  =  0, 

et  la  polaiie  correspondante 

(2)  i,/j,.Pi-h  J,;3.,.P. +  l3/',.P5  +  i,A-P.  =0 

d'un  point  quelconque  {[>,,  . . .  ,pi)  du  pian  de  la  figure. 
Si  ce  [loint  coïncide  avec  l'un  des  sommets  du  qtiadrilalère, 
on  devra  poser,  par  exemple, 

et  l'équation  (2)  devenant,  par  cette  substitution, 

{2')  J./'j.Pî  -i-'>:,p..Pi~o, 

on  voit  que  la  polaire  de  chacun  des  sommets  du  quadrila- 
tère passe  par  le  sommet  opposé.  Les  trois  diagonales  du 
quadrilatère  donné  se  trouvent  donc  divisées  liarmonique- 
ment  par  chacune  des  courbes  (1).  Or  iî  résulte  des  quatre 
coefficients  homogènes,  ou  des  trois  paramètres  indétermi- 
nés ^ilJalAj:).»  contenus  dans  i'équalion  {1),  que  les 
courbes  qu'elle  définit  demeurent  capables  de  trois  condi- 
tions nouvelles,  et  ne  peuvent  Être  assujetties  dès  lors,  par 
leur  commune  définition,  à  plus  de  deux  conditions  dis- 
tinctes. On  doit  donc  réduire  à  ce  nombre  les  trois  condi- 
tions communes  qu'elles  remplissent  déjà  en  divisant  har- 
moniquement  les  trois  diagonales  du  quadrilatère;  et  l'on 
peut  dire,  en  d'autres  termes,  que  toute  conique  qui  divise 
harmoniqucment  deux  de  ces  diagonales  divise  de  la  même 
manière  la  troisième, 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  susceptible  de  cet  autre  énoncé; 

Si  deux  des  trois  sysièmes  de  deux  points  formés  des 
sommets  opposés  d'un  quadrilatère  complet  font  deux 
systèmes  de  jioints  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  il 
en  est  de  même  des  deux  poinis  du  dernier  système.  Va  nous 
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dirons,  dans  co  cas,  que  !e  (juadrilatèie  et  la  coui'bc  soiil 
conjugués. 

Obse'Valfon.  —  li  résulte  de  la  propriété  de  six  couples 
d'éléments  conjugués  à  une  conique  (n"  156,  p.  1611)  que 
H  si  n  couples  de  points  P,  P',,  .  .  .  ,  P„P',  dounonl  lieu  à 
l'identité  tangcntielle 

\,  p,  p',  + . . .  + 1,.  p„  pI  =  o, 

toute  conique  conjuguée  an  —  i  de  ces  couples  est  d'elle- 
même  conjuguée  aux  deux  points  de  la  71'""^  n.  Posant 
/;  =  3,  on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  sujfisante. 
pour  que  la  donnée  de  deux  couples  de  points  conjugués 
Il ',22' entraine  celle  d'une  troisième  couple  Z^',  réside 
dans  Vide.ndtè  X,  P,  F,  +  .  .  . -h  >,  P,  F,  =  0  ,  que  l'on 
peut  écriie 

/.,p,  p',  +  ).,p,p',  =;P,p;. 

Or  il  résulte  de  celle-ci  cjue  !e  système  33'  peut  être  con- 
sidéré comme  une  conique  évanouissante  inscrite  au  qua- 
drilatère iSi'â';  ou  que  les  points  3  et  3'  coïncident  avec 
les  points  de  concours  des  ^ôlés  opposés  du  quadrila- 
tère 121'^'  :  c'est  encore  le  iliéorème  de  M.  Hesse.  Les 
démonstrations  géométriques  que  l'on  en  a  données  parais- 
sent moins  simples  (Chasles,  Traité  des  coniques^  p.  96). 

231.  Si  l'on  dispose  des  rapports  ^,  :  Xot^s".  ij  de  ma- 
nière que  l'équalion  (1)  soil  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  trois  points  appartenant  à  une  droite  A  =  o  prise  à  vo- 
lonté dans  le  plan  de  la  figure;  la  fonction  (i)  sera  décoin- 
posable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  A ,  A'  ;  et 
l'on  aura  identiquement 

[1')  >,  p;  -f-. .,  +  i,p;=2A.A'. 

Il  eu  résulte  que  les  conjugués  liarnioniques,  par  rapport 
aux-  trois  dineonales  d'un  quadrilatiira,  dus  traces  ri-s- 
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pectives  d'une  transweisale  quelconque  sur  ces  diagonales, 
font  trois  points  en  ligne  droite. 

Si  l'une  des  fontlions  A  ou  A'  se  réduit  à  une  consianle, 

l'une   des    droites   conjuguées   A',  A  disparait  à  l'infini, 

l'autre  coïncide    avec  la  médiane  du  quadrilatère,  vX  se 

trouve  d('iiniepar  une  identité  de  la  forme 

i,  P;  +  .  ..  H-ZiP;  =A. 

232.  Les  médianes  dis  cinq  quadrilatères  qui résidlcjit 
des  côtés  d'un  pentagone  P,  .  ,  .  Pj  =;  o  concourent  en  an 
même  point. 

Soient,  en  effet, 

A,-2_,""'  *•"!„.'''"■  *•=!-.■'■■ 

les  identités  qui  définissent  l'roîs  de  ces  médianes.  Si,  entre 
les  deux  premières,  on  élimine  le  terme  en  P'  <jui  figure 
au  second  membre  de  l'une  et  de  l'antre,  on  trouve 


-L-- 


Donc,  etc. 

233.  Dans  tout  quadiilatère  complet  les  cercles  dé- 
crits sur  les  trois  diagonales  comme  diamètres  se  coupent 
dans  les  deux  mémos  points. 

L'identité 

est  effeclivemenl  déterminée  et  n'admet  qu'un  nombre  fini 
de  solutions;  et  si  l'on  imagine  deux  cercles  de  rayon  nul 
représentés  par  des  équations  de  cette  forme,  ou  reconnaît 
sur-le-cliamp  que  telle  est  aussi  la  forme  analytique  de  leur 
axe  radical,  lequel  n'est  autre,  dès  lois,  que  la  médiane  du 
ijuadrilatère.  Deux  cercles  distincts,  de  rayon  nul,  répon- 
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dent  donc  à  l'identité  précédente  ;  or  la  polaire,  par  rapport 
à  l'un  quelconque  de  ces  cercles,  de  chacun  des  sommets 
du  quadrilatère  passe  par  le  sommet  opposé;  cl  comme  la 
polaire  d'un  point,  considérée  dans  un  cercle  de  rayon 
nul,  coineide  avec  le  diamètre  perpendiculaire  à  celui  qui 
aboutit  au  pôle  [x^  +j^=  o,  xx' -hjj'^  o)  :  chacune 
des  trois  diagonales  du  quadrilatère  est  vue,  sous  un  angle 
droit,  de  l'un  quelconque  de  ses  deux  points  cycliques;  et 
ceux-ci  appartiennent  à  chacune  des  circonférences  décrites 
sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 

23-4.  Les  points  de  concours  des  hauteurs  des  quatre 
triangles  déterminés  par  les  côtés  d'u/i  quadrilatère  ap- 
partiennent à  une  même  droite  perpendiculaire  à  la  mé- 
diane. 

Les  cercles  conjugués,  relatifs  à  deux  quelconques  de 
ces  triangles,  ayant,  en  effet,  des  équaiioiis  de  la  forme 
(i)  W,  +.-  .-hhVl  =  o, 

(.)  ^,p|  +  ...  +  ^„^p;  =  o; 

leur  axe  radical  est  représenlé  par  l'équation 

(1,2)  v.Pi+...+v.p;=o, 

et  coïncide  avec  la  médiane  du  quadrilatère.  Les  centres  de 
ces  cercles,  ou  les  points  de  concours  des  hauteurs  de  ces 
triangles,  appartiennent  donc  à  une  droite  perpendiculaire 
à  l'axe  radical  de  ces  cercles,  ou  à  la  médiane. 

On  peut  ajouter  que  la  droite  actuelle  n'est  aulre  que  la 
directrice  de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère. 

Car  si  l'on  considère  le  cercle  conjugué  au  triangle 
P,.P,.P,  =  oetl'idem;té 

\V\  -i-),,P^-i-X5p^  =  X^-+-Y'  —  r' 
k  laquelle  il  donne  lieu,  on  voit  que  les  cèiés  d'un  triangle 
quelconque   et  deux  droites    rectangulaires   quelconques 
X.  Y=:  o,  menées  par  le  point  de  concours  cîcses  hauleiirs, 
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fout  loujours  cinq  tangentes  d'une  même  parabole  (n"  13i, 
p.  137).  Le  point  de  concours  des  liauieurs  d'un  triangle 
circonscrit  à  la  parabole  représente  donc  le  sommet  d'un 
angle  droit  circonscrit  à  la  courbe  et  appartient  à  la  di- 
rectrice. 

§  JI.  ~  Des  surfaces  contenues  clans  rêcjiialion 


I" 


et  de  la  figure  formée  d'un  tétraèdre  cl  d'une  droite. 

â3S.  Théobkme.  —  Toute  surf  ace  du  second  ordre  r/td 
JiVweharmonîquenient  les  trois  premières  diagonales  de  la 
figure  formée  d'un  tétraèdre 

P|.P;.P,.Pj    =    0 

CI  d'une  droite 

o  z=  A  ;=  A', 

divise  de  la  mêiue  manière  la  quatrième,  ei  se  trowc  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 


X.PM 


■j.'A."  A-  2ï"AA'  =  o. 


Telle  est  d'ailleurs,  dans  la  figure  formée  d'un  tétraèdre 
et  d'une  droite,  la  définition  des  diagonales  que  eliacune 
d'elles  y  ait  pour  extrémités  l'un  quelconque  des  sommets 
du  tétraèdre  et  la  trace  de  la  droite  sitr  le  plan  de  la  face 
opposée. 

En  effet,  le  plan  polaire,  par  rapport  à  la  surface  (1), 
d'un  point  quelconque  (/),  .  .  ./j,,  a.  a')  étant  représenté 
par  l'équation 

(■}.)      y  1,/i.P,  -|-a"A  +  «'a'A'  +  a"  [a  k'  -<r  a' k) --.  o, 

le  plan  polaire  de  la   trace  de  la  droite  AA'  sur  l'une  des 
faces    du  lélraùdre   lelle    que  -Pj  =  o  (o  =:  a  ;=  «' = /;,), 
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Le  plan  polaire  de  la  traco  de  la  droite  considérée  sur  le 
plau  de  l'une  quelconque  des  faces  du  tétraèdre  passe  donc 
par  le  sommet  opposé  ;  les  sommets  1 ,  2,  3,  -4  du  tétraèdre 
elles  traces  1',  2',  3',  ■i' de  cette  droite  sur  les  plans  des 
faces  opposées  font  quatre  couples  de  points  conjugués  par 
rapport  à  l'une  quelconque  des  surfaces  contenues  dans 
l'équation  (i).  Or  il  résulte  des  sept  coefficients  homogènes 
on  des  six  paramètres  ),  I^alîs  :  ^t  :«:«':«"  contenus 
dans  celte  équation  que  les  surfaces  qu'elle  définit  demeu- 
rent capables  de  six  conditions  nouvelles,  et  ne  peuvent 
être  assujetties  dès  lors,  par  leur  commune  définition,  h 
plus  de  trois  conditions  distinctes.  On  doit  donc  réduire  à 
ce  nombre  les  quatre  condi_lions  communes  qu'elles  rem- 
plissent déjà  en  divisant  harmoniquement  les  quatre  dia- 
gonales de  la  figure.  Et  l'on  peitt  dire,  en  d'autres  termes, 
que  toute  surface  du  second  ordre  qui  divise  liarmonique- 
ment  trois  de  ces  diagonales,  divise  de  la  même  manière  la 
quatrième. 

236.  ConOLLiVinB  I.  —  Èlant  données  trois  couples 

1,1';     2,2';     3,3' 
de  points  conjugués  par  rapport,  à  une  surface  du  second 
orfire;  si  irois  de  ces  points 

r,  2',  :!' 
iiO}ii  en  ligne  droite,  une  quatrième  couple  de  points  con- 
jiigués,  par  rapport  à  la  même  surface,  est  aussi  donnée  : 
çui  se  compose  du  point  4'  trace  de  la  droite  l'2'3'  sur 
le  plan  123  e(  du  point  de  concours  i  des  plans  123', 
231',  312'. 

237.  CoKOLLAiEE  IL  —  Les  quatre  diagoiiah-s  de  lafi.- 
gnre formée  d'un  téiruèdieet  d'une  droite  ont  leurs  points- 
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milieux  dans  un  même  plan  :  la  plan  médian  fie  lajiguie. 
Et  les  plans  médians  des  cinq  figures  analogues,  déi'ivées 
d'une  droite  et  d'un  penlaèdre,  se  coupent  en  une  m,ême 
droite;  ceux  des  quinze  figures ,  dérivées  d'un  hexaèdre 
et  d'une  droite,  en  un  même  point. 
L'équation 

\   ).|Pi  -f-  hA'-^  a'A.'-  +  ix"AA'=z  o 

pouvant  en  effet  s'abaisser  au  premier  degré,  d'une  ma- 
nière et  d'une  seule,  le  plan  déterminé  que  représente 
eefte  équation  divise  également  chacune  des  quatre  diago- 
nales de  la  figure  formée  du  tétiacdre  Pj  .  .  .  P»  et  de  la 
droite  AA'.  EtTidenlilé 

V'x,  P^  -l-«A=-l-a'A'^H-  o.a."A.A.'=M. 


[ui  définit  le  plan  médian 

de  la  figure,  tr 

ailée  comme  ai 

i"  232,  nous  fournirait  euî 

juito  toutes  les  s 

lulres  parties  d< 

'énoncé. 

238.  CoROLLAiBE  III.  —  Dans  la  figure  fiormée  d'un 
tétraèdre  et  d'une  droite,  les  sphèi'es  dédites  sur  les  quatre 
diagonales  comme  diamètres  se  coupent  suivant  les  deux 
mêmes  points. 

L'identité 

Vï,P;  +  aA^  +  a'A''  +  2a"AA'=[.r- <,)'-!-(/-- 6)' 4- (^-0' 

est  effeclivement  déterminée  et  n'admet  qu'un  nomlire  fini 
de  solutions.  Et  si  l'on  imagine  deux  sphères,  de  rayon  nul, 
représenlées  par  des  équations  de  cette  forme,  on  voit  aus- 
sitôt que  telle  est  aussi  la  forme  analytique  de  leur  plan 
radical,  lequel  n'est  autre  dès  lors  que  le  plan  médian  de  la 
figure.  Deux  sphères  distinctes,  de  rayon  nul,  répondent 
donc  à  l'idcnlité  précédente.  Or  les  deux  exirémîtés  do 
l'une  quelconque  des  diagonales  de  la  figure  sont  polaire- 
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miînt  conjuguées  par  lapporl  à  l'une  quelconque  de  ces 
sphères.  El  comme  le  plan  polaire  d'un  point,  considéré 
dans  une  sphère  de  rayon  nul,  coïncide  avec  le  pian  mené 
par  le  centre  de  celIeK^i,  perpendiculairement  au  rayon  qui 
abouiitaupôie  (x^  +  J"' +  ^^  '=  "i  xx'  -i-jy'  +  zz'  =  o] 
chacune  des  quatre  diagonales  est  vue,  sous  un  angle  droit, 
de  l'un  quelconque  des  deux  pointi  sphcriqucs  de  la  figu 
et  ces  points  appartiennent  à  chacune  des  sphères  décr! 
sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 


S III. 


■  Des  iwfacf-s  contenues  dans  l'éqiini 


et  de  quelques  propriêlés  de  l'/iexiiàdre. 

239.  Théouème.  —  Toure  surface  du  second  ordre  qui 
divise  harmoniquenient  quatre  quelconques  des  diago- 
nales d'un  hexaèdre  complet,  Pj .  P,  .  .  .  Pe  =^  o,  dit'ise  de 
la  même  manière  toutes  les  autres^  et  se  trouve  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 


I- 


Cet  énoncé  suppose  d'ailleurs  la  restriclion  que  les 
diagonales  considérées  ne  s'appuient  pas ,  toutes  les 
quatre,  sur  une  mémo  arête  de  l'hexaèdre. 

Si  l'on  considère,  en  effet,  l'une  quelconque  des  .surfaces 
contenues  dans  l'équation 

et  le  plan  polaire  correspondant 
{^)  V>.,/.,P,^o 

d'un  point  iiidêlerminé  {pi,  •  ■    ,  pe]- 


oit  que  le  plai 
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polaire  de  l'un  quelconcjue  des  dis  sommels  de  l'hexaèdre 
passe  par  le  sommet  opposé.  Cliacune  des  surfaces  coiue- 
nues  dans  l'équalion  (i)  divise  donc  liarmoiiiquemeiiL  les 
dix  diagonales  de  l'iiexaèdre.  Or  il  résulte  des  six  coefB- 
cienis  homogènes,  ou  des  cinq  paramèires  indéterminés 
ï.,  :^5  :  . .  .  ;  Is  contenus  dans  cette  équalion,  que  les  sur- 
faces qu'elle  définit  demeurent  capables  de  cinq  conditions 
.  nouvelles,  et  ne  peuvent  être  assujetties  dès  lors,  par  leur 
commune  définition,  à  plus  de  quatre  conditions  distinctes. 
On  doit  donc  réduire  à  ce  nombre  les  dix  conditions  com- 
munes qu'elles  remplissent  déjà  en  divisant  iiarmonîque- 
menl  les  dix  diagonales  de  l'hexaèdre.  Et  l'on  peut  dire,  en 
d'autres  termes,  que  toute  surface  du  second  ordre  qui  di- 
vise harmoniquenieiit  quatre  de  ces  diagonales,  divise  de  la 
même  manière  toutes  les  autres.  Nous  dirons  dans  ce  cas 
que  la  surface  et  l'hesaèdre  sont  conjugués, 

240,  Remarque.  —  L'énoncé  précédent  doit  être  en- 
tendu avec  cette  restriction  que  les  diagonales  qui  y  figu- 
rent ne  s'appuient  point,  toutes  les  quatre,  sur  une  môme 
arête  de  l'hexaèdre.  Si  ces  diagonales  s'appuyaient  sur  une 
même  arête,  telle  que  o^=Ps  =  P8;  elles  dépendraient 
moins,  en  effet,  de  l'hesaèdre  proposé  que  de  la  figure 
formée  du  tétraèdre  (P,  P,  P^  P4)  et  de  la  droite  [V^V,]  : 

figure  indépendante  de  l'orientation  des  deux  dernières 
faces  Ps,  Pe  de  l'hexaèdre,  et  dont  les  quatre  diagonales 
sont  divisées  harmoniquement  par  une  surface  du  second 
ordre,  aussitôt  qu'il  en  est  ainsi  i.le  trois  d'entre  elles 
(n^aSS,  p.  a65). 

241.  Si  l'on  dispose  de  trois  des  rapports  indéterminés 

^1  ;  ^s  : . . .  :  Xe,  de  manière  que  la  fonction  (i)  se  décompose 
en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  ou  que  l'on  ail 
identiquement 

(1')  o=y">,  P;  =  AA'; 
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deux  des  cinq  rapports  demeurent  arbitraires  el  perraet- 
leiît,  par  suite,  sinon  de  choisir  à  volonlé  le  plan  A  =:  o,  du 
moins  de  le  faire  passer  par  une  droite  donnée.  De  là  cette 
conclusion  négative:  «  Les  conjugués  barmoniques,  par 
rapport  aux  dix  diagonales  d'un  hexaèdre,  des  traces  de  ces 
diagonales  sur  un  plan  quelconque,  n'appartiennent  pas, 
en  général,  à  un  seul  et  même  plan  »  :  le  cas  excepté  où 
le  plan  que  l'on  considère  serait  tangent  à  une  certaine 
surface,  la  surface  enveloppe  des  plans  de  toute 


qucs  Ji 


rites  h  l'Iicxaèdrc;  comme  cela  résulte  du  ihé 


242.  Si  un  plan  A  coupe  les  diagonales  d'un  hexaèdre 
en  qnaire  points  {ou  en  dix)  dont  les  conjugués  harmo- 
niques, par  rapport  à  chacune  de  ces  diagonales,  appar- 
tiennent à  un  iiiéme plan  K'  ■■,  chacutt  des  plans  K,  Pi!  coupe 
l'hcxnèdresuii'ant  un  hexagone  circonscriptible  à  une  coni- 
(^Miî,  En  d'autres  termes, /ej/i/ii«j  A,  A'  définis  par  l' identité 


Yyl^A 


(0 

et  les  plans  des  coniques  inscrites  à  l'hexaèdre  P,  .  .  .  P^ 
ont  la  même  enveloppe. 

Si  l'on  prend,  eu  effet,  l'un  quelconque  de  ces  plans  A 
pour  plan  des  xj,  ou  si  l'on  pose 
A  =  z; 
l'identité  précédente  devient,  en  explicitant  les  fonctions 
P, ,  .  .  . ,  Pe  relatives  aux  diverses  faces  de  l'hexaèdre, 


X 


\,{a..v  +  b,j-^c,z-p,)'  —  ,.A'. 


Et  comme  le  secoHcl  membre  de  celte  iileiiiité  t 
ideiitiqtiement  par  la  subâlilitlion  3  =  0,  il  en 
même  du  premier.  On  a  dette  ideittiqttemeitl 

(,-) 


'^\{^.i  +  i,r-PiY—<i. 
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CL  les  sis  droiics 

û,,^-f-  è,  j  — ;)p  — o,.  ..,      /'^.r  -t-  b^r  —  pi  =  o 
sotil  tangentes  à  une  même  conique  (n"  1^2,  p.  i35).  Mais 
CCS  droites  ne  sont  attires  que  Jes  traces,  sur  le  plan   con- 
sidère ^  =:  o  ou  A  =  o,  des  plans  P, ,  .  .  ■ ,  P«  des  diverses 
faces  de  riiexaèdre.  Donc,  elc. 

2i3.  Béciproqueraenl,  le  plan  A  =^  o  de  toute  conique 
inscrite  à  rhexaédre  P,  .  . .  Ps  satisfait  à  Vtâeiilitè 

\  ).,p;=A.A', 

iil  ses  traces  sur  les  diagonales  de  l'/iexaèdre  ont  leurs 
conjugués  hai-fnoniques  situés  sur  un  ménie  plan  A'. 

Prenons  encore,  pour  pian  des  xj,  z=:o,li:  plan  A  dv 
l'une  des  coniques  inscrites;  et  soient  encore 

les  plans  des  diverses  faces  de  l'iiexaèdro.  Puisque  leurs 
traces  sur  le  plan  s  =  o, 

a,  X  -h  b,j-  —  Pi  ^  o,  .  .  .  ,      ii^x  -{•  b^y  ~ Pb^:o, 
font  six  laugenles  d'une  même  conique,  on  peut,  par  une 
convenable  détermination  des  rapporls  X,  ;  ï.j  : .  . .  ;  ).,;  sa- 
tisfaire à  l'iiîentité 

(/)   \[a,x  ^  b,y  -  p,Y  ^  .  .  .  +\{a,x  +  b,y  ~  i>,Y  =  o. 
Oi',  si  l'on  transporte  ces  mêmes  coeflicients  dans  la  fonc- 
lion 

l,(«,j:  +  6,J  +  c,z  — /?,)'  -1-.  .  .  +  ',.,{",3:  +  b^y  +  c,z  —  p^;', 

les  termes  indépendants  de  la  variable  z  disparaissent 
d'eux-mêmes  de  cette  fonction,  en  vertu  de  l'identité  pré- 
cédente; et  la  première  puissance  de  s  apparaissant  en 
facteur,  on  a  îdenliquemeni 

\{a.r,  4-È,j-!-e,  z  —  /j,)^  4-... -l-i5(«5.'^  +  È5r +';,=  —/;,)■' 
=  z{ax  +  bj-i-cz—j/). 
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244.  Les  coniques  înscrUes  à  un  hexaèdre  s'associent 
donc  naturel lenienl  deux  à  deux,  de  telle  manière  que  les 
plaus  A,  A' de  deux  coniques  associées  soient  conjugués 
par  rapport  à  l'hexaèdre,  et  que  chacun  d'eux  se  puisse 
déduire  géométrique  nient  do  l'autre. 

Les  coniques  associées  d'une  conique  inscrite  à  un 
système  de  sept  plans,  ou  de  huit,  donneraient  lieu  à  des 
théorèmes  de  collinéation  qu'il  est  aisé  d'apercevoir,  et  sur 
lesquels  nous  n'insisteinns  pas  davantage. 

245.  Revenons  à  l'hevaèiîre  P,  .  .  .  Pj  et  à  l'identité 

y  i,PÎ  =  A.A', 

qui  délîni  t  deux  quelconques  de  ses  plans  conjugués.  Comme 
aucun  de  ces  plans  ne  peut  être  pris  arbitrairement,  aucun 
d'eux,  en  général,  ne  pourra  disparaître  à  l'infini.  Suppo- 
sons toutefois  riicxaèdre  tel,  que  cette  particularité  puisse 
se  produire.  Le  plan  à  rinfmi  c  ^  o  remplaçant,  dans  ce 
cas,  le  second  plan  A'  ;  le  plan  conjugué  A  i=  o  et  le  plan  n 
l'indni  divisent  harmoniquement  les  dix  diagonales  de 
l'hexaèdre.  En  d'auti'es  termes,  chacune  de  ces  diagonales 
est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  seul  plan  A  =  o, 
et  celui-ci  renferme  les  points-milieux  de  touies  les  dia- 
gonales. 

De  là  ce  premier  théorème ,  analogue  à  celui  de  IN'ewion 
sur  le  quadrilatère  : 

Si  les  points-milieux  de  quatre  des  diagonales  d'un 
hexaèdre  sont  dans  un  mémo  plan,  il  en  est  de  même  des 
points-milieux  de  toutes  les  autres  ;  et  le  plan  médian  de. 
l'hexaèdre  coupe  celui-ci  suivant  les  côtés  d'un  hexagone 
circonscriptihle  à  une  conique. 

Cet  énoncé  suppose  d'ailleurs  une  restriction  iiidlquée 
déià(n''2«),  p.  S69). 
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2i6.  11  esi  d'ailleu.-s  bien  facile  de  déduire,  de  ce  qui 
précède,  la  définilion  de  tous  les  hexaèdres  présentant  cette 
propriété. 

Oji  à  vu,  cil  effet,  que  deux  plans  conjugués  quelconques 
sont  ceux  de  deux  coniques  aisociées,  inscrites  l'une  et 
l'autre  à  l'hexaèdre.  Le  p/art  à /'^'w/ïni  coupe  donc  l'hexaèdre 
actuel  suivant  un  hexagone  circonseriplible  à  une  conique  ; 
de  lellc  sorte  que  les  six  plans,  menés  par  un  même  point 
de  l'espace  et  chacun  des  côtés  de  cet  hexagone,  détermi- 
nent sis  plans  tangents  à. un  même  cône  du  second  ordre. 
Or  cet  hexagone  est  tout  entier  à  l'infini,  et  ces  six  plans  ne 
sont  autres  que  ceux  des  différentes  faces  de  l'hexaèdre 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quel- 
conque de  l'espace.  De  là  ce  théorème  : 

Pour  que  les  points  milieux  des  dix  diagonales  d^un 
hexaèdre  soient  situés  sur  un  même  plan,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  plans  da  ses  différentes  faces  soient  parallèles  à 
six  plans  tangents  d'un  même  cône  du  second  ordre. 

Cette  condition  est  en  effet  nécessaire,  d'après  ce  qui 
précède,  et  la  proportion  réciproque,  établie  au  n"  ^A'S, 
déinonlre  qu'elle  est  suffisante. 

247,  CoROLLiinE  I.  —  Si  les  diagonales  dhin  premier 
hexaèdre  ont  leurs  points  milieux  dans  un  même  plan^ 
tout  hexaèdre,  parallèle  .i  celui-là,  présente  la  même 
propriété. 

â-iS.  Corollaire  II.  —  Les  plans  médians  des  sept 
hexaèdres  déterminés  par  un  système  de  sept  plans  pa- 
rallèles à  un  même  nombre  de  plans  tangents  d^un  cône 
du  second  ordre  se  coupent  dans  une  même  droite,  et  les 
plans  médians  des  vingt-huit  hexaèdres  déterminés  par 
huit  plans  parallèles  à  huit  plans  tangents  d'un  cône  du 
second  ordre  se  coupent  en  un  même  point. 

On  reconnaît  l'analogie  de  ces  propositions  avec  celles 
nt,  dans  le  plan,  la  médiane  d'un  quadrilatère 
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ou  les  cinq  intidianes  d'un  peiilagone.  L'aiialngîc  d'ailleurs 
se  prolonge  au  delà.  Car  de  même  que  la  médiane  de  ce 
quadrilatère  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  înscnicsjel 
le  point  de  concours  de  ces  médianes,  le  centre  de  la  co- 
nique inscriie  à  ce  pentagone  :  le  plan  médian  d^un 
hexaèdre  conique,  la  droite  ou  le  point  de  coucours  de 
tous  ces  plans  médians  représcnlent  aussi  le  lieu  des  rentres 
ou  le  centre  unique  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
menées  tangeuliellement  aux  plans  des  divers  groupes  con- 
sidérés. 

249.  Observation.  ~  Une  surface  du  second  ordre,  que 
l'on  assujettit  à  être  inscrite  à  un  hexaèdre  qwdconqiie,  de- 
meure capable  de  trois  nouvelles  conditions.  On  peut  par 
exemple  lui  assigner  pour  centre  un  point  quelconque  de 
l'espace,  et  il  n'existe  d'autre  lieu  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  en  question  que  l'espace  indéfini.  Il  existe  toute- 
fois «ne  exception,  et  l'on  ne  peut  plus  choisir  arbitraire- 
ment le  centre  d'une  surface  inscrite  à  un  hexaèdre  co- 
nique, ou  qui  admet  un  plan  médian  ;  car  celui-ci  est 
le  lieu  des  centres  de  toutes  les  surfaces  inscrites. 

Une  surface  du  second  ordre,  que  l'on  assujettît  à  être 
inscrite  à  un  hexaèdre  conique,  ne  se  trouve  néanmoins 
soumise  qu'à  six  conditions;  mais  l'une  d'elles  intéresse  la 
position  du  centre,  et  ne  lui  permet  plus  de  se  placer  arbi- 
trairement dans  l'espace.  Que  si  l'on  ajoute,  aux  données 
précédentes,  celle  d'un  nouveau  plan  tangent  que/conque 
P,  =^  o,  la  suiface  est  soumise  à  une  condition  de  pins; 
mais  la  position  du  centre  n'en  est  pas  parlicular isée  da- 

faces, 

o  =  y°ï,P;  +  ï,  P==-Aj:  +  Bj--;-  C-  —  ;/, 

se  réduit  parla  substitution 


y  Google 


CON'STIIL'CTION    PAR    POINTS    DE    LA    l'AllADOLE.  SJD 

au  plan  des  cenlres  des  surfaces  inscrites  au  seul  hexaèdre 
conique  P,  .  .  .  Pe- 

De  semblables  réductions  se  produisent  encore  si  l'on 
au^menie  les  données  précédenies  de  celle  d'un  liititiènie 
ou  d'un  neuvième  plan  tangent  quelconques  o  =:  Pr  =  P9  : 
le  plan  médian  de  l'hexaèdre  primitif  conlenanl,  dans  le 


premier  t 


,  la  droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces: 


dans  le  second,  le  centre  de  la  surface  unique  répondant  à 
ces  données. 

Si  les  nouveaux  plans  tangents  P,  et  P,  sont  parallèles  à 
deux  autres  plans  tangents  du  cône  directeur,  le  centre  de 
la  surface  est  déterminé  :  non  cette  surface  elle-même,  que 
l'on  peut  encore  assujettir  à  une  nouvelle  condition.  Et 
toutes  ces  particularités  ne  sont  pas  autrement  éiranges  que 
celles  qui  se  produisent  dans  la  détermination  du  contre 
d'une  coniquedéfinie  par  cinq  langenies.  Car  si  deux  de  ces 
tangentes  sont  parallèles  entre  elles,  le  centre  de  la  courbe 
appartient  nécessairement  à  la  droite  équidîstante- de  l'une 
et  de  i'aulre,  et  la  donnée  de  deux  nouvelles  tangentes  ne 
le  particularise  pas  davantage.  De  même  si  quatre  des  tan- 
gentes données  forment  un  parallélogramme,  le  centre  de 
la  conrbe  est  déterminé  indépendamment  de  la  cinquième; 
et  toute  conique  inscrite  à  ce  paralléloi^ramme  est  concen- 
trique à  celui-ci,  tout  en  demeurant  capable  d'une  cin- 
quième condition. 

§  IV.  —  Construction  par  points  de  la  parabole  et  du 
parabùloïde,  d^une  conique  et  d'un  ellipsoïde  quel- 
conques. 

2S0.  Problème  I.  —  Connaissant  un  triangle  conjugué 
et  la  direction  des  dïamèin's  d^une  parabole,  construire 
un  point  quelconque  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce 
point. 

Soient  Y=  oune  diamètre  conduit  arbitrairement,  pa- 
rallèlement à  la  diieclion  donnée,  et  X  ^::^  o  la  tangente  in- 
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du  quadrilatère  PjPaPjY  formé  des  côtés  du  triangle 
donné  et  du  diamètre  que  l'on  a  choisi.  Le  problème  pro- 
posé se  trouve  donc  résolu,  et  l'on  a  ce  théorème  :  Les  trois 
premiers  cotés,  1 ,  2,  îi  d'un  quadrilatère  demeurant  fixes, 
tandis  que  le  quatrième  se  déplace  parallèlement  à  une 
dlivclion  donnée;  la  courbe  enveloppe  de  la  médiane  de 
ce  quadrilatère  et  la  courbe  décrite  par  la  trace  de  cette 
médiane  sur  le  côté  mobile  correspondant  font  une  seule 
et  même  parabole,  conjuguée  au  triangle  12  3,  et  dont 
l'axe  est  parallèle  à  la  direction  donnée. 

251 .  On  peut  ohlenir  directement  l'axe  et  le  sommet  de 
la  parabole  précédenle  {^g.  5i). 

Si  l'on  regarde,  en  effet,  la  direction  générale  des  dia- 
mètres comme  horizontale,  la  médiane  relative  au  quadri- 
latère î  2  1  '  2'  serait  perpendiculaire  à  celte  direction,  et 
représenterait  la  langenie  au  sommet  de  la  courbe,  si  la 
demi-somme  — —  des  distances  ,  à  une  verticale   llxe 

2 

quelconque,  des  extrémités  4,  l'de  la  première  diagonale 
se  trouvait  équivalente  à  la  somme  analogue  ~ — —  rela- 
tive aux  extrémités  2,  2'  de  la  seconde  :  et  l'on  aurait,  dans 
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nfin  puisque  la  différence  x^,  —  a?i,  est  mesurée,  sur  la 
■c,  parle  segment  l'a', 


l'2'  =  ^, -j-,  =  12.cos(i2,o.r). 

Le  segment  \\  2'„,  intercepté  sur  l'axe  de  la  courhe  par  les 

Fie.  5i. 


eôiés  de  l'angle  3,  esi  donc  connu  de  direction,  de  grandeur 
et  de  sens  :  dès  lors  aussi  de  position.  Et  sa  trace  sur  la 
médiane  correspondante  fin  est  le  sommet  de  la  courbe. 

Le  diamètre  l'2'  relatif  à  une  tangente  de  direction 
donnée  se  déterminerait  de  la  même  manière  ;  le  seg- 
ment 1'2'  intercepté  sur  ce  diamètre  par  les  côtés  de 
l'angle  3  serait  encore  défini  de  direction  et  de  sens,  et  sa 
grandeur  mesurée  par  la  différence  des  distances  des  som- 
mets 1,2  à  une  parallèle  quelconque  à  la  direction  don- 
née ;  ces  distances  se  comptant  toujours  parallèlement  à  la 
direction  générale  des  dia 
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252.  Problème  II.  —  Connaissant  un  tétraèdre  conju- 
gué et  la  r/ireclion  des  diatnèties  d^un  paraboloïde,  con- 
struire un  point  (juelcon<jue  de  la  surface  et  le  plan  tan- 
gent correspondant. 

Soient 


deux  plans  diamétraux  conjuguas,  cotiduils  l'un  et  l'autre  sui- 
vant une  parallèle  quelconque  à  la  direction  donnée  des  dia- 
mètres :  le  premier  dans  une  direction  arbitraire  autour  de 
cette  parallèle,  le  second  dans  une  direction  inconnue.  Et  soit 


le  plan  entièrement  inconnu  qui  touche 
suivant  l'extrérnité  du  diamètre  choisi. 
Les  équations  équivalentes 


7  —  9.x  =  11 


X>,.;==. 


dn  paraboloïde  rapporté  d'une  part  aux  plans  X,  Y,  Zque 
l'on  vient  de  définir,  de  l'autre,  au  tétraèdre  donné  Pi  ...P4, 

l  l'identité 


\     ).,  P'-l h-  -,  =  '2X: 

^*'  I'  P 

l'hexaèdre 

(H)  P,  P,  PiP,  YZ  — o 

admet  un  plan  médian  qui  n'est  autre  que  le  plan  tangent 
cherché  X  =  o  (n"  24o,  p.  272).  D'ailleurs,  bien  que 
l'hexaèdre  (H)  demeure  partiellement  indéterminé,  par 
suite  des  directions  indéterminées  de  deux  de  ses  faces  Y,  Z 
dont  rinterseciion  o  =  Y  ^  Z  est  seule  connue  ;  on  peut 
cependant  construire  les  points  milieux  de  quaire  de  ses 
diagonales  et  dès  lors  son  plan  médian  X  =:  o.  Si  l'on  con- 
sidère, en  effet,  la  figure  formée  du  tétraèdre  V,...V,el. 
de  la  droite  YZ,  les  quatre  diagonales  de  cette  figure  fout 
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geut  en  ce  poînl 

De  là  et!  théorèi 
d'un  tétraèdre 

parallèlement  à  une  direction  donnée;  l'enveloppe  du 
plan  médian  de  cette  figure  et  la  surface  décrite  parla 
trace  de  ce  plan  sur  la  droite  mobile  correspondante  font 
un  seul  et  même  paraboloïde  conjugué  au  tétraèdre  1234, 
et  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  direction  donnée. 

253.  Beniarqne  1.  —  Le  théorème  relatif  à  la  situation 
sur  un  même  pian  des  points  milieux  des  quatre  diagonales 
de  la  figure  formée  d'un  tétraèdre  et  d'une  droite  résulte, 
bien  qu'indirectement,  de  l'analyse  précédente. 

254.  Remarque  II.  —  Tous  les  systèmes  de  deux  plans 
o  =:  Y  =  Z  que  l'on  peut  conduire  par  une  droite  ox,  de 
telle  manière  qu'ils  forment  avec  quatre  plans  donnés, 
Pj,,  .  -,  P4,  un  hi:xaèilre  conique,  coïnciàeiM  avec  les  plans 
diamétraux  conjugués  d'un  certain  paraboloïde,  conjugué 
lui-même  au  tétraèdre  P, . . .  P»,  et  ayant  l'un  de  ses  dia- 
mètres dans  la  droite  donnée.  Tous  ces  hexaèdres  ont  d'ail- 
leurs un  même  plan  médian  X^o;  et  les  six  plans 
Pi,.  . .,  Pi,  Y  et  Z,  transportés  parallèlement  à  enx-mèmes 
en  «n  même  point  de  l'espace,  s'y  disposent  suivant  six 
plans  tangents  d'un  même  cône  du  second  ordre. 

255.  Rf-mnrque  IIJ .  —  La  construction  d'un  système 
de  plans  diamétraux  conjugués  Y,  Z  du  paraboloïde  pi-écé- 
denl  s'obtiendrait  on  menant,  par  la  droite  donnée  ox,  un 
premier  plan  arbitraire  Y,  et  déterminant  ensuite  le  plan 

Z=:=o  de  la  sixième  face  d'un  licxaèdrc  conique  dont  les  cinq 
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premières  faces  P, 
donnés.  Cette  di 
ré.li.e.  [fis.  5a) 
de  chacun  des  son 


T  et  le  plan  médian  X  seraient 
teiniinatton  peut  d'ailleurs  se 
doublant  les  rayons  vecteurs  menés 
ts  rt,  i,  c^d  (Yr=  o)  il  tous  les  points 


du  plan  médian  X  les  plan';  iIoiihh\  de  celui-ci,  par  rap- 
port à  chacun  de  ces  somniev,  alhnt  couper  respective- 
ment les  arêtes  opposées  ca\  db',  ac' ,  bd'  en  quatre  points 
a',  £',  c',  d'  du  plan  conjugué  que  I  on  cherche,  Z  ;=  o. 

2S6.  Remarque  IF,  —  La  construction  précédente  peut 
s'appliquer  à  la  détermination  de  Vaxe  et  du  sommet  du 
paraboloïdc. 

SU' on  suppose;  an  edet,  les  diiimhtrcs  de  ia surface  diri- 
gésverticalefrient,]ar^nesiionse  réduit  à  couper  le  tétraèdre 
donné  12  3  4  par  une  verticale  l'2'3'4'  telle,  que  le  plan 
médian  de  la  figure  formée  de  cette  droite  et  de  ce  tétraèdre 
soit  horizontal.  Or  ce  plan  médian  contenant,  en  particu- 


les poi 


ailie 


des  dimx  premières  diagonales 
ir,  22',  la  droite  t"2"  qui  les  réunit  doit  être  horizon- 
tale. De  là  ce  problème  préliminaire. 

«  Étant  donnés  un  angle  dièdre  (13  4,234)  et  deux 
points  fixes  1,  2  respectivement  situés  sur  l'une  ou  l'autre 
de  ses  faces,  trouver  le  cylindre  engendré  par  une  verii- 
eale  l'2'  assujettie  à  rencontrer  les  faces  de  ce  dièdre  en 
des  points  1',  2'  tels,  que  les  points  milieux  des  droites  H'. 
22'  soient  situés  sur  une  même  horizontale,  »  ou  que  l'on 
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■fSt-à-Jire 
Il  résiilie  d'abord  de  cette  relation  (/.,;.  33)  <iio 


.     .  '.n 


meot  1'2'  intercepté  sur  la  droite  mobile  par  les  faces  du 
dièdre  donné  conserve  une  longueur  constante  et  qui  n'est 
autre  que  la  distance  z^  —  Zj  des  points  fixes  1 ,  2  eslimce 
suivant  la  verlîealo.  Les  segments  l'2',  1',  2'„  relatifs  à  deux 
positions  quelconques  de  la  droiie  mobile  se  trouvent  donc 
égaux  et  parallèles;  la  figure  \'1'^^\\  est  un  parallélo- 
gramme; ses  côtés  opposés  l' l'j,  2'2'u  sont  parallèles  entre 
eux  et  à  la  commune  interseciîon  des  deux  plans  direc- 
teurs, ou  à  l'arête  du  dièdre  donné.  La  droite  mobile  1'  2' 
se  meut  donc  dans  un  plan  déterminé,  parallèle  à  cette 

Si  d'ailleurs,  par  le  point  \  et  dans  le  plan  1  3  4  de  la 
première  face,  par  le  point  2  et  dans  le  plan  2  3  -i  de  ta  se- 
conde on  mène  l'horizontale  de  chacun  de  ces  plans;  la 
verticale  \\  2',,  que  l'on  pourra  mener  s' appuyant  sur  cha- 
cune de  ces  horizontales,  fournira,  d'une  manière  évidente, 
l'une  des  positions  de  la  droite  mobile  r  puisque  les  points 
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milieux  Jes  diagonales  aciuelles  i  l'„,  â2'„  appartiennomau 
plaiiliorizontal  éf|uidisiaiit  des  poîiUs  1  et  2,  ou  l'„  et  2",. 

Donc,  .(/,  par  le  sontinct  1  du  létraèdre.  donné  et.  dans 
le  plan  {  ^ide  sa  première  Jace,  par  le  sommet.  2  et  dans 
le  plan  ^3  à  de  la  seconde^  on  mène  l'horizontale  de  cha- 
cun de  ces  plans  :  le  plan  mené,  par  la  verticale  qui 
s'appuie  sur  djacune  de  ces  droites,  parallèlement  à  la 
commune  intersection  de  ces  plans,  on  à  l'arête  3  4,  con- 
tiendra l'axe  du  paraholoïde.  Cet  axe  sera  donc  fourni  pai- 
la  commune  interstciion  de  sis  plans  distincts,  analogues 
au  précédent-,  et  le  plan  médian  delajigurejofniée  du  té- 
traèdre 1  2  3  -4  eî  c^e  l'axe  fournira  ensuite  le  plan  tangent 
au  sonioiet  du  paraboîoïde  et  ce  sommet  lui-même. 

Le  diamètre  i'  2'  relaiif  à  un  plan  tangent  ds  direction 
donnée,  ce  plan  lui-même  et  son  point  de  contact  s'obtien- 
draient d'une  manière  toute  semblable.  Car  si  l'on  regarde 
comme  horizontal  le  plan  tangent  cherché,  en  rendant  à 
la  direction  générale  des  diamètres  une  obliquité  quel- 
conque, on  reconnaît  encore  que  si,  parle  sommet  1  du 
tétraèdre  et  dans  le  plan  \  3â  de  la  première  face,  par  le 
sommet  2  et  dans  le  plan  234  de  la  seconde,  on  mène 
l'horizontale  de  chacun  de  ces  plans  :  le  plan  mené,  par 
le  diamètre  qui  s'appuie  sur  chacune  de  ces  droites,  pa- 
rallèlement à  la  commune  intersection  de  ces  plans,  ou  à 
l'arête  34,  contient  encore  le  diamètre  que  l'on  cherche  et 
qni  est  fourni  par  la  commune  inlersectioii  de  sis  plans 
analogues. 

257.  PaOBLiLMË  m.  —  Connaissant,  un  triangle  conju- 
gué, une  tangente  et  son  point  de  contact,  construire  un 
point  quelconque  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point. 

Soient  T  =  o  la  tange.jie  donnée  et  t  son  point  de  con- 
tact {^fig-  54  )  -  Menons  par  ce  point  une  corde  quelconque  it', 
ou  C  =  o  :  et  soient  t' la  seconde  trace  de  celte  corde  sur  î;i 
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courbe,  T'  =  o  la  taogcii 

le  corresiioiidaiiie  :  il 

s'açii 

l  (l'oL- 

tenir  le  point  ï' et  la  dro 

ite-r. 

Les  équations  équivalentes 

^p;+"AiPÏ+).3p!"o,    ïC  — Tr=o 

de  la  courbe  rapporléG  d'une  pari  au  irîangle  donné  P]  P3P3, 
de  l'autre  auxdroilesC,T,T'  que  l'on  vient  de  définir,  en- 
traînant l'identité 

X  p;  +i,p^  +^3?^  +  ïC'  =  Tr: 

les  trois  diagonales  du  quadrilatère  Pi  Pa  P,  C  sont  divisées 
harmouiquemcntparrensemble  des  droites  T,  T';et  l'une 
quelconque  de  ces  droites  se  peut  déduire  de  l'autre. 

Les  propriétés  de  la  figure  permettent  d'ailleurs,  étant 
donnés  le  triangle  Pj  Pa  Pj  et  deux  quelconques  des  côtés 
ou  des  sommets  du  triangle  CTT',  d'en  obtenir  le  troisième 
côté  ou  le  troisième  s 


258.  Problème  1\.  —  Connaissant  un  tètraèilre  con- 
jugué, un  plan  tangent  et  son  point  de  contact:  construire 
un  point  guelconi/ue  de  la  surface  et  le  plan  tangent  tfw 

lui  correspond. 

Soient  T  =x  o  le  p!an  tangent  donné,  (  son  point  de  con- 


y  Google 


334  CHAPITRE    VII. 

tact.  Menant  par  ce  point  une  corde  quelcontiiie  u',  il 
s'agit  d'obtenir  l'extrémité  ï'  de  cette  corde  et  le  plan  tan- 
gent T' qui  lui  correspond. 

Soient,  à  cet  effet,  o  =  C  =^  C  les  équations  de  la  corde 
donnée  t/.',  ou  de  deux  plans  menés  d'abord  arbitrairement 
par  cette  corde. 

L'équation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second  oidru 
tangentes  aux  deux  plans  T,  T',  suivant  la  corde  de  con- 
tact o  =  C  =  C,  étant  {n»63,  p.  53} 

(i)  c.C'-hc'.C"  +  27.CC  — T. T'  =  o, 

la  surface  (lue  nous  considérons 


X>.,P:^o, 


déjà  conjufjuée  au  léiraèdre  P,  .  . .  Pi,  sera  représentée  par 

l'équation  pins  simple 

(1')  c.C'  +  c'.C'=  — T.T'  =  o 

si  les  plans  C,  C  qui  définissent  la  corde  tt'  sont  parti- 
cularisés d'une  manière  convenable.  Les  équations  (2J,  (i') 
peuvent  donc  être  regardées  comme  équivalentes,  et  l'on  en 
déduit  l'identité 


(0  X''""^ 


Or  il  résulte  de  celle-ci  que  les  dix  diagonales  de  l'hexaèdro 

{H)  P.PiPsP^CG' 

sont  divisées  harmoiiiquement  par  les  deux  plans  conju- 
gués o  =  T  =  T'.  Et  bien  que  l'hexaèdre  (H)  soit  parliel- 
lement  indéterminé,  celle  propriété,  comme  nous  Talions 
voir,  suffit  à  la  construction  du  plan  T',  Quatre  des  dix  dia- 
gonales de  l'hexaèdre  se  trouvent  effectivement  indépen- 
dantes de  l'orientation  des  plans  C,  C,  et  coïncident  avec 
les  diagonales,  immédiatement  constructibles,  de  la  /('- 
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gure  formée  du  tétraèdre  Px.  .  .Pj.  et  de  la  droite  donnée 
o^C  =  C'.  Les  conjugués  hanuoniqucs,  par  rapport  n 
ces  diagonales,  de  leurs  iraces  respectives  sur  le  plan  T, 
font  dès  lors  quatre  points  du  plan  T'  que  l'on  cherche. 
Ce  plan  ï'  est  dêttrminé,  et  l'on  a,  dans  sa  trace  sur  la 
droite  correspondante  ft',o  =  C:^C',  un  second  point  ('de 
la  surface  considérée;  dans  ce  plan  même,  le  plan  tangcnl 
en  ce  point. 
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CHAPITRE  VIII. 

QUADISANGLES  E7'  OCTAÈDRES  CONJUGUÉS. 

SuuUAitiE.  —  Du  qoaJjaneîe  conjugué  ii  une  conique,  el  de  l'oclaèdre  lieïa- 
gonal  conjugué  à  une  surface  du  second  ordi^e.  —   Analogiea  du  qua- 

donné,  et  du  cylindre  parabolique  circonscrit  à  un  octaèdre  :  coiisti  fic- 


^  iinii>  II- If  nul  ion  taii^entielli- 


259.  —  Les  polygones  simples  qiiu  l'on  eonsîdèri?  dans  h  s 
ôiéineiils  de  Géoméliiiï  y  sont  regardés  comme  définis,  in- 
différemment par  l'ordre  de  succession  de  leurs  côtés  ou  de 
leurs  sommets;  et  il  n'y  a  dès  loi"s  aucune  différence  à  éta- 
blir entje  un  quadrilalère  et  un  quadraiig!e  simples.  Mais 
nu  quadrilatère  et  un  çuadiangle  complets  (Steiser. 
Systciiiatische  Eiitwicleliing,  p.  72)  font  doux  figures  dis- 
li  noies. 

La  première  fsl  proprenteni  l'ensemble  de  quatre  droites 
indéfinies  qui  sont  les  co(e'.sdnçifa[y;77(i'è;'e  et  se  rencontrent 
deux  à  deux  en  six  points,  qui  en  sont  \t:s  sommets  :  ces  som- 
mets d'ailleurs,  considérés  deux  à  deux,  peuvent  être  ad- 
jacents s'ils  appartiennent  à  un  même  côté;  opposés  dans 
le  cas  contraire,  et  la  droite  qui  les  réunit  est  alors  l'une 
des  trois  diagonales  de  la  figure. 

La  seconde  est  l'ensemble  de  quatre  points  isolés,  qui 
sont  les  sommets  du  (juailrangle,  et  que  l'on  peut  réunii 
par  six  droites  distinctes,  qui  en  sont  les  côtés.  Ces  côtés 
d'ailleurs,  cons^idérés  deux  à  deux,  peuvenl  ôlre  adjacents 
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s'ils  se  coupent  en  l'itM  des  sommets;  opposés  dans  le  cas 
contraire,  et  leur  point  de  rencontre  est  alors  l'un  des  ïroi> 
points  diagonaux  de  la  tjgure. 

\J hexagone  gauche  et  Vhexaè/lre  complets,  c'e&t-à-dirc 
les  figures  définies  dans  l'espace  par  un  groupe  de  six  points 
isolés  ou  de  six  plans  indéfinis,  donneraient  Heu  à  des  ob- 
servations analogues.  Toutefois,  quand  nous  aurons  à  par- 
ler dans  ce  Chapitre  de  la  figure  formée  de  six  points  quel- 
contjues  de  l'espace,  et  des  dix  couples  de  plans  opposés 
qu'ils  délermineut,  nous  ferons  iniervenir,  pour  plus  de 
clarté,  l'un  des  octaèdres  hexagonaux  construits  sur  ces 
six  points  comme  sommets,  et  les  faces  opposées  de  cet 
oclaèdre  reproduiront  quatre  de  ces  dix  couples  de  plans 
opposés. 

260.  Théorème.  —  Si  les  côtés  opposés  d'un  tfua- 
drangle  complet^ont  deux  couples  de  droites  conjuguées 
parrapport  aune  conique,  ils  en  font  trois  (Hesse);  et  l'é- 
quation tangenlîelle  de  la  courbe,  rapportée  aux  sommets 
P, .  . .  Pi  =  o  du  quadrangle  considéré,  peut  s'écrire 

(i)  À,p;  +. .  .+i4P;~o. 

Considérons,  en  effet,  l'une  quelconque  des  courbes  je- 
préseiilées  par  cette  équation,  et  soit 
(a)  l,//.P,+...  +  À./.,P.=.o 

le  pôle  correspoitflant  çCwae  droite  quelconque  (^p,,..,,pi,). 
Si  celte  droite  coïncide  avec  l'un  des  côtés  du  quadranglc 
de  référence,  on  a,  par  exemple,  o  =  pi=ps\  et  l'équa- 
lion  (2)  devenant,  par  cette  siibstîtuiion, 

le  pôle  de  cliacun  des  côlés  du  quadranglc  1  ...  4  est  un 
point  du  côté  opposé.  Les  trois  couples  de  côtés  opposés  de 
ce  quadrangle  forment  donc  trois  couples  de  droites  conju- 
guées par  rapport  à  l'une  quelconque  des  courbes  repré- 
sentées par  l'équation  (ij.  Maïs  il  résulte  des  trois  rapports 
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arbilraires  coiiienus  dans  cette  équation  que  les  courbes 
iju'elle  représente,  capables  encore  de  trois  conditions  nou- 
velles, ne  peuvent  êire  assujetties,  par  leur  commune  dé- 
finition, à  plus  de  deux  conditions  distinctes.  On  doit  dès 
lors  réduire  à  ce  nombre  les  trois  conditions  qu'elles  rem- 
plissent déjà  par  rapport  au  quadrangle  de  référence.  Et 
l'on  peut  dire,  en  d'autres  ternies,  que  toute  conique  can 
des  trois  systèmes  de  côtés  opposés  d'i 


]iiguee  a  deux  des  trois  systèmes  de  cotés  opposes  d  un  qua- 
drangle est  d'elle-mt^me  conjuguée  au  troisième.  Nous 
dirons,  dans  ce  cas,  que  la  courbe  et  le  quadrangle  sont 
conjugués. 

261 .  Si  l'on  dispose  des  rapports  /,  :  ).,  :  î.j  ;  3»  de  ma- 
nière que  l'équation  (i)  soit  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  trois  droites  issues  d'un  même  point  A,  pris  à  volonté 
dans  le  plan  de  la  figure,  la  fonction  (i)  sera  décomposable 
en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  A,  A';  et  l'on  aura 
identiquement 
[i')  1,  P^-hliPJ  +  iîP'  +i,  P,'=AA'. 

Le  segment  formé  des  points  A,  A'  est  donc  divisé  har- 
moniquement  par  deux  quelconques  des  côtés  opposés  du 
quadrangle  1 ...  ■i;  et  cela  entraine  la  collinêation  des  po- 
laires d'un  point  quelconque  A  par  rapport,  aux  trois  sys- 
tèiims  de  deux  droif  es  formés  des  calés  opposés  d'un  qua- 
drangle quelconque. 

^62.  Si  l'un  des  points  A  ou  A'  disparait  à  l'iulini  dans 
une  direction  quelconque,  le  point  conjugué  A'  ou  A  de- 
vient le  centre  d'une  conique  circonscrite  au  quadrangle 
donné.  Il  résulte,  en  effet,  de  rideniilé  (i')  associée  à  un 
théorème  antérieur,  que  toute  conique  passant  par  les 
points  P,  ...Pi  =  o  est  par  cela  même  conjuguée  aus 
points  AA'=o  (n"  -159,  p.  i6i).Etsi  les  points  A,  A' dis- 
paraissent simultanément  à  l'infini  dans  des  directions  dé- 
terminées, celles-ci  représentent  les  directions  diamétrales 
des  deux  paraboles  circonscrites. 
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^  II.  —  Des  surfaces  contenues  dans  l'équation 

y    J,  P;    -I-  ak"  -+-  a' A"  -+-  2j"AA'  rr--:  1,, 

et  4e  la  iigiire  formée  il 'un  quadrangla  gauclie  et  d  une 

263.  Théorème.  —  La  figure  formée  du  quadrangle 
gauche  P,  . . .  P,  =  o  et  de  la  droite  o  =  A  ^  A',  donnant 
lieu  (i  quatre  couples  de  plans  opposés,  toute  surface  du 
second  ordre,  conjuguée  aux  deux  plans  de  trois  de  ces 
couples,  est  d'elle-même  conjuguée  aux  deux  plans  de  la 
quatrième,  et  son  équation  peut  s'écrire- 


'■'      X 


iiP;  +rA'  +«'A'=  +  3  5"AA'=o 


Nous  appelons  d'ailleurs  plans  opposés  de  !a  figure  acLuelh; 
le  pian  de  l'un  quelconque  des  angles  du  cjiiadrangle  donné 
et  le  plan*  conduit  par  le  sommet  opposé  et  la  droite  de  la 

2G4,  La  déinonstralioii  «t  les  conséquences  de  cette  pro- 
position sont  toutes  sembiabies  à  celles  que  l'on  a  dévelop- 
pées déjà  pour  la  proposition  corrélative  (ii°  233,  p.  aôS). 
Si  l'on  dispose,  par  exemple,  des  sis  paramètres  arbitraires 
contenus  dans  l'équation  (i),  de  telle  sorte  qu'elle  soit 
vérifiée  par  les  coordonnées  de  six  plans  condnits  arbitrai- 
rement par  un  point  quelconque  15=^0,  la  fonction  (i) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  fac- 
teurs linéaires  B,  B',  et  l'on  aura  ce  tbéorème  : 

Les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  de  l'espace 
par  rapport  aux  quatre  systèmes  de  doux  plans  opposés 
auxquels  donne  lieu  la  figure  formée  d'un  quadrangle 
gauclie  et  d'une  droite,  se  coupent  en  un  même  point. 
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et  de  quelques  propriétés  de  l'ocUièdre. 


26S.  Si  les  faces  opposées  d'un  oclaèdre  hexagonal 
font  quatre  couples  de  plans  conjugués  par  nipport  à  une 
surface  du  si-cond  ordre,  il  en  est  de  même  des  six  aiiU'es 


,„ple.  do  |,1.„. 
les  sommeis  Pj . . 
lanyenliclle  de  la 


opposes  que  1  on  peul  conduire  par 
,Pe  =  o  de  l'octaèdre;  et  Vcquati'on 
■iirface  peut  s'écrire 


x-^-- 


Si  l'on  «onsidère  en  effet  Tune  quelconque  des  surfaces 
représeniées  par  l'équation  (i),  on  voit  que  le  pôle  corres- 
pondant de  chacune  des  faces  de  l'octaèdre  de  référence, 
1  ...  6,  appartient  à  la  face  opposée.  Les  dix  couples  de 
plans  opposés  que  l'on  peut  conduire  par  les  sommets 
1  ...  6  de  cet  octaèdre  font  dès  lors  dis  couples  de  plans 
conjugués  par  rapport  à  chacune  des  surfaces  contenues 
dans  l'équalioii  (i).  Mais  il  résulte  encore  des  cinq  para- 
mètres arbiiraires  contenus  dans  cette  équation  que  les  sur- 
faces qu'elle  représente  ne  peuvent  être  assujetties  par  leiu' 
commune  déliniiion  à  plus  de  quatre  conditions  distinctes, 
et  l'on  doit  réduire  à  ce  nombre  les  dix  conditions  qu'elles 
remplissent  déjà  relativement  au  groupe  12. .  ,66.  Une  sur- 
face du  second  ordre  qui  est  conjuguée  à  quatre  des  dix 
couples  de  plans  opposés  que  l'on  peut  conduire  par  les 
sonniiels  d'un  octaèdre,  est  donc  conjuguée  par  cela  même 


266.  On  peut  disposer  de  trois  des  paramètres  ai'bitn 
contenus  dans  l'équation  (i),  de  telle  soi  le  qu'elle  se 
double  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaiies,  et 
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iniquement 


X''""— ' 


l-a  surface  se  réduit  alors  à  un  sysième  de  deux  points  A,  A'; 
mais  aucun  d'eux  ne  peut  être  choisi  arbitrairement,  puis- 
que l'équation  (i')  ne  renferme  plus  que  deux  paramètres 
indéterminés.  De  là  cette  roiiclusion  négative  :  «Les  plans 
polaires  d'un  point  quelconque  de  l'espace,  par  rapport 
aux  dix  couples  de  plans  opposés  cjue  l'on  peut  conduire 
par  les  sommets  d'un  octaèdre,  ne  se  coupent  pas  en  un 
même  point,  ii  Toutefois  sï,  au  Heu  d'être  pris  au  hasard, 
le  pôle  considéré  tombe  sur  une  certaine  surface,  la  colli- 
néatioii  de  tous  ces  plans  est  assurée.  C'est  ce  qui  résulte 
du  lliéorème  suivant. 

267,  Théorème. —  Toul  point  dont  lem  plans  polaires, 
par  rapport  aux  dix  couples  de  plans  opposés  que  Von 
peut  conduire  par  les  sommets  d'un  octaèdre  (ou  seule- 
ment par  rapport  à  quatre  de  ces  couples),  se  coupent  en 
un  même  point,  est  le  sommet  d^un  cône  du  second  ordre 
circonscrit  à  cet  octaèdre^  et  réciproquement.  En  d'autres 
termes,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre 
circonscrits  à  l'octaèdre  Pi  .  . .  Pg  =  o  coïncide  nvec  le: 
lieu  des  points  A  ou  A'  définis  par  l- identité  langentielle 
(o)  X,  P;  4-.  ..  +  ).5P-=AA'. 
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l'otlacdrt  i<  un  jitaii  quelconque  (R),  meité  par  l'un  des 
poiiUs  A  ou  A'  qui  la  véritieiit.  Et  si  l'on  projette  les  som- 
mets précédents  en  1'.  . ,  6',  sur  un  plan  arbitraire  (S)  et 
!-u!V,-tnt  le  point  de  vue  A  (jig.  55),  l'identité  (j)  entrai- 


Fîg.  55. 


Itéra  de  mi'iiiel  cMstence  l  nne  lelation  inu  jji-c  et  homogène 

entre lescarrés  des  dislanccsdes nouveaux  points  1',.  .  .,6' à 
une  droite  IV  R'  menée  d'une  manière  quelconque  dans  le 
plan  qui  les  contient.  Les  points  1',.  .  .,6'  font  dès  lors  six 
points  d'une  même  conique  [n°  129,  p.  iSa),  et  les  droites 
AI',.  .  -,  A6',  ou  Al,.  ,  -,  A6,  six  génératrices  d'un  même 
cône  du  second  ordre  ayant  pour  sommet  le  point  A. 

268.  Réciproquement,  si  le  point  A  est  le  sommet  d'un 
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■llOPRlÉTlts    D! 
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(il  À,p;  +  ...  +  x5pj  =  o 

entre  les  distances  des  points  1 

duil  arbitrairement  par  li 

lée  par  l'équaiion  tangentîcile  (i) 


s  A,  A' 


G  à  un  plan  (R)  e 
.  La  surface  reprti 
réduit  donc  à  un  s 
et  l'on  a  l'idmiiito 


l.PÎ' 


Ces  dei 


;tlié 


.  ..+>,P|  =  A,A', 
ie  vêrilient  aisément  par  le  talc 


269.  CoROLLAiHE  I.  —  Les  cônes  du  second  ordre  cir- 
conscrils  h  un  octaèdre  se  correspondent  deux  à  deux,  do 
lelle  manière  que  les  sommets  A,  A'  de  deux  cônes  corres- 
pondants soient  conjugués  par  rapport  à  l'octaèdre,  ei  que 
rhacun  de  oes  sommets  se  puisse  déduire  géométritjuemein 
de  l'autre.  La  droite  AA',  (|ui  les  réunit,  est  coupée  par  les 
dix  couples  de  plans  opposés  tjue  l'on  peut  conduire  par  les 
sommets  de  l'octaèdre,  suivant  dix  couples  de  points  en 
iuvolution,  et  les  points  doubles  de  celte  involulion  ne  sont 
autres  que  les  points  A,  A'.  Telle  est  d'ailleurs,  comme  on 
le  verra  au  Chapitre  IX,  la  propriété  caractéristique  lie 
la  droite  AA'  qui  réunit  denx  points  conjugués  par  rapport 
à  un  octaèdre,  que  cette  droite  s'appuie^  en  deux  points, 
siirla  cubique  gauche  circonscrite. 

270.  Corollaire  II.  ~  Toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  menées  par  w,  même  groupe  de  six  points  I , .  .  . ,  6, 
ont  en  commun  une  injinité  de  couples  de  points  conjugués 
qui  sont  toutes  les  couples  de  points  conjugués  de  l'octaèdre 
I  ...  6,  0(1  tous  les  systèmes  de  deux  points  A,  A'  définis 
par  l'identité 

(i)  À,P;  H-..,  +  )..p;  =  A.A'. 

(^est  ce  qui  résulte  de  celte  identité  elle-même,  associée  à 
l'un  d.-s  théorùmes  fondamentaux  (n"  171,  p.  174).  Si  l'on 
.Odpc  dès  lois  la  cubique  gaucho    I^S^.Jie  pai-  un  plan 
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([uelconque  H,  et  que  l'on  preiiTie  sur  chacun  descôlé.'^  du 
triangle  résultant,  l'2'3',  les  points  doubles  A,  et  A',, 
Ai  cl  A',,  Aj  et  A',  de  l'involution  délerminée  par  les  traces 
de  ce  côlé  sur  les  faces  opposées  de  l'octaèdre  1  ...  6  :  les 
traces,  sur  le  plan  choisi  H,  de  toutes  les  surfaces  considé- 
rées, seront  conjuguées  aux  trois  couples  de  points  A,  A',, 
A3  A',,  A3  A'^.  Mais  si  l'on  désigne  par 

H,  et  H',,...,  H,  et  h; 
les  traces,  sur  le  plan  H,  des  quatre  couples  de  faces  oppo- 
sées de  l'oclaèdre  précédent,  les  traces  sur  le  même  plan 
de  toutes  les  surfaces  considérées  sont  comprises,  avec  iroîs 
paramcires  arbitraires,  dans  l'équation  (n"  (il,  p.  Ss) 

[2)  (i,  H,H',-t-.  ..-t-piH,  H',  =  0; 

et  no  peuvent  être  soumises,  par  leur  commune  déiinîtion, 
à  plus  de  deux  conditions  distinctes.  Les  trois  couples  de 
points  conjugués  qu'elles  ont  en  commun,  se  réduisent  donc 
analytiqnement  à  deux,  et  Ton  a  par'  suite  rideiilité  lan- 
genlielle 

(3)  ï,  A,  à',  +v,A,  a;  -!-v,AsA;  =  o: 

les  trois  couples  Aj  A'^, .  .  . ,  Ag  A'j  se  réduisajit  dès  lors 
aux  trois  couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère 
complet  dont  les  trois  diagonales  coïncident  avec  les  côlés 
l'2',  2'  3',  3'  1'  du  triangle  déterminé  par  le  plan  H  dans  la 
cubique  gauche  circonscrite  à  rociaèdre.  Si  Ri,.  .  .,  R4  dé- 
signent d'ailleurs  les  côtés  de  ce  quadrilatère,  réquaiion  (a) 
est  réductible  à  la  forme 

et  ces  côtés  R,,  ,  .  . ,  R(.  représentent  les  quatre  tangentes 
(ommunes  à  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
roupies  de  droites  H,  H',, . .  . ,  H4  H',  (uM7i,  p.  177). 

La  détermination  des  deux  couples  de  points  conjugués 
communs  aux  sections  par  un  même  plan  de  tous  les  ellip- 
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soldes  circonscrits  à  un  octaèdre  i  .  .  .6,  est  donc  ramenée 
à  la  recherche  des  traces  sur  le  même  plan  de  ia  cubic|ue 
^auclie  circonscrile  à  cet  octaèdre;  oti  à  la  conslruclioii  des 
trois  derniers  points  de  rencontre  de  deux  coniques,  ayant 
un  premier  point  commun,  et  qui  ne  sont  autres  que  les 
traces  sur  le  même  plan  de  deux  cônes  délermïiiés  tels  que 
(J, 23156)  ei{2,134o6). 

On  peut  observer  que  la  médiane  du  quadrilatère, 
Ri  . .  .  R.i,  n'est  autre  que  la  droite  unique  et  déierininée 
conienxie  dans  l'équation  (a);  ou  la  droite  associée  dt's 
quatre  couples  H,  H'^ , .  .  .  iHiir^,  el  que  l'on  sait  constniiie 
(nM52,p..57). 

271.  CocoLLAinE  m.  —  Étant  donnés  neuf  points, 
1,2,  ..., H,  9  d'une  surface  du  second  ordre,  la  section  de 
celle  surface  par  le  plan  789,  déterminé  par  trois  de  ces 
points,  est  susceptible  d'une  définition  immédiate  ;  elle 
n'est  autre,  en  effet,  qu'une  conique,  circonscrite  au 
triangle  789,  et  conjuguée  à  deux  couples  de  points  que 
l'on  peut  déflnir  en  langage  ordinaire  ou  déterminer  gra- 
phiquement. 

Si  la  donnée  du  groupe  supplémentaire  789  est  rempla- 
cée par  celle  du  plnji  tangent  en  l'un  des  ombilics,  cet 
ombilic  est  immédiatement  déterminé  et  n'est  autre  que 
l'un  des  deux  points  cycliques  du  quadrilatère  R,  ...  Ri 
(Corollaire  II)  ;  ou  l'un  des  deux  cercles  de  rayon  nul,  con- 
tenus dans  l'équation  (a),  et  que  l'on  sait  construire 
{iiMSâ,  p.  i5j). 

^  IV.  —  De  la  parabole  circonscrite  à  un  quadrilatère  et 
du  cylindre  parabolique  circonscrit  à  un  octaèdre. 

272.  Les  deux  problèmes  ayant  pour  objet  la  détermi- 
nation des  éléments  principaux  de  la  parabole  définie  par 
quatre  points,  du  cylindre  parabolique  défini  par  sis,  ont 
entre  eux  une  analogie  assez  évidenle  par  elly-méme,  mais 
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dont  l'analyse  nous  donne  en  quelque  sorte  la  n 
qu'elle  enferme,  sous  une  même  ctjualion  Y'  =  2  pX,  la  pa- 
rabole et  le  cyllndri;  parabolique.  Il  convient  donc  de  ne  pas 
séparer  ces  deux  problèmes  l'un  de  l'autre.  Et  quoique  le 
premier  ait  été  lésolu  déjà  de  plusieurs  différentes  manières, 
il  ne  sera  pas  inutile  d'en  donner  une  nouvelle  solalïoii  sî 
l'oH  y  peut  trouver  quelque  lumière  pour  cet  auirc  pro- 
blème jusqu'ici  négligé  par  la  Géométrie.  Nous  ne  disons 
rien  de  l'analyse,  car  il  est  suffisamment  connu  que  l'ana- 
lyse s'occupe  peu  de  constructions.  En  dépit  des  quelques 
preuves  d'habileté  qu'elle  a  pu  donner  en  ce  genre,  et  qui 
ne  prouveraient  peut-être  que  du  bonheur,  on  convient 
généralement  quelle  est  assez  impropre  à  ce  genre  de  tra- 
vaux, et  nous  peut  renvoyer,  sur  ce  point,  à  la  Géoniéttie. 
Mais  nous  croyons  que  c'est  là  «ne  erreur,  et  que  la  Géo- 
métrie, en  cette  matière,  a  peui-ôire  moins  à  donner  qu'à 
recevoir,  sinon  de  l'analyse  cartésienne,  au  moins  de  cette 
analyse  Je.tCïv/j/iVe  que  l'on  doit  à  Bobillier,  et  par  laquelle, 
comme  on  le  verra,  la  plupart  des  construci ions  concernant 
les  courbes  et  les  surfaces  du  second  ordre  se  ramènent  à 
l'interprétation  de  quelques  identités. 

273.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'il  s'agisse  de  cir- 
conscrire uiiii  parabole  au  qiiadrangle  donné  1234.  Et 
soient  T=o  un  diamètre  quelconque  de  l'une  des  deux 
courbes  répondant  à  la  question,  X  =  o  la  tangente  conju- 
guée. L'éq 

liqute 
suite  de  proportion 


Y'  =  a/îX, 
ippliqute  à  chacun  des  points  1,  ' 


y]  _Y\  _Yl  _Y\  _  il  Y;  -i-,..-{-).^Y 
^''  X,"~  X,'~  S^  ~  Xi  ""■  1,X,  -i-...+  l>S 

et  les  distances  de  quatre  points  1,2,3,4  à  i 
quelconque,  et,  en  particulier,   à  la  droite  X  = 
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liées  par  une  relation  liiiéairt;  et  hijmogi;iie 

(2)  l,X.  +X,X, +  l3X;  +  ).,X,  —  o; 

on  a  égalemeMt 

,3)         V),,Yj--i,  Y;-l-i,Y;+J:Y:  +  ),Y;z-^o. 

Et  celte  relation  .où  Yi,.  .  .,  Yt  désignent  lès  distances  aux 
points  donnés  1,.  .  .,'i  de  l'un  quelconque  'des  diamètres 
considérés  Y=:^  o,  n'est  autre  (jue  l'équalion  tangentielle 
de  leur  enveloppe.  Mais  les  diamètres  d'une  parahole  ont 
pour  enveloppe  un  point  à  Vinjîni  dans  une  direction  dé- 
terminée. La  courbe  (3),  qui  est  d'ailleurs  de  la  seconde 
classe,  se  réduit  donc  à  un  système  de  deux  point.s  J,  J' situés 
à  l'infini  —  dans  des  directions  déterminées  qui  représen- 
tent les  directions  diamétrales  des  deux  paraboles  qu<^  l'on 
chercbe,  —  et  satisfaisant  à  ridenlité  tantrentielle 


(3') 


2\,y;^j 


Or  il  résulte  de  la  seule  forme  de  celte  relation  que  deu-; 
côiés  opposes  quelconques  du  quadiaugle  de  référence 
y, .  ,  . j'j  =  o,  ou  du  quadrangle  donné  1234^,  divisent 
harmoniquement  le  segment  JJ'In" 261,  p.  288).  Et  puisque 
les  points  J,  3'  sont  l'un  et  l'autre  à  l'inGni  dans  des  direc- 
tions déterminées,  les  dirnctions  diamétrales  des  deux 
paraboles  répondant  à  la  question  sont  harmoniqitenient 
conjuguées  par  rapport  à  deux  côtés  opposés  quelconques 
du  quadrangle  inscrit  1234  (Lamé,  Examen  des  diffcr. 
mélh.,  p.  5.}. 

Ces  directions  obtennes,  on  pourra  mener,  parallèle- 
ment à  l'une  d'elles,  un  diamètre  quelconque  Y  =:  o;  et  la 
tangente  conjuguée  X;^  o  se  pourra  construire  par  points, 
;,  l'aide  des  relations  (i).  On  tire,  en  effet,  de  ccllos-ci  : 

X,  _  Y|        X,  _  Y; 
'■  X^  ~  Y|'      X^  ^  ïf"" 
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Le  rappon  des  distances  de  la  tangente  cliercliée  X  ^  o  à 
deux  quelconques  des  points  1 ,  2,  3,  -4  est  donc  connu  en 
nombre  et  en  signe;  ou  connaîtra  doue  les  traces  de  cette 
tangente  sur  les  droites  12,13,  cette  langeiile  elle- 
même,  etc. 

274.  Proposons -11  ou  s  actiicllement,  étanl  donnés  .w'x 
points  d'un  cylindre  paraboIi(/uc.  d'pu  (létcnuiner  les 
éléments  principaux, 

i).  Six  coudilious  étant  nécessaires  pour  la  détermina- 
tion d'un  cylindre  parabolique,  par  cinq  des  six  points  don- 
nés on  en  pourra  conduire  une  infinité.  Soient  donc  Y^  o 
l'un  quelconque  des  plans  diamétraux  de  l'un  de  ces  cy- 
lindres menés,  en  nombre  infini,  par  les  points  1,  2, ...  ,S; 
et  X  =;  o  le  plan  tancent  conduit  suivant  la  génératrice 
correspondante.  L'équation 

appliquée  à  chacun  des  points  1,2..  .  .,5,  entraînant  cette 
suite  de  proportions 

Y'_Y?  _Y;_^r'-.Y;. 


et  les  distances  de  cinq  points  1,2,.  .  .,  5  à  un  plan  quel- 
conque et,  en  particulier,  au  planX;=^o,  étant  liées  par 
une  relation  linéairt 


(3) 


et  celte  relation  où  Y;,.  .  . ,  Y^  désignent  les  distances,  aux 
points  donnés  1,...,5,  de  l'un  quelconque  des  plans 
diamétraux  considérés  Y  ^  o,  n'est  autre  que  l'équation 
tangentielle  de  leur  enveloppe.  Mais,  comme  les  plans  dia- 
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K  d'un  paraholoïde  st  peuvent  déplacer  parallèle- 
meul  à  eux-mêmes  sans  cesser  d'êlre  diamélraux  ;  les  plans 
langenls  de  la  surface  (3),  avec  lesquels  ils  coïncident, 
pourront  se  déplacer  parali élément  à  eux-mêmes  sans  ces- 
ser d'éli-e  tangents  à  cotle  surface.  La  surface  représenlée 
par  l'équation  langentlelle  (3)  se  réduit  donc  îeï  à  uncco- 
nique  située  dans  le  p!an  à  Vinfini,  et  dont  chacune  des 
tangentes  dirige  les  plans  diamétraux  de  cliacun  de  ces  cy- 
lyndres.  Or  il  résulte  de  la  smile  forme  de  l'équation  (3) 
que  le  pentagone  gauche  12,,.^  est  conjugué-  à  celle 
conique,  ou  que  le  pôle  relatif  du  plan  de  chacun  de  ses 
angles  (123)  appartient  au  coté  opposé  (45): 

La  conique  (3),  conjuguée  au  pentagone  gauche 
12... 5,  est  donc  conjuguée  aussi  au  pentagone  plan 
l'2'.  .  .5'  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces 
des  côtés  successifs  de  celui-là  sur  le  plan  de  celte  conique 
(n"  70,  p.  5y).  La  conique  (3)  est  donc  déierminée;  et  si 
l'on  imagine  qu'on  l'ait  prise  pour  base  d'un  cône  auxiliaire 
dont  le  sommet  soit  en  un  point  quelconque  o  de  l'espace, 
ce  cône  et  l'angle  solide  pentaèdre  (o,  1'.  .  .S'),  formé  par 
les  droites  menées  du  point  o  aux  sommets  1',.  .  .,S'  du 
pentagone  déjà  défini,  seront  conjugués:  ou  tels,  que  le 
plan  polaire  de  chacune  des  arêtes  de  l'angle  solide,  relati- 
vement au  cône,  tombe  dans  la^hce  opposée.  Ce  cône  sera 
donc  déterminé  en  même  temps  que  cet  angle  solide;  et 
celui-ci  est  connu  :  car  les  droites  ol', . . .,  oo',  menées  du 
point  o  aux  traces  1', . . . ,  S' des  côtés  du  pentagone  gauche 
1...5  sur  le  plan  à  l'infini,  ne  différent  pas  des  paral- 
lèles menées  de  ce  point  à  ces  côiés. 

Ainsi  les  parallèles  aux  côtés  successifs  du  pentagone 
gauche  12...  5,  menées  par  un  point  quelconque  o 
sont  les  arêtes  successives  d'un  angle  solide  pentaèdre 
(o,l'...5'),    lequel    est  conjugué  à    un    cône  déterminé 
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du  second  ordre  décrit  du  nièiiHî  point  o  comme  sommet; 
la  trace  de  ce  cône  sur  le  plan  à  l'iiifiiii  n'est  aune  que  la 
conique  (Jirp.ctrice  représeiilée  par  l'équation  {3)  ;  et  l'un 
quelconque  de  ses  plans  tangenls,  considéré  en  direction, 
représente  fa  série  des  plans  diamétraux  de  l'un  des  cylin- 
dres considérés.  Delà  ce  théorème  : 

Les  plans  i/iamétraiix  de  tous  les  cylindres  paraboliques 
circonscrits  à  un  pentagone  donné  12... 5,  traiispoités 
parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  même  point  de  l' espace 
s'y  disposent  suivant  les  plans  tangents  d'un  même  conc 
du  second  ordre  :  le  cône  conjugué  à  l'angle  solide  pen- 
taèdre  gui  aurait  pour  arêtes  successii'es  les  côtés  succès- 
xifs  du  pentagone  donné,  transportés  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  ce  même  point. 

La  construction  d'une  conique  définie  par  un  pentagone 
conjugué  (n"182,  p.  i85)  entraîne  d'ailleurs  la  construc- 
tion du  cône  que  l'on  vient  de  définir. 

s).  Le  problème  que  l'on  s'était  proposé  est  maintenant 
résolu.  Si,  utilisant  en  effet  le  sî^tième  des  points  donnés, 
on  substitue  au  pentagone  précédent  12  3-45  le  nouveau 
pentagone  gauche  23456,  on  obtiendra  de  même  avec 
celui-ci  un  nouveau  cône  du  second  ordre,  conjugué  à  un 
nouvel  angle  peotaèdre  de  même  sommet  que  le  précédent; 
et  lu  direction  des  plans  diamétraux  de  chacun  des  quatre 
cylindres  paraboliques  passant  par  les  six  points  donnés 
sera  fournie  pur  l'un  quelconque  des  quatre  plans  tan- 
gents communs  à  ces  deux  cônes. 

3).  Si  l'on  mène  ensuite,  par  un  point  quelconque  de 
l'espace,  uji  plan  Y  :=  o  parallèle  à  l'un  de  ces  plans  tan- 
gents communs,  el  figurant  un  premier  plan  diamétral  de 
Tun  des  cylindres  tirconscrils;  le  plan  langent  X  — o, 
mené  à  ce  cylindre  par  la  génératrice  correspondante,  se 
construira  par  points  à  l'aide  des  proportions  (i). 
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Le  rapport  des  disiancps  du  plan  cherché  X  =  o  à  deux 
quelconques  des  points  I,  2,...,  6  est  doue  connu  en  nombre 
et  en  signe;  on  connaîtra  donc  les  traces  de  ce  plan  sur  les 
droites  12,  13,  li,.  .  .,  ou^:eplan  lui-même. 

4).  Eniin,  ]es  plans  conjugués  Y,  X  étant  connus,  on 
connaît,  par  cela  même,  la  direction  des  génératrices  du 
cylindre  correspondant  Y' ^=  2^X  et  six  points  de  l'une  de 
ses  sections  droites;  et  l'on  peut,  sans  ambiguïté,  déduire 
de  cinq  d'entre  eux  l'axe,  le  sommet  et  le  paramétn:  de 
cette  section. 


prece- 
Étant 


Bemarque  J.  —  Le  point  de  dépari  de  l'anab 
dente  suffirait  encore  à  la  solution  de  ce  problèn 
donnés  (juatre  points  et  un  plan  tangent  X  ^  o  d^un 
cylindre  parabolique,  consiruire  le  jrlan  fliainéirnlY  =  o 
reliilif  au  plan  tangent  donné,  et  tous  les  élémonis  prin- 
eîpanx  de  la  surface. 

On  a,  en  effet,  actuellement 


y; 


'"  xf^E     ...     ... 

et  l'on  en  déduit 

Y,      _^     /x;       Y,       _^     /X," 

Les  rapports  des  dislances  du  plan  diamélial  que  !'o 
cherebe,  Y  =  o,  aux  points  1  et  2,  1  et  3,  1  et  4,  sont  col 
nus  en  nombre;  et  l'on  peut  construire  les  traces  de  ce  pla 
sur  chacune  des  droites  12,  13,  14  :  ou  ce  plan  lui-mèm 
susceptible  ici,  à  cause  de  l'ambiguïté  de  signes,  de  bu 
déterminations  distinctes. 


Remarque  JJ .  —Étant  dot 


nqpou: 


s  d',, 
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pninholiquc  el.  l'un  de  ses  diamètres,  ce  cylindie  est  sus- 
ceptible (ie  deux  déCcrminat/ons  disiincies  (jui  corres- 
pondent aux  di:ux  plans  tangents  distincts  que  Von  peut. 
mener  au  cône  auxiliaire  du  n"  i),  ptira/lèleinenl  au  dia~ 

275.  Il  existe  une  dépendance  singulière  entre  le  jiio- 
blènie  que  l'on  vient  de  résoudre  et  celui  qui  aurait  pour 
bui  de  circonscrire  à  un  octaèdre  un  cône  de  réyoJulion, 
dans  le  cas,  au  moins,  où  l'octaèdre  donné  serait  inscrip- 
tible  à  la  sphère.  Les  deux  problèmes,  effectivement,  se 
résolvent  alors  à  l'aide  des  mêmes  constructions,  parce 
que  les  plans  diamétraux  des  quatre  cylindres  paraboli- 
ques et  les  plans  cjcliques  des  quatre  cônes  de  résolution, 
que  l'on    peut  circonscrire  à    un    tel  octaèdre,   se  con- 

i).  Imaginons,  pour  le  démontrer,  la  série  dès  cônes  de 
ré\^olution  menés,  en  nombre  inCmi,  par  cinq  des  sommets 
de  l'octaèdre;  et  soit 
(i)  X'H-T^-l-Z'— )>P'-=o 

l'équation  de  l'un  de  ces  cônes  ;  X,  Y,  Z  désignant  trois 
plans  rectangulaires  quelconques  menés  par  le  sonnnet;  P 
le  plan  mené,  du  même  poinl,  perpendiculairement  à  l'axe 
du  cône.  Soient,  en  outre, 


taùdre  et  du 
sonn7iel  du 


('1 

S  —0, 

(3) 

R  =  o 

lus  équ 
plan  r 

cône  (i 

alionsde  la.  sphère  circonscri 
ndical  commun  à  cette  spltè, 
),assinn/é  àunesphèreder,r 

(4) 

R  =  X'-i-Y'-+-Z'  — 

Si  l'on 
l'équali 

retranche  l'une  de  l'autre  les 
ion  résultante  pourra  s'écrire,  i 

('■^) 

R— IP  =0; 

«qua.ion,  (,),  (.), 
'après  l'identité  (4}i 
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(îqualion  d'un  cylindro  parabolique  passant  par  ]es  cinq 
poinls  considérés,  et  dont,  les  plans  diamétraux  se  coït- 
fondent  afec  les  plans  cycliques  P^z:^du  cône  (i). 

Les  plans  diamétraux  de  tous  les  cylindres  paraboli- 
ques et  les  plans  cycliques  -fîe  tous  les  côntis  de  révolution 
conduits  par  les  sommets  d'un  même  pentagone  sphéiique 
formeal  dès  lors  une  seule  et  môme  série,  ou  deux  séries 
coïncidentes  ;  et  l'on  peut  dire,  en  transportant  aux  uns  ce 
que  l'on  a  démontré  des  autres,  que  h  les  plans  cyclicjues 
de  tous  les  cônes  droits  dont  il  s'agit  sont  langenls  à  une 
conique  déterminée,  située  dans  ie  plan  à  l'infini  et  con- 
juguée au  pentagone  gauche  12.  .  .5.  » 

2).  Les  plans  cycliques  du  cône  droit  circonscrit  à 
l'ociaédre  sphérique  12...  3  6,  seront  dès  lors  suscep- 
tibles du  même  mode  de  détermination  que  les  plarjs  dia- 
métraux du  cylindre  parabolique  circonscrit  au  même 
octaèdre;  et  leur  commune  direction  sera  fournie  par  l'un 
des  quatre  plans  tangents  communs  à  deux  cônes  du  second 
ordre  que  l'on  sait  construire  (n"  274,  2). 

3).  Les  plans  cycliques  de  l'un  des  cônes  droits  que 
l'on  cherche  étant  connus  de  direction,  il  reste  à  eu  trou- 
ver la  position  absolue  dans  l'espace,  ou  à  déterminer 
Vaxc  et  le  sommet  du  cône  I  2.  .  ,6.  A  cet  effet,  rappor- 
tons ce  i-ônii  à  l'oclacdre  inscrit  1 .  .  ,6  par  une  équation 
de  la  forme 


S' 


P,Q,  =  oi 


coupon 

is-le  par  un  de  ses  plans  cyclique 

sP  =  ,Mlasee- 

m  résu' 

liante    sera  représenlée,  dans  se 

'"  P"l"=   P'"». 

1-  une  é, 

lu.lion  semblable 

^\,p;q'=o. 

ailleurs 

celte  section  est  un  cerele,  et  tou 

s  les  cercles  con- 

nus  dan 

s  celle  équation  ont  uiu:  corde  toi 

jimune  cjue  l'on 
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sait  coiisirQÎre  (n"  152,  p.  157).  On  délcrmi liera  dès  lors 
les  (jualie couples  dedmites  P', Q',,.  .  ■  >  P',  Q',  (jui  résultent 
des  traces  d'un  premier  plan  cyclique  sur  les  faces  opposéts 
de  l'oclaèdre  1  .  .  .6  ;  et  couslruisaiit  deux  des  cercles  as- 
sociés de  ces  quatre  couples  de  droites,  ainsi  que  leur  corde 
commune  ab  :  ou  aura,  dans  le  plan  mené  perpendiculaire- 
ment à  celle  corde,  par  son  poii»t  milieu,  un  premier  plan 
contenant  l'axe  du  cône.  Une  construction  semblable,  elïec- 
tuée  dans  un  aulre  plan  cyclique  P  :=  f*',  en  fournirait  un 
autre;  et  l'on  aurait  successivement  l'axe  du  cône,  le  centre 
et  deux  points  de  deux  de  ses  sections  circulaires,  ces  sec- 
lions  elles-mêmes  et  le  sommet  du  cône. 


276.  Une  autre  détermination  de  la  parahoh  définie 
par  quaire  points  résulte  de  la  comparaison  des  dL'US 
formes 

AC  -i-  BD  =  û ,      y^  +  X  iz^  o  ; 

la  première,  déduite  du  quadrilatère  inscrit  ABC!)  =:  o;  la 
seconde,  du  gp.nre  de  la  courbe.  Ces  équations  eniraîneni 
en  effet  l'identité 

(1)  AC  +  BD  -i-  Y'  -hX  =  o, 

et  celle-ci  la  suivante  : 
(1')  A'C'-f-B'D'  +  Y"  =  o, 

dans  laquelle 

A',     C,     B',     D',     Y' 

désignent  cinq  droites  concourantes,  respeeii\ement  paiat- 
lèles  aux  premières 

A,    C,    B,    D,    y. 

Or  il  résulte,  de  l'identité  (1'),  que  les  droites 
A'  C  —  o,     B'  D'  =.  o,     Y'  Y'  =  o 

lout  trois  couples  de  rayons  conjugués  d'un  même /«!.*- 
cean  en  iiii^olaliori  d<ml  l'un  des  rayons  (/of/^/i'e.nombedans 
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la  commune  direction  dbs  droites  coïncidentes  Y'.  Y' ^  o 

K",  p.  59). 

1}.  (1  Les  direciions  diamétrales  des  deux  paraboles  cir- 
conscrites au  quadrilatère  ABCD  =  o  coïncident  donc  avec 
les  rayons  doubles  du  faisceau  en  iiivoliitîon  défini  par  les 
deux  couples  de  rayons  conjugués  A'C  et  B'D',  ou  AC 
et  BD.  » 

2).  Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  préparer  la  délermi- 
naiioii  des  éléments  prit-cipaus  (foyer  et  directrice)  de 
cbacune  de  ces  paraboles  en  déterminant  leurs  tangentes 
communes  et  leurs  points  de  contact  respectifs  sur  ces  tan- 
gentes. 

L'identité  initiale 
(!)  AC  +  BD  ■+¥'  -f-X  =  o 

se  dédoublant,  en  effet,  dans  les  équations  équivalentes 
(2)  o  =  AC-4-Y'  =  BD-^X; 

si  Ton  imagine  ^Hfi /e  diamètre  Y  =:^o,  dont  la  direction 
est  seule  déterminée,  passe  {fig-  56)  jiar  le  point  AC  ■=  o  , 


1  reconnaît  aussitôt,  dans  la  couibo  représentée  par  l'u 
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ou  l'autre  des  équations  (2),  un  système  de  deux  droites 
B',  D',  issues  de  ce  point,  parallèles  aux  côtés  B,  D  du 
(juadrangle  proposé  et  doni  les  traces  réciproques  sur 
ces  eâics  D,  B  appartiennent  à  la  tangente  correspon- 
dante X  =.  o  : 

B'  D'  =  BD  +  X ,     X  =  B'  D'  —  BD. 

La  droite  qui  réunit  ces  traces,  BD'  et  DB',  ou  la  seconde 
'diagonale  du  parallélogramme  B'D'BD,  représente  Aonc, 
pour  les  deux  paraboles  à  la  fois,  la  tangente  conjuguée 
des  diamètres  de  ces  courbes  qui  passent  par  le  point 
ÂC  :=  o.  Opérant  de  même  pour  le  point  BD  =^  o,  ehacune 
des  deux  paraboles  que  l'on  cherche  se  trouvera  définie  par 
deux  couples  formées  d'un  diamètre  et  de  la  tangente  con- 
juguée. Donc,  etc. 

277.  Une  semblable  détermination  du  cylindi-e  parabo- 
lique défini  par  six  points,  ou  circonscrit  à  l'un  des  oc- 
taèdres qu'ils  déterminent,  résulterait  de  même  de  l'équa- 
tion générale  des  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à 
un  octaèdre,  comparée  à  l'équation  partieulière  du  cylindre 
qu'il  s'agit  de  déterminer.  Ces  équations 

y  P,Q,  =  o,     Y^  +  Xi=o 

entraînent,  en  effet,  l'identité 

(,)  ^'p,Q, +T'  +  X  =  o, 

et  celle-ci  la  suivante: 

où 

P',  Q\ , .  .  - ,  P'.  Q'. ,     Y' 

désignent  les  plans  dos  faces  opposées  de  l'octaèdre,  et  le 
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plan  diamcLrai  chcrclié,  traiisporU's  pai'allélemciit  à  eux- 
mêmes  en  un  mènie  point  de  l'espace. 

Or  il  résulte  de  l'identité  (i'),  associée  à  un  tliéorème 
antérieur  («"159,  p.  >6i),  que  l'on  peut  voir,  daiis  le 
plan  Y'  un  plan  tangent,  et  dans  les  quatre  couples 
■f,  Q'i  ï  ■  ■  ■  ■  P'j  Q'i  (jualre  couples  de  plans  conjugués  com- 
muns à  une  infinité  de  cônes  du  second  ordre. 

Mais  les  cônes  conjugués  à  quali'e  couples  de  pians  onl 
en  commun  quatre  plans  tangents  que  l'on  peut  construire 
{n^lTS,  p.  178).  Le  plan  Y',  défini  par  l'identité  (i'),  ad- 
met dès  lors  quatre  déterminations  distinctes,  que  l'on  peut 
obtenir,  et  qui  ne  sont  autres  que  les  plans  diamétraux 
des  quatre  cylindres  répondant  à  la  question. 

Une  fois  obtenue  la  direction  des  plans  diamétraux,  on 
peut  construire /(i  section  du  cylindre  ;7<ï/-i(/i  plan  tfuel- 
contfueY  =  o  parallèle  à  cette  direction.  Cette  section 
n'est  autre,  en  effet,  que  la  droite  définie  par  les  équations 


ï-  =  o,      y   P',  Q',  =  o: 


ou  le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguèis  aux  quatre 
couples  de  droites  qui  résultent  des  traces  des  faces  oppo- 
sées de  V octaèdre  sur  le  plan  diamétral  considéré  [n°  i52, 
p.  iSj).  On  aura  donc,  dans  cette  droite  que  l'on  sait  con- 
struire, une  génératrice  du  cylindre  cherché. 

Mais  cette  dernière  partie  du  problème  se  peut  traiter 
autrement.  Car  si  l'on  associe  par  la  pensée  le  plan  à  Pin- 
fini  au  plan  représenté  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 
équivalenies 

(.")  o=^|p,Q,  +  Y^^X, 

le  plan  polairo  du  point 

(ri)  "  =/'i  =  ?■  =J' 

par  rapport  au  plan  X  assimilé  à  une  surface  du  second 
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ordre,  se  troave  représenté  par  I  équation 

(Y,)  ^]i/',Q,-i-'/:P.)  =  o 

etpassed^unemanièreévidentepai'lepoinide  concours y\ 
des  plans  polaires  du  précédent  y  i  par  rapport  aux  dièdres 

Le  segment  rectilignej"ij',,  qui  réunit  ces  deux  points,  sera 
donc  divisé  liarmoniquemect  par  le  système  formé  du 
plan  X  et  du  plan  à  l'inlini  :  ce  qui  veut  dire  que  le  seul 
plan  X  divise  ce  segment  en  deux  parties  égales,  ou  que  le 
point  milieu  irit  de  ce  segment  appartient  au  plan  X.  Ou 
pourra  donc  déterminer,  par  le  seul  emploi  de  la  règle, 
quatre  points  de  ce  plan,  ce  plan  lui-même  et  une  première 
génératrice  du  cylindre. 

278.  On  peut  rattacher  à  cette  dernière  détermination 
du  cylindre  parabolique  défini  par  six  points,  celle  du  pa- 
raboloïde  de  révolution  circonscrit  à  un  octaèdre.  Telles 
sont  en  effet  les  dépendances  existant  entre  les  deux  pro- 
blèmes que  si  l'on  transporte,  parallèlement  à  eux-mêmes, 
au  centre  d'une  sphère,  les  plans  diamétraux  des  quatre 
cylindres  paraboliques  et  les  axes  des  quatre  paraboloïdes 
de  révolution  que  l'on  peut  circonscrire  à  un  même  oc- 
taèdre :  les  droites  et  les  plans  ainsi  obtenus  déterminent 
\es,  points  cjcliques  et  les  côtés  d'un  même  quadrilatère 
spliérlque.  L'équation  générale 

(,)  ^>.,P,Q,  =  o 

des  surfaces  circonscrites  à  un  octaèdre ,   rapprochée  de 


du  paraboJoïdc  de  révolution  que  l'on  cherche,  entra; 
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eiïeclivement  l'identilé 


^;i.,p,Q,-!i 


(3)  y    X,  P,Q,  =  X'  +Y'  -+-Z. 


(4)  V>.iP',  Q',  — X'=  — Y"  =  o, 

où  F, ,  Q", ,  .  .  .  désignent  les  faces  opposées  de  l'oclacdre 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  autour  d  une 
même  origine  o;  et,  X',  Y',  les  faces  d'un  rlièdre  firoit, 
susceptible    de    tourner   arbitrairement-   autour  de    son 

arête  oz,  comme  le  dièdre  parallèle  XY.  Or  il  résulte,  de 
l'indétermination  du  dièdre  X'Y'  associée  à  l'identité  (4), 
que  tous  les  cônes  du  second  ordre  conjugués  en  nombre 
infini  aux  quatre  couples  de  plans  P",  Q', , .  .  .jF.Q'j,  sont 
vus,  de  l'arête  oz,  sous  un  dièdre  droit.  Tous  ces  cônes  ad- 
nieiteni  d'ailleurs  quatre  plans  tangents  communs,  R,,...,  Ri 
fn"  175,  p.  178),  lesquels  représentent,  comme  on  vient  de 
le  voir,  les  plans  diamétraux  des  quatre  cylindres  parabo- 
liques que  l'on  peut  circonscrire  h  l'octaèdre.  Sî  donc  on 
imagine  une  sphère  décrite  du  point  o  coiame  centre,  les 
cônes  précédents  y  traceront  une  série  de  coniques,  in- 
scrites au  quadrilatère  Ri  .  ■  .  R4,  et  vues  sous  un  angl<; 
droit  du  point  s,  trace  spliérique  de  Vaxe  cherclié  oz.  Or 
trois  des  coniques  de  la  série  se  réduisant  aux  diagonales 
du  quadrilatère  R, ...  Ri;  eliacune  de  ces  diagonales  est 
vue,  sous  un  angle  droit,  du  point  cherché  z.  Et  si  l'on 
construit,  sur  chacune  d'elles  comme  base,  un  segment  ca- 
pable d'un  angle  droit;  les  quatre  points  communs  aux  trois 
coniques  sphériques  résultantes  fourniront,  en  même  temps, 
les  quatre  points  cycliques  z  du  quadrilatère  Ri  ...  Ri  et 
les  axes  oz  des  quatre  paraboloïdes  de  révolution  que  l'on 
peut  circonscrire  à  l'octaèdre,  ou  les  pôles  sphéiiques  de 
leurs  sections  circulaires. 


y  Google 


3(0  CHAPITRE    VIII. 

Ce  premier  point  obtenu,  le  problème  s'achève  aisémeni 
par  la  règle  et  le  compas;  car  deux  quelconques  des  sec- 
tions circulaires  de  l'un  de  ces  paraboloïdes,  reprt 
dans  leur  propre  plan  par  des  équations  de  la  forme 


2!"'.«- 


se  trouvent  partiellement  définies  par  deux  de  leurs  poinls 
a  et  fc,  a'  et  h'  :  et  les  plans  menés  par  les  points-milieux 
des  cordes  résultantes  ab^  a'h',  perpendiculairement  à  ces 
cordes,  se  coupent  suivant  X'axc  du  paraboloïde  (n''152, 
,,..57). 

Scolie.  —  L'analyse  précédente  s'applique  d'elle-même, 
en  se  simplifiant,  à  la  recherche  du  paraholoïde  de  /■éi'olii- 
lioit  déjini  par  un  tétraidir:  conjugué. 
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PRdPRlÉlJiS  DE  llUli  PUINTS  \ShOI_IES 


SoMJiniEE.  —  Des  su 

ri  i  CCS  du  "econd  i 

rdip  m 

nées  [ai   un  mi 

jme  groupe 

de  aepl  poinla,  et 

du  huiueme   ijoinl 

cODim 

un  a  toutes  ces 

surfaces.  - 

Constructions  dut 

rSH'i  de  le  huiUem 

e  point 

—  Cas  d  mdelermÎDation, 

el  Iranalalion   du 

théorème  plan   de 

Desargues  i  la  lii,ure 

formée  de 

huit  points  dune 

cubique  gauche 

constru 

ctiun  du  cercle 

oscillateur, 

o«  de  U  sphère  os 

itdune 

telle  courbe    et 

détermina- 

lion  du  cylindre  d 

u  «eeond  dpgré  ciroonscril 

a  un  he\aedre 

O,  —  Du  huitième  point  et  de  sa  détcrminnlioit  gra- 
piùque.  Théorème  de  M.  Lamé,  et  construction  corres- 
pondante, de  M.  Hesse. 

279.  Nous  avons  vu  déjà  {n''l75,  p.  178)  que  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  que  l'on  peut  conduire  par 
un  jnême  groupe  de  sept  points,  passent  d^ elles-mêmes 
par  un  huitième  point  déterminé  (Lamé,  Examen  des 
di/fér.  A/eï/7.,p.  38);  et  que  les  distances  V„...,P^de 
ces  huit  points  à  un  plan  quelconque  satisfont  à  l'identité 
caractéi  ist  iq  u  e 

{>) 


^\,  p;  ^  o  (u"  139,  p.  142;. 


Il  reste  à  déduire  de  celte  identité  la  construction  du  hui- 
tième point  d'après  les  sept  autres;  et  c'est  à  quoi  d'abord 
i!  paraît  possible  de  parvenir  de  trois  manières  dîfféreiiles 
tirées  des  trois  différentes  manières  de  décomposer  l'iden- 
tité (i)  eti  deux  équations  équivalentes.  Le  problème  admet 
effeetîvement  trois  constructions  distinctes  :  la  première 
qui  s'effectuerait  dans  l'espace,  mais  que  nous  n'effectue- 
rons, en  réalité,  qu'en  la  ramenant  à  la  troisième  (n"  28S); 
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la  seconde  qui  s'effectue  dans  le  plan  avec  une  simplicité 
suffisante  (n^SSâ);  la  troisième  enfin  qui  se  réalise  dans 
l'espace  même  où  le  problème  est  posé  et  qu'un  illuslre 
géomètre  a  pu  réduire  à  la  mise  en  œuvre  des  élémenls 
mêmes  de  la  question,  c'est-à-dire  des  points  donnés  ei  des 
droites  ou  des  plans  qu'ils  déterminent.  Nous  reproduirons 
la  solution  de  M.  Hesse,  en  y  apportant  d'ailleurs  quelques 
changements  de  nature  à  en  faciliter  l'accès  -,  car,  si  la 
conclusion  en  est  d'une  admirable  simplicité,  la  méthode 
même  de  l'auteur  ne  laisse  pas  d'être  assez  difficile  à 
suivre,  plus  encore  à  retrouver.  Ce  n'est  pas  synthèse 
pure  cependant,  puisque  l'on  est  d'accord  que  l'invention 
procède  seulement  par  \oie  d'analyse;  mais,  peut-être, 
n'y  a-t-il  là  que  cette  sorte  d'analyse  dont  les  plus  grands 
géomètres  se  servent  quelquefois,  et  que  nous  nommons 
synthèse;  n'y  voyant  qu'une  suite  d'heureuses  inspirations 
dont  l'enchaînement  nous  échappe,  mais  dont  le  résultat 
égale  ici  tout  ce  que  la  géométrie  nous  offre  de  plus  beau 
[Nouvelles  Annales  de  Mat.hémadijues,  iSôS,  p.  192). 
280.   Si  l'on  sépare  d'aboid  le  premier  membre  de  l'i- 


mposées l'une  de  sis,  l'autre  de  deux 
s  équivalentes  qui  en  résultent 


imaginaires  ,  mais  simultanément  conjugués  aux  deux 
points  7,  8 du  second  groupe  et  à  l'octaèdre  1  23  4  56  dé- 
terminé par  les  six  points  du  premier  (n"  265,  p.  ayo).  Telle 
est,  par  suite,  l'expression  des  dépendances  qui  existent  entre 
huit  points  associés  :  que  deux  quelconques  d'end'e  eux 
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ut  les  traces  de  la  droite  tjui  les  réunit,  sur  les  faces  oppo- 
sées de  l'octaèdre  déterminé  par  les  six  autres,  font 
toujours  cinq  couples  de  points  conjugues  ou  dix  points 
en  involution. 

D'après  ce  théorème,  la  détermina li on  du  liuilième 
point  se  réduirait  à  la  solution  du  problème  suivant,  qui 
admet  toujours  une  solution,  et.ime  seule,  et  que  nous  ré- 
soudrons plus  loin,  bien  que  d'une  manière  indirecte  : 
mener  par  un  point  donné  (7  )  une  transfersale  qui  coupe 
les  faces  opposées  d'un  octaèdre  (12  3  45  6)  sui^-ant 
quatre  couples  de  points  en  involulion. 

281.  Si  l'on  sépare  ensuite  le  premier  membre  de  l'i- 
dentité \  X,P'^o  eu  deux  parties  composé 

cinq,  l'autre  de  trois  cariés;  les  équations  résultantes 

représenteront  encore  une  seule  et  même  surface  double- 
ment tOH/H^uéiî  ait  peniagone^ducAe  1 23 4 5  (n"  70,  p.  S6) 
et  au  Triangle  67  8,  comme  cela  résulte  de  la  forme  même 
de  ces  équations.  Mais  il  résulte  du  nombre  des  va- 
riables contenues  dans  la  dernière,  que  celte  surface  se  ré- 
duit à  une  coh/çmc  située  dans  le  plan  678  et  simultané- 
ment conjuguée  à  ce  triangle,  au  pentagone  gauche  12... 5 
et  dès  lors  aussi  au  pentagone  pian  1  2,  .  .3  qui  aurait  pour 
sommets  successifs  les  traces  des  côtés  successifs  de  celui-li'i 
sur  le  pian  67  8  (n^TO,  p.  Sy).  Telle  est  donc  aussi  l'ex- 
pression des  dépendances  qui  existent  entre  huit  points  asso- 
ciés :  que  le  triangle  6  7  8  déterminé  par  trois  quelconques 
lie  ces  points  et  le  pentagone  12345  ayant  pour  som- 
mezs  successifs  les  traces  sur  le  plan  de  ce  triangle  des 
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côtés  successifs  du  pentagone  gauche  12  3-^5  iléterininé 
par  les  cinq  autres,  sont  toujours  conjugués  à  une  même 
coniqua. 

282.  Pour  déduire  de  ce  théorème  la  construction  du 
huitième  point,  nous  modifierons  d'abord  la  notation  pré- 
cédente et  nous  désignerons  par  x.  y,  z,  1,2,3,4  les 
sept  points  donnés;  )»ar  S,  le  huitième  point  ([«'il  s'agit 
de  construire. 

i}.    Soient,  ^  cet  effet, 

1)  =  X  =  Y  =  Z 
les  cùLés  du  triangle  donné  xyz,  et 
(i)  rtX'  +  èT'-l-cZ^— -o 

l'équatiou  de  cette  conique  que  le  théorème  précédent  nous 
montre  comme  conjuguée  à  la  fois  au  triangle  de  référence 
xyz,  au  pentagone  gauche  1  2 ...  5  et  au  pentagone  plan 
)2. .  .S  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces  des 
cotés  successifs  du  premier  sur  le  plan  xyz  [fig.  Sy). 


\A 


e  point  o,  qu'il  s'agit  de  construire,  étant  inconnu,  le 
..Tgone  conjugué  12.  .  .H  n'est  connu  que  partieilement 
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par  ses  trois  premiers  soniiuets  1,  2,  3  et  un  point  du-côté 
suivant  i3  ;  le  point  o  suivant  lec^uel  la  diagonale  1  4  du 
pentagone  gauche  1  2.  ..5  coupe  le  plan  xyz.  Mais  ces  élé- 
ments se  séparent  d'eux-mêmes  en  deux  couples  de  points 
conjugués  par  rapport  à  la  courbe  (i),  les  poitiis  \  ei  3, 
2  et  o.  On  connaît. donc  un  triangle  conjugué  j^z  et  deux 
couples  de  points  conjugués  1  et  3,  2  et  o  de  la  courbe  (i). 
Celte  courbe  est  implicitement  déterminée  par  ces  condi- 
tions, et  elle  détermine  à  son  tour  les  polaires  34,  4S,  51 
des  sommets  1,  2,  3  du  pentagone  conjugué  12.  .  .5,  et  ce 
pentagone  lui-même  dont  les  derniers  sommets  4,  5  dé- 
terminent enfin  les  derniers  côtés  1  Si  4  i  et  le  cinquième 
sommet  du  pentagone  gauche  1 ..  .5,  ou  le  huitième  point. 

2).  IS  reste  toutefois  à  montrer,  une  conique  étant  défi- 
nie par  un  triangle  et  dcu.T  couples  de  points  conjugués 
{0,2},  (1,3),  commenton  détermine  lapolairc  de  l'un  de  ces 
points,  tel  que  i  ;  ou,  puisque  cette  polaire  passe  déjà  par 
le  point  3,  comment  on  en  détermine  un  nouveau  point  I', 

Imaginons,  à  cet  effet,  une  série  de  coniques  conjuguées 
au  triangle  xjs  et  au  groupe  (o,  2),  ou  conjuguées  aux 
quatre  couples  de  points 


Les  polaires  du  point  1,  par  rapport  à  toutes  ces  coniques, 
concourent  en  un  même  point  \'  défini,  comme  l'on  saii 
(n"  160,  p.  162),  par  l'identité  tangentielle 


(0 

XY  -f-  Yz  -1-  zx  +  p,  p,  =  p,  p; 

,„el-„. 

1  peut  écrire 

{'■') 

XT  +  Yz  +  zx  E=  P,  P,  -  P,  p; 

Les  étju 

allons  langeniielles  équivalentes 

(=) 

XY  -H  YZ  -t-  ZX  =  0, 

(=') 

P„P.—  P,  P,  :^o 
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représentent  donc  [Jig.  58)  une  seule  et  même  conique  in- 
scrite au  triangle  .rj'z  et  au  quadrangle  o  1  2  l'.  On  connaît 


ciiif{  tungenies  distinctes 

.ry,  ji,  E,c,  ol,  n 
de  cette  coniqueauxilîaire  (2)  ou  {a'};  et,  si  on  lui  mène 
par  les  points  o  et  2,  deux  nouvelles  tangentes  ol',  21', 
leur  point  de  concours  l'  sera  conjugué  au  point  1  par 
rapport  à  tontes  les  coniques  de  la  série  et  spécialement 
par  rapport  à  la  courlie  (1)  qui  en  fait  partie.  On  aura  donc 
deux  points  distincts  \'  et  3  de  la  polaire  du  point  1  par 
rapport  à  celte  dernière  courbe  :  cette  polaire  elle-même, 
ou  le  coté  34^31'  du  pentagone  conjugué  123^3,  etc. 

On  voit  que  la  construction  du  huitième  point  se  réalise 
presque  tout  entière  dans  le  plan  xjz  de  trois  des  points 
donnés,  et  n'exige  que  l'emploi  répété  de  ce  problème  li- 
néaire :  ((  mener  à  une  conique  une  sixième  tangente,  par 
un  point  donné  sur  l'une  des  cinq  tangentes  qui  la  déter- 
minent.  M 

283.  Retnarqiie.  —  La  solution  précédente  paraîtrait 
en  défaut  et  le  huitième  point  serait  réellement  indé- 
terminé, si  le  point  l'  (fig.  58)  se  confondait  avec  le 
point  3,  ou  si  le  triangle  xjz  et  le  quadrangle  olâ3 
(fig-  57)  se  Ci-oufaienl,  circonscrits  à  une  même  conique. 
Le  ludiième point  est  donc  indvAerininé  loi  sque  le  triangle; 
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xyz  formé  de  trois  des  sept  points  donnés,  et  le  (juadrita-' 
tère  ajant  pour  sommets  successifs  les  traces,  sur  le  plan 
de  ce  triangle,  des  côtés  successifs  du  quadrangle  1 234  for- 
mé par  les  quatre  autres,  se  trouvent  circonscrits  à  une 
même  conique.  Ce  cas  singulier  donne  lieu  à  des  consé- 
quences remarquables  sur  lesquelles  nous  reviendrons  §  II. 

284.  Si  l'on  sépare  enfin  le  premier  membre  de  l'iden- 
tité \  ^iPJ^ïo  en  deux  parties  composé  csl' une  et  l'autre 
do  quatre  carrés,  les  équations  résultantes 

(.■)  X '■■'■•='' 

représentent  encore  une  seule  et  même  surface  doublement 
conjuguée  ans  dt-us  quadrangles  gauclics 

1234,  5678, 
ou  aux  deux  tétraèdres  construits  sur  les  mêmes  sommets. 
Si l' on  sépare  dès  lors  huit  points  associés  en  deux  groupes 
égaux  composés  Pun  et  Vautre  de  quatre  points,  les 
deux  tétraèdres  ayant  pour  sommets  respectt/s  les  points 
de  l'un  ou  de  l'autre  groupe  sont  toujours  conjugués  à 
une  même  surface  du  second  ordre  (Hessë).  El  c'est  de  ce 
théorème,  obtenu  d'ailleurs  à  l'aide  de  considérations 
toutes  différentes,  que  ce  géomètre  a  pu  déduire  la  con- 
struction comprise  dans  l'énoncé  suîvani. 

283.  THÉonÈME.  —  Si  (fig.  59) 


désignent  huit  points  associés  :  les  deux  systèmes  de  iro, 
droites  menées  respecliveinent  par  deux  de  ces  points 
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lie  manière  à  s'appuyer  sur  les  côtés  opposés  de  Vhexa- 


dèfini  par  les  six  autres,  déterminent,  sur  les  côtés  s 
cessifs  de  celui-là,  les  sommets  successifs  de  deux  n 
veaux  hexagones  [fig-  Sq) 

{h)  .cj-îXYZ, 

(/;')  .r'j'ï'X'Y'Z', 

dont  les  côtés  font  douze  génératrices  d'un  même  , 
perholoidc  (Hesse). 

fig.  Sg. 


i).  Les  (rois  diagonales  de  l'hexagone  {h)  se  croisant  au 
point  (/,  ses  côies  opposes  sont  deux  à  deux  dans  un  même 
plan,  de  telle  sorte  que  si  l'on  prend  pour  directrices  d'un 
liyperboloïde  les  côtés  pairs  de  cet  hexagone,  ses  côtés 
impairs  en  feront  trois  génératrices.  Les  côtés  de  l'hexa- 
gone [h)  font  dès  lors  six  génératrices  d'un  premier 
hypKrboloïde  (H);  les  côtés  de  l'hexagone  (/('),  six  géné- 
ratrices d'un  second  hjperboloïde  (H').  Il  suffira  donc 
d'établir  que  ces  deux  hyperboloïdes  seconfondeni,ou  que 
chacun  des  côtés  de  l'un  de  ces  hexagones  rencontre  Ions 
les  côtés  pairs  de  Vautre,  ou  tous  ses  côtés  impairs  :  par 
exemple,  que  le  côté  x'j'  du  second  rencontre  chacun  dos 
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côlés  impairs  rj--,  zX,  YZ  du  premier.  Et  comme  la  ren- 
contre des  droiies  x'y',  xy  esl  assurée  par  leur  commune 

situation  dans  le  plan  h  de  l'un  des  angles  de  l'bexagoiic 
initial  ahc  a'b'c' ,  il  nous  suffira  d'établir  la  situation  en 
un  même  plan  des  droites  x'j'  et  sX,  x'j'  et  YZ,  ou  seu- 
lement des  deux  dernières.  Bornons-nous  donc  à  établir 
que  les  droites  x'j'  et  YZ  se.  rencontrent,  ou  qtie  les  qua- 
tre points  x',j',  Y,  Z  sont  dans  un  même  plan. 

a),  A  cet  effet,  considérons,  avec  M.  Hesse,  la  surface 
du  second  ordre  que  le  théorème  précédent  nous  moiiD  e 
comme  conjuguée  à  cliacun  des  létraèdres 

a'jcil,      a'b'r'd'; 

et  cherchons  d'abord,  par  trois  de  ses  points,  le  pian  po- 
laiie  formspondcint  V  du  point 

trace  de  la  droite  aa'  sur  le  plan  cdc' . 

Le  point  p  appartenant  à  la  droite  qui  réunit  les  som- 
mets fl,  a'  des  deux  tétraèdres ,  le  plan  P  passe  d'abord  par 
la  droite  [hcd,  b'c'd'),  intersection  des  plans  polaires  de 
ces  sommets  par  rapport  à  la  surface  \  et  il  est  aisé  de  voir, 
sur  la  figure,  que  cette  droite  renferme  :  \°  le  point  Y  qui 
n'est  autre  que  la  trace  sur  le  premier  de  ces  plans  bcd, 
d'une  droite  b' c'  située  dans  le  second;  i°  le  point _j-',  in- 
tersection du  second  de  ces  plans  b'c' d'  et  d'une  droite  hc 
située  dans  le  premier.  Le  point  p  appartenant  en  outre  au 
plan  cdc',  mené  par  l'arête  ce/ du  premier  tciraèdre  et  le 
sommet  c'  du  second;  le  plan  P  contiendra,  en  outre,  le 
point  i^ab,  a'h'd')  ou  x' .  Le  plan  polaire 

est  donc  défini  déjà  par  trois  de  ses  points. 

3).   Mais  M.  Hesse  nous  montre  que  l'on  peut  en  détej- 
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miner  un  quatrième.  Et  c'est  d'ailleurs  dans  cetle  détermi- 
nation  par  excès,  comme  dans  !e  choix  de  ce  dei-nier  élé- 
ment, que  réside  le  nœud  de  la  question. 

Pour  l'obtenir,  nous  qui  lierons  un  moment  la  route  tracée 
par  l'illustre  géomètre,  en  utilisant  un  théorème  autéiîeur 
sur  les  propriétés  homoiogiques  auxquelles  donncntlieu  un 
triangle  quelconque  de  l'espace  et  le  irièdre  qui  lui  est  con- 
jugué (n"  180j  p.  i8i).  Les  côtés  du  triangle  coupant  en 
effet  les  faces  homologues  du  Irièdre  en  trois  points  en 
ligne  droite,  il  en  résulte,  les  plans  polaires  des  deux  pre- 
miers sommets  du  triangle  étanl  supposés  connus,  que  l'on 
peut  en  déduire  un  point  du  plan  polaire  du  dernier.  Ap- 
pliquant cette  observation  au  triangle 


X  trièdre  conjugui 
I   '' 


,  polaire  P  et  le 
1  obtenir  un  nou- 


nous pourrons,  en  laissant  de  côté  le  plai 
traitant  comme  s'il  n'était  déjà  connu, 
veau  point  p'situé  sur  la  droite  ac',  et  distinct  dès  lors  de 
ceux  que  nous  connaissons  déjà.  Effectivement,  les  traces 
des  côtés  du  triangle  précédent  sur  les  plans  des  faces  ho- 
mologues du  trièdre  conjugué,  savoir  ; 


(l)  ^>   hcd, 

(3)  ^"p, 

devant  se  trouver  en  ligne  droite;  la  droite  menée  par  les 
deux  premières  de  ces  traces  coupera  le  troisième  côté  ac' 
suivant  la  troisième,  ou  suivant  un  nouveau  point/*' du 
plan  P,  Or,  puisque  le  point  p  appartient,  par  définilion, 
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i  ^\anc' cd  [Jig.  60),  la  première  de  tes  traces  (j)  n'est 
tire  que  le  point  (ie  concours,  désigné  sur  la  figure  par  la 


lettre  (/,  des  droites  c'p,  cd.  Puisque  le  point  p  appartient 
à  la  droite  ««',  la  seconde  (2)  n'est  autre  que  le  point  a'  lui- 
même;  el  le  nouveau  point  />' que  nous  cherchons  n'est 
autre  que  le  suivant  i 


ou  encore,  puisque  le  point  t/  appartient  à  la  droite  cd,, 

ou  enfin,  sur  la /%.  Sg, 

Les  quatre  points  x',  j',  Y,  Z  appartiennent  donc  à   un 
même  plan 

P  —  x'j'YZ; 

286.  Observation  ï.  — La  construction  précédente  est 
en  défaut  lorsque  le  septième  point  d  est  tellement  situé 
par  rapport  aux  sis  autres  «,  b,  c,  a',  b',  c',  que  rhexa- 
gone  xjz  XTZ  cesse  d'être  gauche.  Nous  reviendrons  plus 
loiti  sur  ce  cas  singulier  et  sur  les  circonstances  précises 
dans  lesquelles  il  se  produit. 


y  Google 


Obseri'al/on  II.  —  On  peut  présenter  aulrenieot  la 
construction  précédente,  et  de  manière  à  en  éliminer  toute 
considération  synthétique. 

Remarquons  pour  cela  que  si  les  sept  points  donnés  «,  b,  c, 
a',b',c',d  appartenaient  à  une  même  cubique  gauche,  le 
huitième  point  d'  serait  partiellement  indéterminé  et  pour- 
rait être  pris  arbitrairement  sur  cette  courbe.  Chacun  des 
deux  derniers  points  J,  d' serait  alors  le  sommet  d'un  cône 
du  second  ordre  circonscrit  à  l'hexagone  gauche  abca'h'c' . 
Or  le  théorème  de  Pascal  transporté,  par  la  perspective, 
de  l'hexagone  plan  inscrit  à  une  conique,  à  l'hexagone 
gauche  abca'h'c'  inscrit  à  un  cône  de  sommet  d  (ou  d'), 
montre  que  les  droites  xX,  jY,  zZ  (ou  x'X',.  .  .)  con- 
duites par  ce  sommet,  de  manière  à  s'appuyer  sur  les  côtés 
opposés  de  l'hexagone  inscrit  abca'b'c',  tombent  dans 
un  même  plan.  Dans  le  cas  supposé,  les  deux  hexagones 
secondaires  {Jig.  Sg,  p.  3iS)  arj'z  XYZ,  .r'jf'^'X'Y'Z'  se- 
raient donc  plans  l'un  et  l'autre,  et  leurs  douze  côtés  ap- 
partiendraient à  une  même  surface  du  second  ordre  réduite 
à  l'ensemble  de  doux  plans.  Passant  ensuite  de  ce  cas  sin- 
gulier au  cas  ordinaire,  il  serait  naturel  de  supposer  que 
les  côtés  des  deux  hexagones  secondaires  font,  dans  le  cas 
général,  douze  génératrices  d'un  même  hyperboloide  ;  et 
l'on  verrait,  comme  tout  à  l'heure,  que  la  vérification  de 
cette  hypothèse  se  réduit  à  établir  la  situation  en  un  même 
plan  des  quatre  points  x',y',  Y,  Z  :  ou  la  collînéation,  sui- 
vant un  même  point  p,  de  leurs  plans  polaires  par  rapport 
à  cette  surface  S  que  nous  savons  être  conjuguée  à  chacun 
des  tétraèdres  abcd,  a'  b'c'd' .  Or  les  plans  polaires  des  trois 
premiers  x',  j',  Y  sont  respectivement  cdc',  ada',  a'  d'à  ; 
et  leur  point  de  concours  n'est  autre  que  la  trace,  désignée 
déjà  par  la  lettre  p,  de  la  droite  aa'  sur  le  plan  cdc'.  Il 
reste  donc  seulement  à  établir  que  le  plan  polaire  du  qua- 
trième, Z,  passe  par  p  ;  ou,  inversement,  que  le  plan  polaire 
de  p  passe  par  Z;  et  comme  le  point  Z  appartient  à  la 
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droUeac',  c'est  à  quoi  l'on  devra  parvenir  endéterminaiit 
la  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  polaire  du  point  p,  à 
l'aide  des  propriétés  homologiqucs  du  triangle  pau' et  du 
trîèdre  formé  des  plans  polaires  de  ses  trois  sommets. 

^  II,  —  De  V indélerminution  du  huitième  point,  cl  du 
théorème  de  Desargues  transporté,  de  six  points  d'une 
conique,  à  huit  points  d^une  cubique  gauche. 

287,  La  construction  donnée  au  n"  282  est  en  dcfaul,  et 
le  huitième  point,  comme  nous  l'allons  voir,  est  réellement 
indéterminé,  lorsque  te  triangle  xyz,  formé  de  trois  des 
sept  points  donnés,  et  le  quadrilatère  1234  ayant  pour 
sommets  successifs  les  traces,  sur  le  plan  de  ce  triangle, 
des  côtés  successifs  du  quadrangle  1234  formé  des  qualre 
autres,  se  trouvent  circonscrits  à  une  même  conique  (n^âSS) . 
S'il  en  est  ainsi  {fig-  6i) ,  ce  même  iriangle  xys  el  l'un 
Fig.G.. 


quelconque  de  cens  que  l'on  peut  lutmer  avec  liois  des 
cotés  du  quadrilatère  12  3  4,  le  triangle  1  4  3',  par  exemple, 
sont  encore  circonscrits  à  une  même  conique.  Par  un  théo- 
rème connu  (n"  197,  p.  209),  leurs  sommets 

(I)  ^,  j,  ^;    -1,^',^ 

font  six  point.";  d'une  seconde  conique;  et  les  droites  me- 
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nées,  de  ces  points,  au  sommet  1  du  letraèi^re  I  2  34,  sis 

généralrices  d'un  même  côue  du  second  ordre.  Or  il  est 

aisé  d'apercevoir ,   dans    ]cs    irois    dernières  ,   les   arêtes 

mêmes  1  2,  1  3,  1  ^'dc  ce  tétraèdre.  Le  premier  I  des  sept 

points 

(2)  1,2,3,4,      .r,j,z 

représente  donc  le  sommet  d'un  premier  cône  du  second 
ordre  passant  par  les  six  autres;  et,  en  vertu  de  l'iiypo- 
ibèse,  il  en  est  de  même  de  chacun  des  points  2,  3,  4.  Les 
sept  points  considérés  appartiennent  donc  a  une  même 
cubique  gauche  :  commune  intersection  des  quatre  cônes 
que  l'on  vient  de  définir,  et  qui  admettent,  en  effet,  deux  h 
deux,  une  génératrice  commune. 

Réciproquement,  si  les  sept  points  donnés  [a)  appar- 
tiennent à  une  même  cubique  gauche,  les  précédeuts  (i) 
font  six  points  d'une  même  conique;  les  côtés  du  trian- 
gle xyz  et  trois  quelconques  de  ceux  du  quadrilatère  1234, 
six  tangentes  d'une  attire  conique,  et  notre  construction  du 
huitième  point  se  trouve  encore  en  défaut.  On  a  donc  ce 
théorème  :  Sept  points  quelconques  de  l'espace  font  tou- 
jours partie  d'un  groupe  détftrmlné  de  huit  points  asso- 
ciés, à  moins  qu'ils  n'appartiennent  à  une  même  cubique 
gauche;  et  le  huitième  point  qui  est  alors  indéterminé  peut 
prendre,  sur  cette  courbe,  telle  position  que  l'on  'voudra 
lui  assigner.  Une  cubique  gauche,  en  effet,  ne  pouvant 
être  rencontrée  en  plus  de  trois  points  par  un-plan  quel- 
conque, en  plus  de  six  par  un  système  de  deux  plans  ou  une 
surface  quelcouque  du  second  ordre,  ne  peut  avoir  sept 
points  communs  avec  une  telle  surface  sans  lui  appartenir 
tout  entière.  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que  l'on 
peut  mener  par  sept  points  d'une  cubique  gauche  passent 
donc  d'elles-mêmes  par  cette  courbe,  qui  est  décrite  tout 
entière  par  le  huitième  point  commun  à  toutes  ces  sur- 
faces. 
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Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  appliquer  au  groupe  formé 
de  huit  points  quelconques  d'une  cubique  gauche  tout  re 
quia  été  dit  déjà  de  huit  points  associés  quelconques  ;  ainsi, 
en  premier  lieu  (n°  139,  p.  142)  : 

Les  carrés  des  distances  dehuit  points  fixes  d\ine  cu- 
bique gauche  à  un  plan  quelconque  satisfont  à  une  relation 
linéaire  et  homogène  de  la  forme 


S-=»- 


une 


288.  Si  l'on  sépai 
tiens  équivalentes, 
un  théorème  ju'-qu  !(.i  11 
<elui  de  Desar^ues  par 
amsi  que  le  montieiit  It 


Une  rorde  tt  un  //uadianglt 
étant  tmciih  a  une  ionique,  le^ 
deux  extrémités  dt  cette  rorde 
elies  traas  sur  les  côtésoppotéi 
dit  yiiadrangle  font  trou  couples 
de  points  harmoniquemenC  conju 
gué«  par  rappo!  t  d  un  même  sys 
t«me  de  deux  points  ounxpmnts 
en  cnovlution 

Et  il  l'on  Mib'-litiie  aux  deux 
couples  iie  côtéb  opposés  de  ce 
guad/angle  les  t^ol'^  c«up!es  de 
côtés  opposés  du  quadrangle  com- 
plet correspondant,  on  aiiia  in 
tout  huit  points  en  im-olulioii. 


n  deiiK  é 


1  obtient 


Lie  cette  identité  e 
on  a  fait  au  i\"  28^,  ^..  ^^^.^u, 
ipercu,  et  qui  est  hé  toutefois  à 
'  )gie  inâniment  précis* 
suivants 


Une  lorde  et  un  octaèdre 
IteJ-O^onal  ettint  insuits à  une  lu- 
bujtie  gauche,  les  deux  exlréini' 
tes  de  cette  corde  et  ses  traces 
siii  les  plans  det,  faces  op/iosées 
de  l'octaed/e  font  cini/  couples 
de  points  harmoniquemenl  con- 
jugué--  par  rapport  à  iid  même 
système  de  deu\  points,  ou  di.v 
jxiints  en  involuii  m 

Et  SI  l'on  substitue  aux  qua- 
tte  louple--  de  faces  opposées  de 
Lit  nctuedre  les  dix  coupîes  de 
faces  opposées  de  tous  les  octaè- 
dres lonitruit'iiir  les  mêmes  som- 
mets, on  aura  en  tout  vingt-deux 
points  en  tmolutioii. 


lême,  un  triangle  et.  un  pentagom 
gauche  sont  toujours  conjugués  à 


conii/ue  {nO^Si, 
Corollaire  I. 


.  3i3). 

-  Une  cubique  gauche  éia 
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les  points  1,2,...,  6,  la  droite  qui  réunit  les  deux  derniè- 
res traces  de  la  courbe  sur  un  plan  quelconque  H  mené  par 
le  point  6  coïncide  avec  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
à  «ne  conique  déterminée,  située  dans  le  plan  H  et  con- 
juguée au  pentagone  gauciie  12...  5  ou  au  pentagone 
plan  dérwA  de  celui-là. 

CoROLLAiBE  IL  —  Les  traces  sur  un  plan  quelconque  H 
d'une  cuhique  gauche  définie  par  les  points  1,2,...,  6 
font  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  commun  à  six 
coniques  distinctes,  situées  dans  ce  plan,  et  respectivement 
conjuguées  aux  pentagones  gauches  123  45,  23436, 
3  4  561,...  ou  aux  pentagones  plans  dérivés  de  ceux-là. 

Corollaire  III.  —  Une  série  de  cubiques  gauches  étant 
menées  par  un  même  groupe  de  cinq  points,  leurs  traces 
sur  un  plan  quelconque  sont  les  sommets  d'une  série  de 
triangles  dont  les  cercles  circonscrits  ont  un  même  centre 
radical. 

290.  Enfin  ,  deux  tétraèdres  inscrits  à  une  cubkjiie 
gauche  sont  toujours  conjugués  à  une  même  surface  du 
second  ordre  (n."  284,  p.  3ij).  On  peut  remarquer  que 
les  dépendances,  entre  huit  points  d'une  cubique  gauche, 
exprimées  par  l'un  quelconque  des  théorèmes  précédenls, 
se  traduisent  par  trois  eondilions,  tandis  que  leur  expres- 
sion complète  en  exigerait  quatre.  Bien  qu'analogues  à 
celui  de  Desargues,  ces  théorèmes  paraissejit  donc  ne  de- 
voir donner  lieu  qu'à  des  applications  plus  restreintes  d'un 
degré.  Il  arrive  cependant,  comme  on  le  verra  bientôt,  que 
ces  données  par  excès  que  supposent  nos  théorèmes,  et  qui 
en  restreignent  l'utilité  quand  il  s'agit  seulement  de  con- 
struire un  nouveau  point  d'une  cubique  gauche,  ou  de  lui 
mener  une  tangente  par  l'un  des  points  qui  la  déterminent, 
deviennent,  au  contraire,  très-avantageuses  dans  d'autres 
recherches  un  peu  moins  aisées,  telles  que  celle  du  p/aii^ 
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iT-vOLUTion  d'umk  droite  et  d'un  octaèdre,  'iay 
du  cerclp.  ou  de  la  sphère  qui  osculent  la  courbe  an  l'un  de 
ses  points. 

291.  Une  question  incidente  se  présente  naiiiicllomeiil 
ici,  et  sur  laquelle  nous  pouvons  nous  arrêter  un  moment, 
parce  qu'elle  touche  à  l'étude  peu  avancée  encore  des  pro- 
priétés géométriques  des  polyèdres. 

On  vient  de  voir  (n"  288)  que  toute  transversale  qui 
s'appuie  en  deux  points  sur  une  cubique  gauche  rencontre 
les  faces  opposées  d'un  octaèdre  inscrit  à  la  courbe  suivant 
huit  points  en  involution.  On  peut  se  demander  si  la  réci- 
proque est  vraie,  ou  chercher  seulement  la  définition  gé- 
nérale des  droites  satisfaisant  à  la  double  condition  de 
couper  les  faces  opposées  d'un  octaèdre  hexagonal 
là. ..36,   suivant    quatre   couples   de  points   en    invo- 

i).  On  reconnaît  d'abord  que,  par  chaque  point  x  de 
fespace,  on  peut  mener  au  moins  une  de  ces  droites.  Car 
si  l'on  désigne  par  y  le  huitième  point  commun  à  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à  l'heptagone 
xi  2...  6,  l'ideniité 


S'' 


ou  les  équations  équivalentes 


11' 


I-==" 


(jui.en  résultent  expriment  que  les  quatre  couples  de  poinis 
déterminées  sur  la  droite  xy  par  les  faces  opposées  de  l'oc- 
laèdre  1  .  ,  .6  font  quatre  couples  harmoniquement  conju- 
guées aux  deux  poinis  ^,  j)  représentés  par  l'équation  (i)  : 
011  quatre  couples  de  points  conjugués  en  involution 
(ii"280,  p.  3i2). 

a).  Si  l'on  imagine  ensuîle  qu'une  seconde  droise  xz, 
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issue  de  la  même  origine,  puisse  offrir  la  même  propriété 
et  rencontrer  effectivement  les  faces  opposées  de  l'ociacdre 
J  .  .  -6  suivant  quatre  couples  de  points  en  involulion;  les 
points  doubles  ^,  ^  de  cette  involution  seraient  harmoni- 
quemenl  conjugués  aux  dfux  points  de  chaque  couple  et 
formeraient  une  smfaca  évanouissante:  (^,C)i  conjuguée 
à  l'octaèdre  1 ...  6,  et  dès  lors  représentée  par  une  équation 
de  la  forme 

w  !>■'■■ ="■ 

Mais  en  désignant  par  z  le  conjugué  du  point  x  dans  l'in- 
volution  précédente,  ou  le  conjugué  harmonique  de  ce 
même  point  par  rapport  au  système  {tiO'i  '*^  système 
(^,  Ç),  rapporté  aux  points  x,  s,  serait  auMÎ  représenlé  par 
une  équation  de  la  forme 

[2.')  ay.'  +  cV=.<,: 

et  les  équations  équivalentes  (a),  (a')  entraînant  ["identité 

le  point  2  serait  un  autre  huitième  point  associé  au  groupe 
a:i2...6.  Les  sept  points  de  ce  groupe  ne  seraient  donc 
pas  indépendants  les  uns  des  autres  ;  mais  le  septième  x,  au 
lieu  d'être  quelconque,  comme  on  l'avait  supposé,  appar- 
tiendrait à  la  cubique  gauche  définie  par  les  six  premiers. 
3).  Il  est  donc  acquis,  d'une  part,  que  toute  droite  qui 
s'appuie  eu  deux  points  sur  la  cubique  gauche  circonscrite 
à  un  octaèdre  quelconque,  coupe  les  faces  opposées  de  celui- 
ci  suivant  huit  points  en  involution;  de  l'autre  que,  par  un 
point  quelconque  de  l'espace,  on  peut  mener  une  transver- 
sale, et  une  seule,  en  involution  par  rapport  à  un  octaèdre 
donné.  Maïs  on  sait  atissi  que  «  par  un  point  quelconque 
de  l'espace  on  peut  mener  une  transversale,  et  une  seuh, 
qui  s'appuie  en  deux  points  suruiie  cubique  gauclie  don- 
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née  11.  Il  en  résulte  que  les  deux  transversales  dont  on  vient 
de  parler  se  confondent,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Toute  droite  qui  s^ appuie  en  deux  points  sur  la  cubique 
gauche,  circonscrile  à  un  octaèdre,  coupa  les  faces  oppo- 
sées de  celui-ci  suiwant  huit  points  en  involution.  Réci- 
proquement, toute  droite  qui  coupe  suivant  huit  points 
en  involution  fes  faces  opposées  d'un  octaèdre  hexagonal 
s'appuie  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  circon- 
scrite. 

292.  <(  Par  un  point  quelconque  de  l'espace,  on  peut 
toujours  mener  une  droite,  et  une  seule,  qui  s'appuie  en 
deux  points  sur  une  cubique  gauclie  donnée.  » 

Cela  est  à  peu  près  évident.  Et  l'on  voit  bien  d'abord  que 
si  deux  droites,  issues  de  la  même  origine,  s'appuyaient 
cliactine  en  deux  poin  ts  sur  la  courbe,  le  plan  de  ces  droites 
couperait  la  courbe  en  quatre  points.  Et  c'est  la  déGnilion 
d'une  cubique  gauche,  <[u'ellene  puisse  être  coupée  par  un 
plan  quelconque  en  plus  de  trois  points,  réels  ou  ima- 
ginaires 

En  outre,  si  l'on  imagine  l'un  quelconque  des  hyperho- 
loïdes  à  une  nappe  que  l'on  peut  mener  en  nombre  iniini 
par  l'origine  x  et  la  cubique  gauche  considérée;  le  plan 
langent  en  ;r  à  cet  hyperboloïde  coupera  la  courbe  en  trois 
points  distincts,  lesquels  tomberont  nécessairement  sur  les 
génératrices  rectilignes  contenues  dansée  plan  et  issues  de 
l'origine  x,  savoir  :  l'un  de  ces  points,  sur  l'une  de  ces  gé- 
nératrices; et  les  deux  autres  sur  l'aulre.  Donc,  etc. 

293,  iMais  ou  peut  compléter  le  théorème  précédent 
par  la  construction  de  cette  droite  unique  qui  le  résout.  Il 
résulte,  en  efl'et,  d'un  théorème  antérieur  (n°2S0,  p.  3 12) 
que  huit  points  associés  sont  toujours  tels,  que  la  droite 
qui  réunit  deux  quelconques  d'entre  eux  et  l'octaèdre 
ayant  pour  sommets  les  six  autres,  soient  en  involution. 
Rapprochant  ce  théorème  de  l'un  de  ceux  que  l'on  vient 
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d'établir  (n''29i),  on  pourra  dire  d'une  manière  équiva- 
lente que  huit  points  associés  sont  toujours  tels,  que  la 
droite  qui  réunit  ileux  quelconçues  d'entre  eux  s'appuie 
en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  qui  réunit  les  six 
autres . 

II  en  résulte  que  la  droite  me«eerf'«n  point  quelconque  d 
de  l'espace,  de  manière  à  s^appuyer  en  deux  points  sur 
une  cubique  gauche  abc  a'b'c',  passe  par  le  point  associé  d' 
des  sept  points  donnés  (/,  n,  i,  c,  a',  b' ,  c';  si  dès  lors,  après 
avoir  inscrit  à  l'hexagone  abc  a'b'c'  un  auti-e  hexagone 
xyzlLYZ  dont  les  trois  diagonales  se  croisent  au  point  d. 
et  dont  les  côtés  forment  d'eux-mêmes  six  génératrices  d'un 
hyperboloïde,  on  détermine  les  six  autres  génératrices  sui- 
vant lesquelles  cet  Ityperboloïde  est  coupé  par  les  plans 
des  angles  successifs  de  Phexagone  initial  abca'b'c',  et 
le  nouvel  hexagone  x' j'z''%.'X"L'  quelles  déterminent 
{fis-  ^9'  P'  ^'^)  ■  '**  <^'"<"*^  menée,  du  point  d,  au  point 
de  concours  d' des  diagonules  de  ce  nouvel  hexagone 
s'appuiera  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  abc  a'b'c 
et  résoudra  le  problème. 

29i.  Il  résulte  du  nombre  des  paramètres  arhitraires 
contenus  dans  l'équation 

-/AA'  +  iBB'  -hrCC  — o 
qu'une  série  de  surfaces  du  second  ordie  circonscrites  à 
un  hexaèdre  (n°  61,  p.  Sa)  demeurent  capables  de  deux 
coiiditi  ou  s  nouvelles  et  ne  peuvent  dès  lors  être  assujetties 
par  leur  commune  définition  à  plus  de  sept  conditions  dis- 
tinctes. On  doit  donc  réduire  à  ce  nombre  les  huit  condi- 
tions qu'elles  remplissent  déjà  eu  passant  par  chacun  des 
sommets  de  l'hexaèdre;  cl  l'on  peut  conclure,  en  d'autres 
termes,  que  toute  surface  du  second  ordre  que  l'on  aura 
menée  par  sept  des  sommets  de  l'hexaèdre  passera  d'elle- 
même  par  le  dernier  ;  ou  que  les  sommets  d'un  hexaèdie 
quelconque  font  toujours  huit  points 
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tbeorème  curieux  [Jig-  62)  :  Vn  hexagone  1  23  45 1»  étant 
inscrit  à  une  cubique  gauche,  la  droite  se/  qui  réunit  les 


points  de  concours  des  plans  des  angles  pairs  ou  impairs 
de  cet  hexagone  s^ appuie  en  deux  points  sur  la  courbe. 

Une  cubique  gauche  étant  définie  par  six  points,  on 
peut  en  obtenir  à  priori,  et  par  une  construction  simple, 

soixante  cordes  distinctes. 

295.  «ous  avons  vu(n<' 287,  p.  324)  que  le Imilième  point 
ne  peutdcvenir  /niieïfiT'/nme  que  dans  le  cas  où  les  sept  dont  il 
dépend  appartiennent  à  une  même  cubique  gauche.  La  cou- 
siruction  donnée  par  M .  Hesse  (  n"  286,  p.  3 1 8  )  parait  cepen- 
dant en  défaut,  en  dehors  même  de  ce  cas  d'exception  et 
toutes  les  fois  que  l'hexagone  auxiliaire  Xjz  XTZ  [Jîg.  69, 
p.  3i8)  cesse  d'être  gauche.  Dans  ce  cas,  en  effet,  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe,  précédemment  défini  par  ce  cir- 
cuit hexagonal,  se  réduit  à  un  système  de  deux  plans  :  le 
premier,  qui  tombe  dans  le  plan  même  de  l'hexagone 
x^zXYZ;  le  second,  que  ia  construction  générale  cesse  de 
délerminer  et  qui  demeure  inconnu.  Mais  nous  allons  voir 
que  ces  deux  plans  se  confondent,  et  que  le  huitième  point  d' 
vient  alors  se  confondre  avec  le  septième  d,  suivant  une 
direction  dd'  que  l'on  peut  constriiiire. 

296.  En  premier  lieu,  le  circuit  hexagonal  xjzXYZ 
[fig-  59)  ne  cesse  d'être  gauche  qijie  si  le  septième  point  d 
vient  se  placer  au  sommet  de  l'un  des  cônes  du  second 
ordre  passant  par  les  six  premiers  <■/,  b,  c,  a',  b' ,  c' . 
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Car  S!  l'on  projette,  sur  un  plan  quelconque  H,  et  sui- 
vant le  centre  de  projection  d,  l'hexagone  ahca'b'c'  en 
aÇiyix'^'y';  on  reconnaît  aussitôt  que  les  trois  diagonales 
xdX,  ydY,  zdZ  du  circuit  hexagonal  xj-zXYZ  aboutis- 
sent respectivement  aux  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés de  l'hexagone  projeté  a(3-/a'(3'y'.  Le  circuit  Xf'sXYZ 
ne  cesse  donc  d'être  gauche,  et  ses  trois  diagonales  n'ap- 
partiennent à  un  même  plan  que  si  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  de  l'hexagone  aj5ya'[5'/  sont  en  ligne 
droite:  auquel  cas  cet  hexagone  est  iiiscriptible  à  une  coni- 
que, et  l'hexagone  initial  abca'b'c'  à  un  cône  du  second 
ordre  ayant  pour  sommet  le  point  d. 

La  construction  Hesse  ne  sera  donc  en  défaut  que  si  le 
septième  point  d  apparlient  à  la  surface  du  quatrième 
ordre  S»  —  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du 
second  passant  par  abca'b'c' —  el  qui  renferme  en  par- 
ticulier la  cubique  gauche  (ahca'b'c')  définie  par  ces 
mêmes  points. 

Plaçons-nous  dès  lors  dans  ce  cas  d'exception;  et,  dési- 
gnant par 

1,2,3,^,5,6,7     on     P,P,...P,  =  o 

les  sept  points  donnés,  supposons  que  le  septième  soit  le 
sommet  d'un  cône  du  second  ordre  passant  par  tous  les 
autres.  Par  un  théorème  antérieur  (n"  268,  p.  292),  ofi 
pourra  satisfaire  à  l'identité  tangeiiliclle 


X 


).,  p;=-P,  Qv 


par  une  détermination  convenable  du  point  Q,  =:  o,  et  que 
l'on   peut  réaliser  géométriquement.  Car  le    système   de 

P.  Q.  =  o, 

défini  par  celle  ideniilé,  est  divisé  harmonU|uernent  par 
deux  faces  opposées  quelconques  de  l'octaèdre  1234o6  ou 
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P]  ...  Pc  =1  o;  t![  le  second  de  ces  points  esL  à  i'interseciioii 
des  pians  polaires  du  premier  par  rapport  aux  dièdres  for- 
més de  deux  faces  opposées quelcontpiesdecet  octaèdre.  Or, 
si  P  et  Q  désignent  deux  points  auxiliaires,  harmonique- 
mont  conjugues  au  segment  P,  Q„  on  pourra  poser 

P,  =:  P  +  m  Q,      Q,  =  P  —  Hi  Q  ; 
l'identilé  précédente,  à  son  tour,  pourra  s'écriic 


(!')  ^\PÏ  =  F- 


'"■'(ÎU 


et  l'on  en  déduira  que  louie  surface  du  second  ordre  menée 
par  les  points  1,2,...,6  et  P  passe  d'elle-même  par  le 
point  Q.  D'ailleurs  si  le  point  P  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  7  ou  Pt  ^  o,  il  en  est  de  même  du  point 
conjugué  Q.  Et  l'on  en  conclut,  en  passant  à  la  limite,  que 
si  le  point  7  est  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre 
passant  par  1 ,  2, . . . ,  S,  6  :  tonte  surface  du  second  ordre 
menée  par  \,  ^i, . .  . ,  5,  6, 1  passe  d^ elle-même  une  seconde 
fois  par  le  point  7,  et  touche  en  ce  point  la  droite  77',  ou 
P,  Q,  ^  o,  qui  le  réunit  au  point  de  concours  de  ses  plans 
polaires  par  rapport  aux  dièdres  formés  des  faces  oppo- 
sées de  V octaèdre  1 . .  .6. 

Ce  théorème  pourra  donc  suppléer  à  la  construction  de 
M.  Hesse  toutes  les  fois  qu'elle  sera  en  défaut. 

997.  Enfin  si  le  septième  point  7  vient  se  placer  sur  la 
cubique  gauche  12.  ,  .56  définie  par  les  sis  autres,  toutes 
les  conséquences  précédentes  subsistent  encore,  mais  avec 
une  particularité  de  plus,  et  qui  fournit  une  analogie  nou- 
velle entre  les  coniques  et  les  cubiques  gauches. 

Dans  ce  cas,  ellectivemenl,  tonte  surface  du  second  ordre 
menée  par  les  points  1,  .  .  ,,6,  7,  contient  tout  entière  la 
cubique  gauche  sur  laquelle  on  les  suppose  situés.  Et 
comme  cette  surface  n'est  soumise  par  là  qu'à  sept  condi- 
tions distinctes,  il  faut  nécessairement  que  celte  droite  77', 
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ou  P,  Q,  =;  o,  à  laquelle  elle  est  tangeute  par  ce 
cède,  soit  tangente  elle-même  à  cette  courbe. 
De  là  l'analogie,  que  mettent  en  évidence  les 


Un  fiinirlrangle 

étant  inscrit  à  une  conique,  les  po- 
laires d'un  point  quelconque  de  la 
courbe 

P5=  o 
par  rapport  aux  trois  angles  for- 
més des  côtés  opposés  ou  des  dia- 
gonales de  ce  quadrangle  se  cou- 
pent en  un  second  point 


Un  ortacdrc  hexagonal 

P,  P,...P,P„-^  o 
étant  inscrit  à  une  cubique  gauche, 
tes  plans  polaires  d'un  point  quel- 
conque de  ta  courbe 

P,  =  o, 
par  rapport  aux  différents  diMres 
formés  des  faces  opposées  de  cet 
octaèttre,  se  coupent  en  un  second 


Q.  =  o 

Q,  =  o 

it^Jlni  par  VideniUé  t/in^cniiMc 

défini  par  l'idenlilé  tangenliellc 

2'>,P;.P,Q,; 

'^\^\^'P-M.\ 

1:1  la  ilrailc 

P.O. 

et  la  droite 

qui  les  réunit  est  tangente  à  ta 
courbe  suivant  te  premier  de  ces 

qui   les  léunit  est  tangente  à  la 
courbe  suivant  le  premier  de  ces 
points. 

Ohsetvaàon.  —  La  surface  du  quatrième  ordre,  lieu 
géométrique  des  sommets  des  cônes  du  second  circonscrits 
à  un  hexagone  gauche  abca'b'c',  ei  la  surface  de  qua- 
trième classe  enveloppe  des  plans  des  couiques  inscrites  à 
l'hexaèdre  déterminé  par  les  plans  des  angles  successifs 

a,  b,c  .  .  .  de  ce  même  hexagone,  se  correspondent  de  telle 
manière  que  chaque  point  d  de  la  première  fournit,  parla 
construction  indiquée,  un  plan  tangciU  (:rj'zXYZ)  de  la 
seconde:  ou  inversement.  L'hexagone  plan  aysXYZ  qui 
correspond  au  poini  d  est  tel,  en  effet,  que  ses  trois  diago- 
nales xX,  y  Y,  zZ  concourent  en  un  même  point  d'  :  il  est 
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donc  cîrcotiscripliblc  à  une  conique  déterminée, 


même  à  riiexaèdre  («  i  i 


î'«>? 


298,  Étant  donnés  ilx points  \  ,'i,  3,  X,  y,  z  d' iiiiecttbi(/ue 
gauche,  si  l'on  déierniine  d'abord  les  traces  successives 
1,2,3,  sur  le  plan  xyz^  des  droites  12,23,31,  et  que, 
considérant  une  conique  inscrite  au  triangle  xyz,  et  tan- 
gente, suivant  le  point  2,  à  la  droite  123,  on  lui  mène  par 
1  et  3  deux  nouvelles  tangentes  ;  /a  droite,  menée  de  leur 
point  de  concours  \  au  point  1  sera  tangente  en  ce  point  à 
la  courbe  gauche  proposée. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété  de  sept  points  d'une 
cubique  gauche,  mentionnée  au  n"  287,  et  de  la  considé- 
ration auxiliaire  d'un  quadrilatère  inscrit  1234  dont  le 


quatrième 


•approclict 


indéfiniment  du  p 


299.  Étant  donnés  six  points  1,2,  3,,r,j-,  z  d'une  eu- 
bique  gauche  et  la  tangente  \i  en  l'un  de  ces  points 
[Jig-  63);  si  l'on  détermine  d'abord  les  traces  1,2,  3,  4  sur 


le  plan  xjz,  des  droites  12,  23,  31  et  de  cette  tangente:  e 
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que,  considérant  la  conique  défijiic  par  les  points 

on  détermine  la  seconde  trace  4'  de  cette  eourbe  sur  la 
droite  indéfinie  123:  le  plan  mené  par  !a  droite  44'  et  le 
point  \  sera  osculateur  en  ce  point  à  la  courbe  gauche 
proposée. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété  de  huit  points  d'une 
cubique  gauche  (n"  289,  p.  3 aS}  et  de  la  considération  ausl- 
liaîred'un  pentagone  inscrit  1  SS'iS  dont  les  deux  derniers 
sommets  4  et  5  se  rapprocheraient  indéfiniment  du  pre- 
mier 1,  en  se  mouvant  toujours  sur  la  eourbe  [fig-  64)-  Si 

1,2,3,4,  r> 
désignent,  en  ciïet,  les  traces  sur  le  plan  xyz  des  côtes 
successifs 

12,  23,  34.,  iS,  51 
du  pentagone  mobile  considéré,  nous  savons  d'abord  que 
le  triangle  fixe  xyz  et  le  pentagone  plan  1234S  seront  à 


ii\ 


chaque  instant  conjugués  à  une  niêiiie  conique.  Mais  nous 
savons  aussi,  et  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  seule  définition 
du  pentagone  conjugé  à  une  conique,  que  si  l'on  prolonge 
jusqu'à  leur  mutuelle  intersection,  en  4',  deux  côtés  non 
consécutifs,  2  3  et  4  S,  d'un   tel  pentagone,  le  triangle  ré- 
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2  s  4' 
est  conjugué  à  la  mÉine  courbe.  Le  triangle  fixe  xyz  et  le 
triangle  variable  2  S  4' se  trouvent  donc  à  chaque  instaiii 
conjugués  n  une  même  conique,  et,  par  un  théorème  ajité- 
rieur,  leurs  sommel.i 

font  toujours  six  points  d'une  seconde  conique.  Il  en  est 
donc  encore  de  même  à  la  limite  lorsque  les  sommets  ■!  et 
5  du  pentagone  gauche  primitif  viennent  se  confondre  avec 
le  point  \  : 

4=55  =  1, 
et  l'on  peut  dire  que  la  conique  rfeyïrt/ey:7f2j'/ej^Oiratjx,jf',  s, 
le  point  2  et  le  point-limite  du  point  3  ,  contient  encore 
le  point  limite  du  point  4'.  Or  ie  point  5  a  pour  limite  Sa 
trace,  sur  le  plan  Jryz ,  de  la  tangente  au  point  1  de  la 
cubique  gauche  proposée;  et  le  point  4',  intersection  des 
droites  23  et  -iS,  a  pour  limite  rinlerscction  de  la  droite 
123  de  la  figure-limite  et  de  la  trace,  sur  le  pian  xyz, 
du  plan  osculaieur  que  l'on  se  proposait  de  construire. 
Donc,  etc. 

;jOO.  Étant  donné.s  six  points  0,1,2,3,4,.')  d'une  cu- 
bique gauche,  la  tangente  00'  et  le  plan  osculateur  OO'O" 
en  l'un  de  ces  points;  si  l'on  construit  d'abord  les  traces 
J,2,3,4,Ssurce  plan  des  droites  12,23,34,45,51,  et 
que,  considérant  la  conique  conjuguée  au  pentagone  ré- 
sultant 1234.'i,  on  en  détermine  le  cercle  diagonal:  le 
cercle  osculateur  au  point  O  de  la  courbe  gauche  proposée 
coïncidera  avec  ie  cercle  mené,  par  ce  point,  tangentielle- 
ment  à  cette  courbe  et  orthogonalement  au  cercle  diagonal 
de  la  conique  précédente. 

C'cstcequi  résulte  encore  de  bi  propriété  de  huit  poinfs 
d'une  cubique  gauche. 

Imaginons,  en  effet,  un  triangle  variable  OO'O",  inscrit 
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à  la  combe,  eL  doiil  îesdeux  dernieis  sommels  se  rappro- 
client  indéliiiiment  tîii"  premier  O  qui  est  tixe;  et  soit 
i'2'3'4'5'  iiii  pentagone  ayant  pour  sommels  successifs  les 
[races  des  côtés  successifs  du  pentagone  gauclie  12345  sur 
le  plan  de  ce  triangle.  Le  peniagone  l'2'3'4'S'et  le  triangle 
OO'O"  élanl  toujours  conjugués  à  une  même  conique,  le 
cercle  OO'O",  circonscrit  à  ce  triangle,  et  le  cercle-diago- 
nal de  cette  conique  sont  constamment  orthogonaus,  La 
même  propriété  subsiste  donc  encore,  à  la  limite,  lorsque 
les  points  O,  O'.  0"  se  confondent  ;  et  les  cercles  limites 
des  deux  précédents  sont  encore  orthogonaux.  Or  la  limite 
du  cercle  OO'O"  est  le  cercle  osculateur  au  point  0  de  la 
cubique  gauche  considérée  ;  et  la  limite  du  cercle-diagonal 
de  la  conique  conjuguée  au  pentagone  l'a'.  .  .  S',  le  cercle- 
diagonal  de  la  conique  conjuguée  ao  pentagone-limite 
1  2  ...  5.  Donc.  etc. 

Remarque  1.  —  Le  point  O  pouvant  être  considéré 
comme  un  triangle  de  dimensions  évanouissantes  simulta- 
nément inscrit  à  la  courbe  gauche  proposée,  et  conjugué  à 
la  conique  précédente;  celle-ci  passera  d'elle-même  par  le 
point  O  et  toiicliera  d'elle-mcnie  en  ce  point  I.i  courbe  pro- 
posée. 

Beriiarqiif  11.  —  Le  cercle  diagonal  de  ia  conique  iO]i- 
juguée  au  pentagone  12343  se  peut  construire  indépen- 
damment de  celle  conique,  et  en  quelque  sorte  à  priori.  Un 
rig.  6j. 

A-. 


I^mlagone   conjugué  là...  3   (//g.   65)   doi 


y  Google 


C0NSrrni(;TiON    ue   li   sphlke   osculatiuck.  'i'i() 

naissance  à  cinq  triangles  distincts  1  3  2',  i  4  5',  2S  1',  .  ■  ■  > 
conjugués  à  ia  même  conîqne  :  les  cercles  circonscrits  à 
[rois  quelconques  de  ces  triangles  sont  orlliogonaiix  au 
cercle-diagonal  de  celte  conique  et  ie  déterminent. 

301.  Èiaiit  donnés  cinq  poinis  0, 1,2,  3,  4  (Vuiui  cu- 
hique  gauche,  lo  plan  et  le  cercle  oscnlaleur  en  l'un  fin 
ces  points  0;  si  l'on  détermine  la  sphère  diagonale  d'un 
ellipsoïde  qui,  passant  par  le  point  O  et  langent  en  ce  point 
au  plan  donné,  sérail  en  outre  conjugué  au  télraédre  1234; 
la  splière  menée  par  le  cercle  donné  orthogonalemenl  à  la 
précédente  représentera  la  sphère  osculiitiice  de  la  courbe 
gauche  proposée. 

Si  l'on  prend,  en  effei,  sur  celte  courbe,  trois  nouveaux 
points  quelconques  O,,  O,,  O3,  les  huit  poinis  associes 
0,Oi,02,03,  1,2,3,  i  donnent  naissance  ':>  deux  té- 
traèdres, 

00,0,0;     et     12  34, 

conjugués  à  un  même  ellipsoïde  :  la  sphère-diagonale  de 
cet  ellipsoïde  coupe  orthogonalemeiit  la  sphère  circonscrite 
à  l'un  quelconque  de  ces  tétraèdres;  et  cette  propriété  ayant 
lien,  quels  que  soient  les  poinisO,,  Oj,  Os,  subsisle  encore 
à  la  limite,  quand  ils  se  confondent  avec  le  point  O.  La  li- 
mite de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  00,  Oj  O3,  ou 
la  sphère  osculatrice  de  la  courbe  gauche  considérée,  coupe 
donc  orthogonalement  la  sphère-diagonale  d'un  ellipsoïde 
conjugué  au  lètrnèrJre  1234  et  au  point  O  considéré 
comme  limite  du  tétraèdre  00,  OgOa,  ou  assimilé  à  un 
léiraèdre  conjugué  de  dimensions  évanouissantes. Le  pointO 
appartient  donc  à  cet  ellipsoïde-limile,  et  celui-ci,  de  plus, 
esl  tangent  en  ce  point  à  la  limite  du  plan  OOi  0,  on  au 
plan  osculaieur.  Donc,  etc. 

Remarque.  —  Étant  donnés  les  plans  polaires  de  deux 
points  distincts  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre, 
si  par  chacun  de  ces  points  on  mène  un  plan  parallèle  au 


y  Google 


Mo 

plan  polaire  lic  l'autre,  les  aiètcs  des  deux  diètLes  qui  ré— 
suUeni  des  deux  plans  proposés,  ou  de  leui-s  parallèles, 
délermiiienl  un  plan  contenant  le  centre  de  la  surface 
(n°  182,  p.  186).  Le  cciilre  d'un  ellipsoïde  défini  par  un 
tétraèdre  conjugué,  un  plan  langent  et  son  point  de  con- 
tact, se  trouve  donc  au  point  de  rencontre  de  quatre  plans 
distincts  que  l'on  peut  construire.  El  la  sphère  décrite  au- 
tour de  ce  point  comme  centre,  ortliogonalement  à  la  sphère 
circonscriie  au  tétraèdre  donné,  représente  la  splière-din- 
gonale  de  l'ellipsoïde. 

§111.  — De  {^enveloppe  du  plan  polaire  d'un  point 
r/oiuté  par  rapport  aux  surfaces  circonscrites  à  un  hup- 
tagoiifi. 

302.  M.  Lamé  a  établi  le  premier  [Exani.  des  diff. 
méth.,  p.  37)  que  n  les  plans  diamétraux  conjugués  à  une 
même  direclîon  de  cordes,  dans  les  surfaces  du  .second 
ordre  circonscrites  à  un  heptagone,  se  coupent  en  un  même 
point  »,  et  l'on  a  vu  déjà  (n"  145,  p.  iSa)  que  ies  plans 
polaires  d\in  point  fixe  quelconque  Q=^o,  par  rapport 
aux  surfaces  circonscrites  à  l'/ieptagone  P,.  .  .P-,=  o, 
se  coupent  suivant  le  point  Q'=o  défini  par  l'identité 
fangeijtiellc 


S> 


p;£=QQ'. 


li  resterait  à  eonslruire  ce  point  Q',  et  c'est  ce  que  l'on 
peut  faire  de  deux  manières  différentes  :  par  la  géométrie 
avec  M.  Hesse,  ou  par  la  seule  interprétation  de  l'identité 
prccédeiite.  (''est  ce  qu  on  vei'ra  dans  le  Chapitre  sui\;iiit. 

§  iV,  —  De  di'ux prohlénies  déterminés  relatifs  ii 
l'hexaèdre, 
'J03.   Le  problème  ayant  pour  objet  da  circonscrire,  à 
un  hexaèdre  donné,  un  cylindre  du  fccoJid  ordre  c&l  dé- 
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terminé  et  admet,  en  général,  trois  solutions  dislinctes. 
Une  première  manière  de  les  obtenir  résulterait,  si  elle  est 
géométriquement  réalisable,  de  la  recherche  de  Yaxe  même 
de  chacun  des  cylindres  circonscrits.  Un  cylindre  ayant, 
en  effet,  une  infinité  de  centres  situés  sur  l'axe,  le  Ucii 
géométrique  des  centres  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  circonscrites  à  l'hexaèdre  proposé  doit  recevoir  au- 
tant de  droites,  an  moins,  que  l'hexaèdre  de  cylindres  cir- 
conscrits. Or  le  lieu  général  des  centres  est  ici  une  surface 
du  troisième  degré,  dont  la  trace  sur  le  plan  de  chacune 
des  faces  de  l'hexaèdre  se  compose  d'une  droite  et  d'une 
conique  —  soit  six  coniques  déjà  et  trois  droites  (AA'), 
{BB'),  (CC),  —  mais  qui  peut  admettre,  comjne  l'on 
sait,  vingt-sept  droites  distinctes.  Douze  d'entre  elles  se 
définissent  aiséjnent,  mais  dont  aucune  ne  peut  repré- 
senter i' axe  d'un  cylindre  circonscrit.  Il  resterait  donc  à 
construire  les  quinze  autres  et,  parmi  ces  dernières,  celles, 
au  nombre  de  trois,  qui,  s'a|jp»yant  sur  chacune  des  six 
coniques  principales,  pourraient  seules  fournir  les  axes  des 
trois  cylindres  cherchés. 

Mais,  en  dehors  de  cette  solution,  ou  peut  encore  ré- 
soudre le  problème  à  l'aide  dn  théorème  suivant  dont  nous 
renconlrerons,  par  la  suite,  d'autres  applications. 

30=4,  Théorème. —  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  circonscrits  à  un  hexaèdre  est  une  citbique 
gauche  s' appuyant  en  deux  points  sur  chacune  des  droites 
d'' intersection  des  faces  opposées  de  l'hexaèdre,  et  dont 
six  autres  points  se  trouvent  susceptibles  d'une  conslruc- 
tion  immédiatCi  qui  sont  les  points  d'intersection  des 
deux  diagonales  de  chacune  de  cesface^. 

Soient,  effectivement, 

aAA'4   ^BB'-l-7CC'  =  o 
!'un  des  cônes  circonscrits  à  l'hexaèdre,  et 

a[aM  +  a'k)  4-p(6B'-l-  i'B)  -|- 7  {^C  +  e'C) -.  o 
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l'équalion  du  plan  polaire  correspondant  du  .  sommet 
(a,  a';  A,  b' :,  c,  r'J  de  ce  cône.  Le  plan  polaire  du  sommet 
d'un  cône,  par  rapport  à  ce  cône  lui-mènie,  étant  indéter- 
miné, l'équation  précédente  doit  se  léduire  à  l'idenillé 
o  =^  o  ;  ce  cjui  exige  que  les  plans  polaires 

(«A'+û'A)  ibB'+l>'B){cC'  +  r'C]  =  o 

fin  soimiiei  consitléré,  par  rapport  ans  trois  dièdres 

/■-,      /N      /x 
AA',     BB',     ce 

Icirmés  des  faces  opposées  de  l'hexaèdre,  se  conpcnl  suivant 
une  même  droite  G.  De  là  d'abord  la  possibilité  de  con- 
struire par  points  le  lieu  géoinètriqut<  des  sommets.  Car 
cette  droite  G,  s'appuyant  sur  l'arête  de  chacun  de  ces 
angles  dièdres,  est  l'une  des  génératrices  de  Vhyperbotoïde 
à  une  nappe  qui  aurait  ces  trois  arêtes  pour  direulrives  ; 
et  les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  de  cet  hyper- 
lioloïde,  par  rapport  aux  dièdres  AA',  BB',  CC'  sa  coupent 
en  un  point  du  lieu  ;  mais  on  peut  aussi  en  obtenir  les  équa- 
tions. Et  si  l'on  pose 

'  A.A'  =  X,.X,, 

(/;)  B.B'  =  X^.X., 

!  C.C'=P.Q^{/),X,-l-..,  +  /»iX4)(7,  Xi+,..-^7.X0, 

on  aura  exprimé  la  colHnéation  suivant  une  même  droite 
des  plans  polaires  d'un  certain  point  (X', ,,. . ,  X',,  P',  Q% 
par  rapport  aux  dièdres  AA',  BB',  CC,  si  l'on  exprime 
que  l'une  des  trois  équations  suivanies, 

X,  X;  +  X,  X',  =  o,      X,  X;  +  X,  X;  L^  o,     PQ'  -H  QP'  ^--  o, 
est  une  conséquence  des  deux  antres,  en  posant 

À  [ X,  X'j  +  X,  X',  )  +  p  (Xj X;  +  X,  X;)  ^  PQ'  -I-  QP'. 

Oi',  si  Tou  développe  les  forjctjojis  P  et  Q  eoufonnément  :, 
la  notation  (ii),  celle  identité  se  résout  dan.s  cette  siiili;  de 
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■apports  i'ga«s 
JX', 


ÏX', 


_f_?'^ 


!^% 


p.  Q'  +  ?,  i"  /'.  Q'  +  '/=  y  ""  /■,  Q'  -^  9- .  P'  /--  Q'  +  '/*  ï"  ' 
ot  les  équalîons  du  lieu  des  sommets  s'obtiennent  en  éga- 
lant entre  eux  les  deux  premiers  rapports,  ou  les  deux  der- 
niers :  ce  qui  donne,  snppressioTi  faite  des  accenis, 

i/-,Q  +  ?.P)X,=  (^,Q  +  ,/,P)X,. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  cubique  gauche,  communi; 
interseciibii  de  deux  hyperboloides  à  une  nappe  ajani  une 
génératrice  communia  o  ^  P  ^  Q  ou  C-C'=:  o. 

D'ailleurs,  il  est  aisé  de  reconnaître,  dans  le  point  de 
concours  des  premières  diagonales  de  chacune  des  faces  de 
l'hexaèdre,  un  point  du  lieu  général  des  sommets  {Jig.  66)  ■ 
Le  cône  défini  par  les  cinq  génératrires 

passe  effeciiveraent  par  sept  des  sommets  de  l'hexaèdre, 

i>,   b,   c,   d;      „\    h',   c'. 
Il  passe  donc  aussi  par  le  liuilième  d'  ;  le  point  Oj  appar- 


tient à  ia  cubique  gauche  lieu  géomélrique  des  sommets  de 
tous  les  cônes  circonscrits  ;  et  les  six  points  analogues 
O] , .  .  . ,  Oe,  fournis  par  les  différentes  faces  de  l'hexaèdre, 
suiSsent  à  la  définition  de  celte  couibc. 
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OU 
30S.  Il 


^ — .   ,.  ^^v inaînlenant  de  liéfinir  par~la  direction 

leurs  génératrices  les  trois  cylindres  du  second  ordre 
s  l'on  peut  circotiscrire à  t hexaèdre  donné  ahcda'b'c'd'. 


</ue  l'on  pe 
Les  six  points 


de  la  cubiijuc  gauche  lieu  géométrique  ( 
tous  les  cônes  circonscrits,  permettant,  en  effet,  de  déter- 
miner les  traces  de  cette  courbe  sur  un  plan  quelconque 
et,  en  particulier,  sur  le  plan  à  l'infini:  si  l'on  mène, 
d'un  point  arbitraire  O,  conformément  à  une  proposition 
antérieure  (n"  289),  une  série  de  rayons  parallèles  aux 
côtés  successifs  de  chacaii  des  pentagones 


et  que  l'on  détermine  les  cônes  du  second  ordre  respective- 
ment conjugués  aux  angles  solides  pentaédres  formés  des 
rayons  de  chaque  série  :  chacune  des  arêtes  du  Irièdre  con- 
jugué commua  aux  deux  cônes  résultants  représentera  la 
direction  de  l'un  des  points  à  l'infini  de  la  cubique  gauche 
o,  oj , , .  Oe,  ou  la  direction  des  génératrices  de  l'un  des 
trois  cylindres  cherchés  (Corollaire  II,  p.  326). 

306.  On  peut  encore  rattacher  à  l'étude  des  propriétés 
communes  aux  surfaces  du  second  ordre  menées  par  un 
même  groupe  de  sept  points,  la  détermination  du  para- 
boloïde  équilatêre  circonscrit  à  un  hexaèdre;;  en  enten- 
dant, sous  ce  nom,  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les 
plans  directeurs  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Un  tel 
paraboloïde  étant  représenté  par  l'équation 

a^'  -h  n'y  -H  i'"z^  ■+-  2  bjs  ■+-  2  b'z.v  +  2  b"xf 


irihogonalité  de  ses  plans  dir 
indition  connue 


.   se   traduit  pat 
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heptagone  oii  d'un,  hexaèdre  inscrïls.  Dans  i'uii  et  l'aiilre 
cas,  le  problème  admet  trois  solutions,  et  nous  allons  voir 
qu'elles  sonl  suscepliJiIes  d'une  détermination  fort  élégante 
dans  le  cas  de  l'hexaèdre. 

i).  La  surface  cherchée  étant  rapportée  d'une  part  à  ses 
plans  directeurs  XY^o;  de  l'autre,  à  l'hexaèdre  donné 
V,  Q,  >:  P,  Q,  X  Ps  Qs  =  o,  les  équations  résultantes  eu- 
irainent  l'identité 

(0  À,  P,  Q,  +/,P,Q, +X,P3Q,  =  XY-t-  Z, 

(jue  l'on  peut  écrire,  après  avoir  transporté  parallèlement 
à  eux-mêmes,  autour  d'un  même  point  o,  tous  les  plans 
qui  y  figurent, 

(2>  i,  p;  Q',  -h  i.  p;  q;  +  \,  p;  q', = x'  y. 

l.i;8  plans  directeurs  cherchés,  X'ï'  =  o,  seioiil  dès  lots 
fournis  par  les  divers  systèmes  de  deux  plana  rectangu- 
laires contenus  dans  l'équation 

(3)    0=^')„P',Q',=.V).,{rt,^  +  i,J+r,::)(«..r+[î,J  +  -,,ï}, 

lesquels  appartiennent,  comme  surface  s -limites,  à  la  série 
des  cônes  éqitilatéres  circonscriptibles  contenus  dans  la 
même  équation. 

Or  si  l'on  développe  la  condition  iï  H-  n'  -H  a"  ^=  <>  qui 
particularise  les  cônes  de  cette  série,  on  trouve  successi- 


1 


1.(0 


(III) 

I,cosl4-;.icos2+l3cos3=. 

ei  5i  1 

l'on  élimine  le  paramètîe  Î3  enrro 

l.pré 

cédeiile  (3),  il  Tient 

(3') 

l,(p',Q',.coi3-P',Q;,co!'i 

+  ),(p'!Q',eos3  —  p;q;.cos1 

Tous 

leseônesdel.  ,érie(3)on(3')e, 

,2)=„ 
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346  CHAPITRE    IX. 

de  deux  plans  rectangulaires  f|ui  en  font  partie  admettent 
donc  quatre  génératrices  communes  :  les  quatre  généra- 
trices communes  aux  trois  cônes  circonscriptible^ ,  repré- 
seiiies  par  les  équations 

P",  Q',  _  P',  Q'j  _  P',  Q', 

cosï         cos2  cosa 

el  qui  sont  susceptibles  d'une  ronstruclion  immédiate, 
parce  que  l'on  connaît,  à  priori,  quatre  génératrices  de 
chacun  d'eux,  La  /lautcur  d'un  trièdre  inscrit  à  un  cône 
circonsci'îptible,  ou  la  droite  d'intersection  de  trois  plans- 
hauteurs  de  ce  trièdre,  est  effectivement  tout  entiéie  sur  ce 
cône  et  sur  tous  les  cônes  analogues  que  l'on  peut  circon- 
scrire au  même  trièdre.  Un  cône  circonscriptible,  défiai  par 
quatre  génératrices,  passe  donc  par  quatre  autres  droites 
que  l'on  peut  construire;  et  tel  csi  le  cas  des  cônes  repré- 
sentés par  les  équations  (4)-  0»  pourra  donc  construire 
leurs  traces  sur  un  plan  quelconque  el  leurs  générairiees 
communes,  lesquelles  formeront  nécessaireuient  les  trois 
arêtes  et  la  hauteur  d'un  même  angle  trièdre.  Or  les  trois 
systèmes  formés  de  Tune  quelconque  des  faces  de  ce  trièdre, 
et  du  plan  mené  par  l'arête  opposée  et-Ia  hauteur,  fourni- 
ront les  trois  systèmes  de  deux  plans  orthogonaux  conte- 
nus dans  l'équation  (3),  ou  les  plans  directeurs  des  trois 
paraboloïdes  cherchés.  De  là  ce  théorème  ; 

Si  l'on  forme  les  trois  angles  solides  tétraèdres  dont  les 
Jaces  opposées  résultenttiesjacesopposéesd'unhcsiitdie,  et 
que  l'on  circonscrive  à  chacun  de  ces  angles  solides  un  cônt- 
équilatère  circonscriptible  ;  les  génératrices  communes  aux 
cônes  résultants  foront  les'  arêtes  et  la  hauteur  d'un  même 
angle  trièdre  :  et  les  trois  systèmes  formés  de  l'une  /quel- 
conque des  faces  de  ce  trièdre  et  du  plan  mené  par 
l'arête  opposée  perpendictdairement  à  cette  face  fourni- 
ront les  plans  directeurs  des  trois  paraboloïdes  équilatères 
que  Von  peut  circonscrire  à  l'hexaèdre  donné. 
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a).  Les  plans  directeurs  ûiaiit  coimus,  le  iii-obJCJiio  se 
peut  achever  par  le  seul  emploi  de  la  règle.  Car  si  l'on 
coupe  le  paraboloïde 

). ,  P,  Qi  -H  li  Pï  Qi  +  'h  P.  Qs  ~  o,     ou     XT  -I-  Z  ^  o, 
pnr  un  pSaii  X  ;=  a  parallèle  à  l'un  de  ses  plans  directeur;, 
la  section  résuliante  n'est  autre  que  la  droite  déterminé'^, 
coriieiiue  accidentellcmeiil  dans  l'équation 

).,  p",  Q',  +  \  p;  q; + \  p',  q;  =:  o, 

et  (jite  Von  peut  définir  par  trois  de  ses  points  qui  sont, 
en  appelant  1 ,  2,  3  les  sommets  des  angles  formés  par  les 
trois  couples  de  droites  F,  Q',,  F,Q;,  F,Q;  el  i',  2',  3'  les 
points  de  concours  des  polaires  des  précédents  1,  2,  3  par 
rapport  aux  angles  formés  des  deux  droites  de  chacune  des 
couples  restantes,  les  points-milieux  des  trois  segments 
l'I,  2'2,  33'  (il"  15i,  p.  157).  On  pourra  donc  obtenir 
autant  de  génératrices  que  l'on  voudra,  de  l'un  ou  de 
l'autre  système.  Mais  l'hexaèdre  donné  et  les  plans  direc- 
teurs permettent  de  déduire,  d'une  seule  de  ces  droites,  ap- 
partenant à  l'un  des  deux  systèmes,  huit  génératrices  de 
l'autre;  et  la  détermination  des  éléments  principaux  de 
la  surface  exige  seulement  l'intcrveiuion  de  ti^ois  c!e  .es 
droites. 

307,  La  construction  des  quatre  cônes  équilatères  eir- 
conseriplibles  que  l'on  peut  mener  par  les  sommets  d'u.i 
hexaèdre  donné  dépend  du  problème  que  l'on  vient  de  ré- 
soudre. Les  trois  paraboloïdes  précédents  se  coupent,  en 
effet,  suivant  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
(|ue  l'on  peut  nommer  étfuiiatèi'e  parce  que  toutes  les  sur- 
faces qui  passent  par  cette  courbe,  hypcrbotoïdes,  cônes  ou 
paraboloïdes,  sont  aussi  équilatères  {a -{- a' +  a"  =^  o) . 
Or  cette  courbe  est  déterminée  par  ce  qui  précède,  et  elle 
détermine  à  son  tour  les  sommets  des  quatre  cônes  dont  iî 
s'agit  f-uojV  Chapitre  XI). 
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CHAPITRE  X. 

PROPRIÉTÉS  DE  HUIT  PLANS  ASSOCIÉS. 

SouHAinË.  ~  Des  eurracea  du  second  ordre  inscrites  à  un  même  système  di: 
sept  plans  et  du  huïtiénie  plan  tangent  commun  à  toulas  ces  surfaccE — 
Cas  d'indétermination,  et  translation  du  théorème  corrélatif  de  celui  de 
Desargues  à  la  ligore  formée  de  huit  pions  tangenu  d'une  dùveloppahle 


%'''■ 


Qx^^y  ;,P,Q,. 


§  I.  —  Expieisions  diverses    ih-s  i!épe7itiancei  qui 
existent  entre  huit,  pians  associés. 

308.  Nous  avons  vu  déjà  (n"  180,  p.  179)  que  tomes 
les  surfaces  du  second  ordre  que  l'on  peut  mener  tarigen- 
tiellement  à  sept  plans  donnés  P,..,P-,^o  louclienL 
d'elles-mêmes  un  huitième  plan  déterminé  P9  ::^  o  ;  et  (pie 
les  dislances  de  ces  huit  plans  à  un  poini  (juelconqne  satis- 
font à  l'identilé  caractéristique 


Les  différentes  expressions  des  dépendances  existant  entre 
huit  plans  associés  correspondent,  une  à  une,  aux  diffé- 
rentes décompositions  de  cette  identité  en  deux  éi^uatïoiis 
équivalentes. 

309.  Si  Von  sépare  d'ahord  hiijl  plans  associés  en  deux 
groupes  inégaux  composés,  l\in  de  six  plans,  Vautre  île 
deux  :  ces  deux  derniers  et  les  dix  couplas  de  plans  con- 
duits par  leur  intersection  et  les  sommets  opposés  de 
Vhexaèdre  qui  résulte  des  six  autres,font  onze  couples  de 
plans  conjugués  en  infolu/io/i. 
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310.  De  même,  si  l'on  sépare  huit  plans  associés  en 
deux  groupes  composés,  Viin  de  trois  plans,  Vnulre  de 
cinq  :  le  pentagone  gaucho  Jortné  par  les  intersections 
successives  des  plans  du  second  groupe,  prix  dans  un  ordre 
quelconque,  etle  trièdrejormé  des  plans  du  premier,soni 
conjugués  /\in  et  Vautre  à  un  même  cône  du  second 
ordre. 

^311.  Enfin,  si  l'on  sépare  huit  plans  associés  en  deux 
groupes  composés  l'un  el  Vautre  de  quatre  plans,  les 
deu:ic  tétraèdres  qui  résultent  des  plans  de  clincnn  de  ces 
groupes  sont  conjugues  l'un  el  Vautre  à  une  même  sur- 
face du  second  o?'(^/*e' (Hesse)  ;  et  ces  différents  énoncés 
peuvent  donner  lieu  à  autant  de  déterminations  différentes 
du  huitième  plan.  {Foir  Chapitre  IX.  ) 

^  lï.  —  Cas  où.  le  huitième  plan  est  indéterminé.  — 
Translation  ^ii  théorème  corrélatif  de  celiii  de  Desar- 
gues à  la  Jigure  formée  de  huit  plans  tangents  d'une 
développahle  cubique. 

312.  Les  intersections  successives  des  plans  tangents 
communs  à  deux  surfaces  quelconques  du  second  ordre 
engendrent  une  surface  développable  que  l'on  dit  cirron- 
scrite  aux  deux  premières,  et  qui  est  en  ijénéral  de  la  qua- 
trième classe,  OH  telle,  que  d'un  point  quelconque  de  l'es- 
pace on  peut  lui  mener  quatre  plans  tantjenls,  réels  ou 
imaginaires.  Toutefois,  si  les  surfaces  considérées  sont 
deux  hyperholotdes  ayant  une  géuér/itriie  reciilignc  com- 
mune G,la  classe  de  la  développable cirrousc.riie  s'abaisse 
d'une  unité,  en  même  temps  que  le  nombre  des  plans  tan- 
gents menés  à  cette  développable  par  un  point  quel- 
conque m  de  l'espace. On  voit,  en  effet,  que  Ifs  deux  cônes 
de  sommet  m,  circonscrits  à  ces  hyperboloïdes,  m;  peuvent 
admettre  plus  de  quatre  plans  tangents  communs,  parmi 
lesquels  se  trouve  lo  plan  mené  par  le  jioint  m  et  la  f;éné- 
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ratrjce  commune  aux  deux  surfaces.  Faisant  abstraction 
de  ce  dernier,  il  reste  seulement  trois  plans  menés  de  clia- 
<jue  point  de  l'espace  tangentiellement  à  la  développable 
cîrcouscrite  aux  deux  livperboloides  :  et  lette  développable 
est  seulement  de  la  troisième  classe. 

313.  La  section  d'une  développable  citbiqiie  par  l'uit 
quelconque  de  ses  p/aim  tangents  est  mie  courbe  de  la  se- 
conde classe,  c'est-à-dire  une  conique;  car  si  d'un  poi*it 
quelconfjue  du  plan  de  celte  section  on  pouvait  mener  à 
celle-ci  plus  de  deux  tangentes,  de  ce  même  point  on  pour- 
rail  mener  à  la  développable  D,  plus  de  trois  plans  tan- 
gents ;  le  pian  même  de  la  section  et  les  plans  menés,  par 
<.!iacune  de  tes  m  tangentes,  tangentiellement  à  la  surface. 

31  i.  Les  deux  coniques  dèt,irndnées  dans  ini^  déwe- 
loppable  cubique  par  deux  quelconques  de  ses  plans  tan- 
gents, ont  pour  liingenle  commune  la  commune  intersec- 
tion de  ces  plans. 

Cela  résulte  de  ce  que  chacune  de  ces  coniques  coïncide 
avec  l'enveloppe  des  traces,  sur  son  propre  plan,  de  tous 
les  plans  tangents  à  la  développable  considérée. 

Récipioquenient,  l'enveloppe  des  plans  tangents  com- 
muns à  deux  coniques  qui  admettent  une  tangente  com- 
mune est  une  développable  cubique. 

31ë.  Etant  donnés  six  plans  tangents  1 , .  .  . ,  6  d'une 
telle  développable  Dj,  cette  surface  est.  déterndnée. 

Si  l'on  imagine,  en  effet,  deux  coniques  C,,  Cj  respec- 
tivement situées  dans  les  plans  1,2  et  tangentes  aux  traces 
de  chacun  de  ces  plans  sur  les  cinq  autres,  ces  coniques  au- 
ront une  tangente  commune  dans  la  droite  12;  et  l'enve- 
loppe de  leurs  plans  tatigenls  communs,  qui  est  déterminée, 
sera  la  développable  dont  il  s'agît. 

316,  Toute  surface  du  second  ordre  S  menée  tangen- 
tiellement à  sept  des  pl/ins  tangents  d'une  développable 
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cuhùjue  est  d'eUe-méinn  tangente  à  tous  les  autres  ci  se 
trouve  inscrite  à  cette  iléveloppable. 

Si  l'on  substitue,  en  effet,  à  cette  dernière  les  deux  liy- 
perboloïdes  inscrits  qui  ont  servi  précédemment  à  sa  défi- 
nition, une  surface  quelconque  du  second  ordre  S'  ei  ces 
deux  hyperboloïdes  ne  pourront  admettre  plus  de  huit 
plans  tangents  communs,  sans  en  admettre  une  infmilé;  et 
si  l'on  fait  abslraciion  des  deux  plans  tangents  menés  à  S' 
pat  la  génératrice  commune  aux  deux  Lyperboloïdes ,  le 
nombre  des  plans  tangents  communs  à  la  développableDj, 
circonscrite  à  ces  liy perboloïdes  ei  à  la  surface  S',  ne  peut 
dépasser  six  qu'en  devenant  infini  :  et  cette  surface  est  alors 
inscrite  à  la  développable  Di- 

317.  Coi 
loppahle  cubiq^ 


-  Huit  plans  InngeiHs  à  une  Héve- 
:  font  toujours  huit  pians  associés,    it 
s  distances  P, , .  .  . ,  Pj  à  ait  point  quelconque  /le  l 'es- 
pace satisfont  à  une  identité  de  la  forme 


I: 


On  peut  donc  appliquer  à  liuit  quelconques  de  ces  plans 
tangents  toutes  les  propriétés  établies  déjà  pour  huit  plans 
associés  quelconques.  Et  si  l'on  se  borne  k  celle  dn  n"  309, 
on  obtient,  entre  les  courbes  planes  de  la  seconde  classe 
et  les  développables  cubiques,  l'analogie  que  mènent  en 
évidence  les  énoncés  suivants  : 


Les  faces  d'un  angle  dièdre 
circonscrit  à  une  dêveloppable  ru- 
hiqiw,  et  les  dix  couples  de  plans 
condiàts  par  Varête  de  ce  dièdre 
et  les  sommets  opposes  d'unbexu- 
èrf/K  complet  circonscrit  à  In  sur- 
face, font  onze  couples  de  plans 
conjugués  en  iiivoliition. 


Les  côtés  d'ail  angle  cin 
h  une  com<juc,  et  les  trois 


,ple, 
du  sommet  de 


de  droites 
cet  angle,  aux  sommets  (> 
d'un  quadrilatère  complet  i 
scrit  à  la  courbe,  font  quati 
pics  de  rayons  conjugués  ei 
lui  ion. 


3)8.  Ou  vient  de  voir  que  l'arête  d'un  dièdre  circon- 
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scrit  à  une  développable  cubique  est  un  ctxo  d' invoiiUion 
pour  chacun  des  hexaèdres  circouscrits  à  cene  développa- 
bl<i.  La  réciproque  est  vraie.  Et  .*[  une  droite  est  un  axe 
d'involmion  par  rapport  à  un  hexaèdre,  ou  s*  elle  est  telle, 
quelesdiffir 


•■ouples  de  plans  menés  par  celte  droite 
et  les  sommets  opposés  de  Vhexaèdre  fassent  guaire  cou- 


ples (a. 


moin; 


■)  j.  pi^, 


conjugues  e 


'nvolutio 


:  cette 


droite  est  en  même  temps  l'arète  d'un  angle  dièdre  cir- 
conscrit à  la  dèveloppahle  cubique  inscrite  à  Vhexaèdre. 
C'est  ce  qui  résulte  de  la  piopositiou  directe 
théorèmes  suivants. 

i).  Étant  donnés  un  liexaèdreVi. .  .Pj^ 
quelconqiie    X  =^  o ,    ce  plan   renferme  toujours  un   ; 
d'involution  de  cel  hexaèdre,  et  un  seul. 

Les  plans  des  différentes  faces  de  l'hexaèdre  et  le  pi 
donné  S  font  ciTectiveineat  paj'tie  d'un  groupe  de  h 
plans  associés 

P,.  ..P„.XY  — o, 

lesquels  doiuietiL  lieu  à  l'identité  ordinaire 


[a.') 


équivalentes 


et  eolles-ci  représentent  un  raênie  système  de  deux  plans 
réels  on  imaginaires  qui  se  coupent  suivant  la  droite  XY 
et  divisent  harmoniquemeni  toutes  les  diagonaîes  de 
l'hexaèdre.  Les  dix  couples  de  plans  menés  par  cette  droite 
et  les  sommets  opposés  de  l'hexaèdre  forment  donc  dix 
couples  de  plans  conjugués  en  involution,  ei  la  droite  XY 
e.st  un  premier  axe  d'involution  de  l'hexaèdre. 

D'ailleurs,   si   le  plan  donné  X  =  o  en  pouvait  contenir 
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un  second  o  =  X  =  Z,  les  deux  plans  menés  de  ce  nouvel 
axe  XZ  à  deux  sommets  opposés  quelconques  de  l'hcxaè- 
drc,  entrant  comme  plans  conjugués  dans  un  même  faisceau 
en  învolution,  seraient  liarnioniquement  conjugués  par 
rapport  à  un  certain  système  de  deux  plans  (g,  f)  menés 
par  cet  axe.  Les  sommets  opposés  do  Thexaèdre  seraient 
donc  conjugués  deux  à  deux  par  rapport  à  ce  système^  les 
deux  plans  ^,  Ç  formant  dès  lors  une  surface  du  second  or- 
dre conjuguée  à  l'iiexaèdre  P, .  .  .Pcï  et  que  l'on  pourrait 
représenter  par  unu  équation  lelle  que 

(3)  2V'ï';=<'- 

Mais  parce  que  les  plans  ^,  Ç  passent  par  Taxe   supposé 
o  =:  X  =::  Z,  leur  équation  pourrait  aussi  s'écrire 
(3-)  .X-  +  ,Z'  =  o, 

où  Z  =  O  désignerait  un  plan  mené  par  l'axe  sous  une  con- 
venable direction.  Or  les  équations  écjuivalcnies  (3),  {?>') 
entrainanl  l'identité 


les  sept  plans  P|..,p6,X  =  o  feraient  partie  de  deux 
groupes  distincts  (P, . .  .P^-X-Y)  et  (P,. .  .P^.X.Z)  de 
huit  plans  associés.  Ces  plans  ne  seraient  donc  pas  indé- 
pendants les  uns  des  autres;  mais  le  septième  X,  contrai- 
rement à  l'hypothèse,  serait  tangent  à  la  développabîe  cu- 
bique inscrite  à  l'iiexaèdre  proposé. 

a).  Étant  donnés  une  développahle  cubique  et  un  plan 
quelcontjuelL  =  o,  il  existe  toujours  un  angle  dièdre  cir- 
conscrit à  cette  développabîe,  dont  l'arête  tombe  dans  ce 
plani  et  il  n'en  existe  (ju'un. 

On  voit  d'abord,  s'il  en  existait  deux,  que  l'on  pourrait 
mener,  par  le  point  de  concours  de  leurs  arêtes,  quatre 
plans  distincts  tangents  à  la  surface,  ce  qui  est  impossible  ;  et 
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si,  imaginant  un  hyperboloïdc  quelconque  inscrit  à  la  dé- 
veloppable  considérée  el  tangent  en  outre  au  plan  X  =  o, 
on  cherche  la  position  des  trois  plans  tangents  que  l'on 
peut  mener  à  cette  développable  par  le  point  de  contact  du 
plan  X  et  de  l'hypcrLoioïde;  on  reconnaît  aussitôt  qu'ils 
devront  passer  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  génératrices 
rectilignes  de  cet  hyperboloide  qui  tombent  dans  le  plan  X, 
savoir  :  l'un  de  ces  plans  tangents,  par  l'une  de  ces  géné- 
ratrices; et  les  deux  autres,  par  l'autre.  Donc,  etc. 

§  III.  —   Construction  fiar  points  du  plan  'K.=:o 
défini  par  rime  des  identités 


(2 


319.  Nous  avons  vu  que  le  lieu  du.  pôhi  d''iu 
Q  =  o,  par  rapport  aux  diverses  surfaces  inscri 
taèdre  P,...P,=  o,  n'est  autre  {n°  iU,  p.  i 
plan  X  =  o  dèjiin  par  l'identité 


■hep 


(!) 


I-^- 


QX; 


et  nous  allons  voir  que  cette  identité  permet  de  consiri 
autant  de  points  ou  de  droites  que  Ton  veut  'lu  plan 
connu  X. 

320.  L'identilé  (i)  exprime,  en  effet,  que  l'iiuersec 
des  deux  surfaces 


se  eompose  de  deux  courbes  pîuucs  situe 
pl.n  donné  Q,  l'autre  tians  le  plan  X  eiu, 
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la  première  de  ces  courbes  peut  être  regardée  comme  con- 
nue, parce  que,  représeniée  dans  son  propre  plan  parTime 
ou  l'autre  des  équations 

(2')  Vl.P'/^o, 

(3'}  £^'PV=o, 

elle  est  siinultanéincnt  conjuguée  au  quadrila/éic  P'j.-.F^ 
et  au  triangle  P',  F^  F', .  On  peut  donc  aussi  regarder  comme 
connues  les  deux  traces  m,  m'  de  celte  première  courbe  sur 
un  plan  quelconque,  tel  que  Pj^o,  ainsi  que  les  traces 
sur  le  même  plan  de  chacune  des  surfaces  (2)  et  (3). 
Celles-ci  coupent,  en  effet,  le  plan  Pj,  suivant  deux  coni- 
ques, partiellement  définies  par  les  équations 

(3")  ^'ï.Pt^r^O, 

et  passant  l'une  et  l'autre  par  chacun  des  points  m,  in' . 
Chacune  de  ces  coniques  se  trouve  donc  définie  par  deux 
points  m,  m'  et  un  triangle  conjugué  F;  F,  P",  ou  P;  P",  F,; 
ei  c'est  un  problème  plan  déterminé,  sur  lequel  nous  au- 
rons d'ailleurs  à  revenir,  que  de  construire  les  deux  autres 
points  d'intersection  de  ces  courbes  p.,  ^';  ou  seulement  la 
droite  fi^' quiles  réunit.  Or  les  points  f.t,w'  appartiennent 
à  la  courbe  de  sortie  des  surfaces  (2),  (3);  et  la  corde  f*fi' 
est  une  première  droite  du  plan  de  celle  courbe,  ou  du 
plan  X  que  l'on  voulait  déterminer  et  dont  on  peut  dé- 
terminer effecii veinent  les  traces  sur  chacun  des  proposés 

Pl...p4...P,  =  0. 

321.  On  déterminerait  de  même  le  lien  du  pâle  d'un 
plan  fixe  Q=o  par  rapport,  à  toutes  les  surfaces  conju- 
guées à  sept  couples  de  plans  V^.Q,,,  ..  ^Vi.Qt  ;  oa  le 
pian   X=:o   défini    (n**  169,  p.    172)  par  l'idenlilé   ana- 


y  Google 


S' 


356 
logue 

(•)  ^\P,  Q.!=QX. 

Celte  îdeiuilé  expiime,  en  elïet,  que  rjrterseciion  des  dci 
lurfaces 

(>) 

(3)  ^^A.P.Q,  =  o 

se  compose  de  deux  courbes  planes  sîluées,  l'une  dans  le 
plan  donné  Q  ^  o,  l'autre  dans  le  plan  X  que  l'on  cherche. 
D'ailleurs,  la  première  de  ces  courbes,  ou  la  courbe  d'en- 
trée des  deux  surfaces^  peut  être  regardée  comme  connue, 
parce  ijue,  représentée  dans  son  propre  plan  par  l'une  ou 
l'autre  des  équations 

[^'}  ^'i,P',Q',  =  o, 

(3')  ^^j.p;q',  =  o, 

elle  admet  cinq  couples  distinctes  de  points  conjugués  dé- 
finies, au  nombre  de  deux  (n™  174^173),  par  la  forme  (2'), 
et  les  trois  autres  couples  (n"  lîil)  par  la  forme  (3').  On 
pourra  donc  aussi  regarder  comme  connues  les  dean 
traces  m,  m'  de  la  courbe  d'entrée  sur  un  plan  quelconque, 
tel  que  Pi  =  o;  ainsi  que  les  traces,  sur  le  même  plan,  des 
surfaces  (3)  et  (3).  Celles-ci  coupent,  en  effet,  le  plan  Pj 
suivant  deux  coniques  partiellement  définies  par  les  équa- 


(■>•) 

V>,p';q';  =  o, 

(3") 

X>''.Q-.  =  o, 

et  passant  lu 

ne  et  l'autre  par  chacun  des  points  , 

m, 

Chacune  de  et 

3s  coniques  se  trouve  donc   définie  pai 

■  d. 
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points  m,  ffi' et  trois  couples  de  points  conjugmis  {n"  151)-, 
et  si  l'on  détermine  les  deux  derniers  points  de  rencon- 
tre [iy  fx'  de  ces  coniques,  les  points  ià,  jà'  appartenant  »  la 
courbe  de  sortie,  la  corde  (aja'  appartiendra  au  plan  de  cette 
courbe,  ou  au  plan  X  que  l'on  voulait  déterminer. 

322.  Des  considérations  de  géométrie  que  nous  rappor- 
terons plus  loin  avaient  déjà  conduit  M.  Hesse  à  une  autre 
détermination  du  premier  des  deux  plans  que  nous  venons 
de  construire  et  qui  serait  de  tout  point  préférable  à  la  pré- 
cédente si  elle  pouvait  se  transporter,  comme  celle-là,  des 
surfaces  inscrites  à  un  heptaèdre,  aux  surfaces  conjuguées  à 
sept  couples  de  plans.  Nous  allons  montrer  d'ailleurs  que 
cette  seconde  détermination  du  plan  X  est  comprise  dans 
l'identité 

qui  lui  sert  de  définition,  pourvu  que  l'on  rompe  préala- 
blement la  symétrie  qu'elle  présente  par  rapport  aux  sept 
premiers  des  plans  donnés. 

i).  A  cet  effet,  substituons  d'abord,  à  la  fonction  P,,  la 
fonction  équivalcnie  P, 

P,=  P, 
ei,  à  l'identité  initiale,  l'identité  suivante  ; 

y\,p;=iP'—  3QX. 

Il  résulte  de  celle-ci  que  le  cône  représenté  par  l'éqna- 

(,)  iP'_2QX.^o 

est  conjugué  à  l'hexaèdre  P, .  .  .  P^  ou  ah  irtîi  a' b' m' n' 
{Jig-  67).  Le  plan  polaire,  par  rapport  au  cône  (i},de  cha- 
cun des  sommets  «,  A,  /w,  n  de  l'hexaèdre,  passe  donc  par 
le  sommet  opposé  n' ,  b',  m',  n';  et  si  l'on  désigne  par 
P,„  P,..,  P*.  P^, .  .  .  ;  Q,„  Q„',  Q,,  Qt', ...  les  distances  de  ces 
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sommets  aux  plans  donnés  P  et  Q;  par  X„,  X^i,  Xj,,  Xti,.-- 
leurs  distances  au  plan  inconnu  X  :  ces  distances  et  le  pa- 
ramètre i  se  trouvent  liés  par  les  quatre  relations 


entre  lesquelles  éliminant  le  paramètre  J 
trois  équations  distincies 

X,Q,'  +  X„-Q„  _     XaQc  +  X,/  Qi 


M 


P„P„'  PiPs^ 


Or  les  nombres  P„,P„/,.  .  ..QftiQi',.  -  .  qui  figurent  dajis 
ces  équations  étant  connus,  on  voit  qu'il  existe,  entre  les 
distances  X„,  X„/,  Xj,X4'  du  plan  inconnu  ou  'variab/n  X 
à  quatre  des  sommets  de  i'iiexaèdre,  tels  que  a  et  a',  b  et  b' , 
trois  équations  homogènes  du  premier  degr^  :  équations 
tangenlielles  qui  caractérisent,  considérées  isolément,  tous 
les  plans  issus  d'un  point  déterminé  x,,  ou  x^,  ou  Xj,  et 
collectivement  le  plan  x^x^Xs,  ou  le  plan  X  que  l'on 
cherche.  On  pourra  donc  déduire  des  trois  équations  (  a) 
trois  points  distincts  du  plan  cherché,  si  l'on  parvient  à 
construire  le  seul  point  représenté  par  la  première  de  ces 
équations,  ou  par  la  suivante  : 

,3)  ">:-:;,.  gj^±^. 


dans  laquelle  a,  a',  j3,  (3'  désignent  les  coordoniié< 
tes  du  plan  variable  X,  ou  ses  dislances,  désignées  d'abord 
par  X„,  X„',  Xt,  Xji,  aux  points  de  référence  a,  a' ,  b,  b'; 
et  Kp,  a,,...,  (3^,  |3,,...  les  distances  des  mêmes  points  aux 
plans  donnés  P  et  Q. 

2).   Or  l'équation  (3)  étant  satisfaite  par  la  double  sub- 


(4) 
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(5)  p.fi;+B'.p,^o, 

le  point -enveloppe  représenté  par  reUe  équation  appar~ 
tient,  en  pi'emier  lieu,  à  la  droite  qui  réunit  les  conju- 
guées harmoniques,  par  rapport  aux  deux  diagonales  aa', 
bh'  de  l'hexaèdre,  des  traces  de  ces  diagonales  sur  le 
plu  H  Q  =:  o.  Le  pôle  de  ce  plan,  par  rapport  à  chacun  des 
systèmes  de  deux  points 


a  effec 


t  pour  equatioii 


c'est-à-dire  l'une  ou  l'autre  des  équations  (4)  el  (5). 

3).  Pour  trouver  une  autre  droite  qui  contienne  le  point- 
enveloppe  (3),  essayons  d'un  cliangement  de  points-coor- 
donnés;  et  puisque  le  plan  P  ou  P,  entrait  d'abord  dans 
les  données  du  problème,  de  la  même  manière  que  le  plan 
de  chacune  des  faces  P,,.  .  ..Pede  l'hexaèdre  actuel,  sub- 
stituons 


K  pOl 


ntsb  « 


groupe  de  référeiii 


qui  résultaient,  dans  lèpre 

traces  du  plan  P,  sur  les  arêtes  «è,  a'b', 

Ips  pojnls  c  et  c' 
traces  du  pian  P  ou  P^  sur  les  mêmes  arêtes.  Les  fort 
de  transformation 
(m)  ?>.a<-   =:a.V    +7. «6, 

résultent  de  la  relation  que  l'on  sait  exister  entre  l 


,  des 
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igure  la  proportion 

«c.«V        bc.b'c'"' 
ijui  pyrmci  dV-crire,  au  lieu  de  l'équation  (3}, 


ou  encore 


(3') 


^■.;.tv^(.'.tv)., ^  ( p . ^.jjî;,  +  p' . p, . „ , 


oa  remplace,  dans  cette  ilciiiière,  a'.^'c'et  ^.«c  par  leurs 
l'is-  «7. 
lï_      »       _       6  ( —      ^ 


i-U"-^ 


valeurs  tirces  des  formules  (m)  et  [n]  ;  elle  devienuraboriï 

De  là,  en  groupant  dans  le  premier  membre  les  termes  en  k 
et  y',  dans  le  second  les  termes  en  y  et  fs', 

I  .(.;.tv-g:,..v)+-/..,.a'y 
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On  déduit,  d'ailleurs,  de  l'idenlin;  d'Euler  (*),  a[>pli(jiiée 
successivement  auK  deux  groupes 

[h)  bij.ac^  aq.bc     -\-  c/j.ab, 

relations  respeciivetiient  liomogènes  par  rapport  aux  seg- 
rnciiis 

n'r/',    b'q',    c'q';      hq ,    m/,    cj , 

que  l'on  peut  remplacer  dès  lors  par  les  nombres  propor- 


de  lelle  manière  que  les  relations  (i)  et  (A)  deviennent, 
après  quelques  transpositions  de  termes, 

Or,  si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (3'"),  chacun  des 
binômes  entre  parenthèses  par  sa  valeur  réduite  (i')ou  (Ji'), 
elle  devient  définitivement 


**   '  a'c':a'b'     "        !,<:■.  ab        ' 

et  comme  celte  équation  est  satisfaite  par  la  double  sub- 
stitution 

(6)  «.,;+■,■. .,=  o 

et 

(7)  ■i4',  +  i4,=  o' 

le  poini -enveloppe,  représenté  par  l'une  quelconque  des 

C  )  Les  diatiinc«3  muluelles  de  quatre  points  n,  h,  c,  à  située  fil  ligne 
droîM.  et  se  eiiccédant  dans  l'ordre  alplialiélique,  s'inl  liées  par  la  relntioit 

a^.hi^ah.cd^  Ic.ad.        {EuLIR.) 
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équations  (3)  ou  (3")  appartient,  en  second  lieu,  à  la 
th'oite  qui  réunit  les  conjuguées  harmoniques,  par  rapport 
aux  diagonales  ac',  cb'  dn  nouveau  quadrilatère  gauche 
acc'b'f  des  traces  du  pin n  Q  sur  ces  diagonales.  Le  pôle 
de  ce  plan,   par  rapport  à   cliacim   des  systèmes  de  deux 

(,;,c'U.7'  =  o,      ou      ic,b')y.f^'=o, 
a  effectivement  pour  équation 

a.7;^  +  y.a,=  0       ou      y.p'^  +  Y  .p,--0, 

c'est-à-dire  l'une  ou  l'autre  des  équations  (6]  et  (7). 

4).  Le  protlènieque  l'on  s'était  proposé  est  maintenant 
iésolii,  et  le  plan  X,  lieu  géoméirîqne  des  pôles  d'un  plan 
donné  Q  par  rapport  aux  surfaces  inscrites  à  l'heptaèdre 
P, .  .  .Ps  P,  ou  Pi . .  .  Pj  F,,  se  peut  construire  par  points 
de  la  manière  suivante  {fig.  67,  p.  36o)  : 

Les  plans  P,  ut  P,,  Pj  ut  Pi  se  coupant  deux  à  deux 
suivant  les  droites  abc,  b' a' c' ,  on  construit  les  deux  qua- 
drilatères gauches  aba'  b' ,  ace'  b'  interceptés  sur  ces  dvcites 
par  les  plans  Vs  et  Pj,  Pj  et  P,.  Béunissant  ensuite  par 
une  droite  les  conjuguées  harmoniques,  par  rapport  aux 
deux  diagonales  de  chacun  de  tes  quadrilatères,  des  traces 
de  ces  diagonales  sur  le  plan  Q;  les  deux  droites  résul- 
tantes se  coupent  en  un  point  du  plan  cherché  X. 

323.  Remarque.  —  Un  cône  du  second  ordre  étant  dé- 
fini par  un  de  ses  plans  tangents  Q^o,  la  génératrice 
correspondante  o  ^^  Q  =  P,  et  la  condition  de  diviser  har- 
moniquement  toutes  les  diagonales  d'un  hexaèdre  donné 
Pj. .  .Pa=^  o  :  le  problème  que  l'on  vient  de  résoudre  per- 
met de  construire  un  nouveau  plan  tangent,  ou  une  nou- 
velle génératrice  de  ce  cône,  et  tous  ses  éléments. 

Si  l'on  désigne,  en  effet,  par  P  ;^  o  un  plan  mené  arbi- 
trairement suivant  la  eénératrice  donnée;  par  X  =;  o  le 
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plan  qui  louche  le  cône  suivant  la  secoDcIe  géuéralricc  cou- 
leime  dans  le  plan  P,  les  deux  formes  équivalentes 

Vl,p;  =  o,     ÏP'  — 2QX  =  <> 

de  l'équaiion  de  ce  cône  entraînent  l'identité 

y  >.,  p;  =xp'  —  2QX, 

ou  la  détermination  du  plan  X  ^=  o  jiar  la  constiuclion 
précédente. 

32-4,  Une  seconde  détermination  du  plan  X,  dont  nous 
avons  parlé  plus  haut,  suppose  l'intervention  de  l'iiyper- 
boloïde  à  une  nappe  et  la  recherche  préalable  du  lieu  géo- 
métrique du  pôle  d'un  plan  fixe,  Q  =  o,  par  rapport  à 
une  série  d'hjperholoïdes  conduits  par  les  côtés  d''un 
même  quadrilatère  gauche  ABCD  =;  o  {Jig-  68). 


Pour  l'obtenir,  écrivons  successivement  les  cquations 
(i)  A.C  -i-iB.D  =  o, 

(3)  A.C'  +  C.A'  -h  i(B.D'-i-D.lî')  =  o, 

{■}.')  Q=«A  +  iB  +  cC-l-.^D  =  o, 

lesquelles  représente  ni  l'un  quelconque  des  hyperboloïdes 
de  la  série,  le  plan  polaire  correspondant  d'un  point  in- 
déterminé (A',  R',  C,  D'),  et  enfin  le  plan  donné.  Le  point 
(A', .  .  . ,  D'}  sera  l'un  des  points  du  lieu  si  les  équations  (a) 


yGoosle 


CHAUTEË    : 

,  ou  si  l'on  a 


lieu  (juc  l'on  cherche,  (isfiiiî  par  les 
saA'^cC\h]i'  =  dD',  ou 


est  doue  uni;  droite,  qui  s'appuie  sur  cliaeuue  dus  diago- 
nales du  quadrilat(;r<!  proposé,  et  dont  les  iiaces 

(aA~cG)S.Dz=o,      {'jE  —  dD)A.C  =  O 
sur  chacune  d'elles  no  sont  au  tics  que  les  conjugués  harmo- 
niques des  traces 

(rtA-l-cC)B.D  =  o,  (ÈB  +  '/D)  A.C=o 
de  ces  mêmes  diagonales  sur  le  plau  donné  Q  =  o.  ie  linu 
du  pôle  /l'un  plan  fixe,  par  rapport  à  une  série  d'/tj- 
perboloïdes  passant  par  les  côtés  d'un  même  quadrilatère 
gauche  est  donc  une  droite  qui  s'appuie  Je  telle  sorte  sur 
tes  deux  diagonales  de  ce  quadrilatère  que  chacune  d'elles 
se  (rouée  divisée  haniioniqucmeiU  par  cette  droite  et  le 
plan  donné. 

a).   Géométriquement,  si  q  désigne  {jig.  69)  le  pôle  du 
plan  fixe  Q  par  rapport  à  l'un  des  h  y  perboloïdes  delà  série, 
Kg.  69. 


que  l'on  mène,  de  ce  point,  une  droite  qui  s'appuie  en 
',  m'  sur  les  côtés  opposés  AB,  CD  du  quadrilatère,  en  q 
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sur  le  plan  Q-,l,es  points  <»,  m',  ç,  ç' formeront  une  divi- 
sion harmonique,  et  les  plans  conduits  par  la  droite  OO'cl 
chacun  de  ces  points,  un  faisceau  harmonique. 

Les  plans  identiques  AOO'  et  DO'O,  00'^  et  OO'ç' 
(ou  Q)  divisent  donc  harmoniquement  une  transversale 
quelconque,  et,  en  particulier,  chacune  des  diagonales 
AC,  BD  du  quadrilatère.  Tous  les  points  q  dont  on  cherche 
le  lieu  appartiennent  donc  à  un  premier  plan  OO'ij,  harmo- 
niquement conjugué  du  plan  Q  par  rapport  au  dièdre  fixe 
(AOO',  DO'O),  et  qui  renferme  en  particulier  les  conju- 
gués harmoniques,  par  rapport  à  chacune  des  diagonales, 
des  traces  de  ces  diagonales  sur  le  plan  Q, 

Raisonnant  de  même  à  l'égard  des  deux  autres  côtés  op- 
posés AD,  BC  du  quadrilatère,  nous  reconnaîtrons  que 
tous  les  points  9  appartiennent  à  un  second  plan  eon tenant, 
comme  le  premier,  les  conjugués  harmoniques,  par  rap- 
port à  chacune  des  diagonales,  des  traces  de  ces  diagonales 
sur  le  plan  Q. 

L'intersection  de  ces  deux  plans,  ou  la  droite  qui  réu- 
nit ces  conjugués  harmoniques,  représente  donc  le  lieu 
cherché, 

3).  Revenons  maintenant  à  la  détermination  du  plauX, 
et  soient  Q  et  1,  2, . .  . ,  7  les  plans  donnés;  12  et  3  4  les 
droites  d'intersection  des  plans  1  et  2,  3  et  A.  Imaginons 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  H,  assujetti  à  passer  par  cha- 
cune des  droites  5'5",  CG",  7'7"  qui  réunissent  les  traces 
de  chacun  des  plans  S,  6,  7  sur  les  droites  12  et  3  4.  L'hy- 
perboloïde  H  est  déterminé  par  ces  conditions,  et  repré- 
sente, d'ailleurs,  l'une  des  surfaces  inscrites  à  l'heptaèdre 
12. .  .7,  On  aura  donc  un  premier  point  du  lieu  géomé- 
trique des  pôles  du  plan  Q,  par  rapport  à  toutes  ces  sur- 
faces, dans  le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  â  l'hyperbo- 
loïde  H.  Or  celui-ci  passant  par  les  côtés  de  chacun  des 
quadrilatères  gauches  5' 5"6''6',5'S"'î"'i^'jl^  pôle  du  plan  Q, 
par  rapport  à  cet  hyperholoïde,  se  uouvera  au  point  de 
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rencontre  de  deux  droites,  lieux  géométriques  d^s  pôles  de 
ce  plan  par  rapport  à  tous  les  liyperboloïdes  menés  suivant 
les  côtés  du  premier  quadrilatère  ou  du  second,  et  que  l'on 
est  en  étatde construire.  Menant  en  effet,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  les  deux  diagonales  de  chacun  de  ces  quadri- 
latères; déterminant  leurs  iracessurle  plan  Q  et  réunissant 
par  une  droite  les  conjugués  harmoniques  de  ces  traces 
par  rapport  à  ces  diagonales  :  le  point  de  concours  des  deux 
droites  résultantes  sera  le  pôle  même  du  plan  Q  par  rapport 
à  l'hyperboloïde  H,  ou  l'un  des  points  du  lieu  cherclié. 
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CHAPITRE  XL 

PROPRIÉTÉ  DE  NEUF  POINTS  ASSOCIÉS, 

SoMBAiiiE.  —  De  la  courbe  gnuche  du  qualriénie  ordre  commune  intersec- 
lion  de  toutes  les  surfaces  du  sncond  Dienées  par  les  buit  mèmea  points; 
Tbéorème  de  M.  Lamé.  —  Propriété  de  neuf  poiuts  associés  et  traiiBlation 
du  théorème  da  Desargues  à  la  Slgore  formée  de  neuf  points  d'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre.  —  Construction,  a  l'aide  de  ce  théoi'ènie, 
d'un  neuvième  point  de  la  courbe;  des  éléments  principauï  du  panibo- 


§  1.  —  Du  théorème  tie  Dcsargiies  transporté,  dp.  six 
points  d'une  conique,  à  neuf  points  d'une  courbe 
gauche  du  qiiairièma  ordre. 

325.  Lehme,  —  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  /jur 
l'on  peut  circonscrire  à  un  même  groupe  de  liuit  points, 
indépendants  les  uns  des  iiutres,  passent  d'elles-mêmes 
par  une  mêm/i-  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  conte- 
nant chacun  des  points  donnés  et  déterminée  par  Ven- 
semhle  de  ces  points  (LiMÉ,  Exam.  des  dijf.  Méth., 
p.  38). 

Ou  peut,  eu  effet,  par  un  calcul  semblable  à  celui  du 
n"  176,  p.  178,  rwluire  à  la  forme 

l'équalion  générale  des  sui-faccs  considérées.  Toutes  ces 
surfaces  passent  dès  lors  par  la  commune  inlersection  des 
deux  surfaces  S,  S',  ou  par  une  même  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre,  susceptible  d'être  coupée,  par  un  plan 
quelconque,  en  quatre  points  seulement,  réels  ou  imagi- 
naires. Une  telle  courbe  esl  donc  coinplétemeni  déicrmiuée 
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par  la  donnée  de  huit  quelconques  de  ses  points;  el  neuf 
quelconques  de  ses  points  sont  toujours  associés,  ou  tels 
que  toute  surface  du  secoud  ordre  que  l'on  aura  nieuée  pat- 
huit  d'entre  eux  passera  d'elle-même  par  le  dernier. 

326.  II  résulte  du  tliéorème  précédent  que  les  Iraces, 
sur  une  transfersale  quelconque,  de  n  surfaces  du  second 
ordi'e  circonscrites  à  un  même  groupe  de  huit  points, 
font  n  couples  de  points  conjugués  en  involution.  Mais  ce 
second  lliéorè me,  qui  n'est  autre  que  celui  de  Desargues- 
Slurm,  transporté  dans  les  mêmes  termes  et  par  la  même 
démonstration,  d'un  faisceau  de  coniques  à  un  faisceau  de 
surfaces,  ne  diflère  de  celui-là  et  ne  le  généralise  qu'en  ap- 
parence. Au  fond,  c'est  toujours  le  théorème  de  Desargues 
appliqué  au  faisceau  de  coniques  qui  résuite  de  la  section, 
par  un  plan  conduit  suivant  la  transversale,  du  faisceau 
de  surfaces  auquel  s'applique  l'énoncé;  et  cette  observation 
explique  comment  un  théorème,  si  fécond  dans  le  plan,  ne 
donne  lieu  dans  l'espace  qu'à  des  applications  infiniment 
plus  restreintes  et  en  quelque  sorte  exceptionnelles.  Toutes 
ces  applications,  en  effet,  supposent  la  détermination  préa- 
lable des  traces  de  la  transversale  sur  deux  des  courbes  ou 
des  surfaces  du  faisceau  considéi'é  ;  et  si  cette  détermination 
est  aussitôt  réalisable  dans  le  plan,  à  l'aide  de  deux  quel- 
conques des  trois  couples  de  droites  qui  en  font  partie,  il 
n'en  est  plus  de  même  dans  l'espace,  en  général  ;  si  ce  n'est 
dans  quelques  problèmes  relatifs  aux  surfaces  réglées. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  déterminer  les  traces  d'une 
di'oite  donnée  aa'  sur  un  hjperboloïde  défini  par  les  trois 
génératrices  AB,  A'Ji',  A"B";  enverra  {Jig.  70)  que  les 
points  cherchés  coïncident  avec  les  points  conjugués  com- 
muns à  deux  divisions  en  involution,  situées  sur  la  trans- 
versale aa'  el  définies  respectivement  par  deux  couples  de 
points  conjugués  a,  h'  et  t,  a'\  a,  b"  et  b,  a",  qui  sont  les 
traces  de  cette  transversale  sur  les  |i)ans  des  angles  opposés 
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deux    quadrilatères    gauclics     ABB'A',   ABB"A"    rô- 
laiit  de   !a  secLioii  des   trois  génératrices  données   par 

Fig.  70. 


deux  génératrices  du  second  systèaie,  L'hyperboloide  cl  les 
deux  couples  de  plans  formées  des  angles  opposés  du  pre- 
mier quadrilatère,  ou  du  second,  forment  en  effet  deus 
faisceaux  de  trois  surfaces  du  second  ordre  passant  par  une 
méiiif  ligne  du  quatrième,  qui  est  ici  l'ensemble  des  côtés 
duptemier  quadrilatère,  ou  du  second-,  et  les  traces 

^,x';   «,b';   b,«',      <m     .v,  x';   «.  È";   b,  n" 
de  la  droite  donnée  sur  les  trois  surfaces  de  chaque  faisceau 
font  six  points  en  învolution. 

L'intersection  complète  de  deux  hyperholoïdc.s  ayant 
tlfii.T  général ricps  communes  A  '•'  B  [fg-  7'  )  ^'^  1'^'^^  *■"" 


core  obtenir  à  l'aide  du  problème  précédent.  Si  A,  B,  C  et 
A,  B,  C  désignent,  en  effet,  trois  génératrices  de  chacun 
de  ces  hyperboloïdes  ;  et  que,  après  avoir  détermÎJié  les 
deux  traces  x,  y  de  la  génératrice  C  du  second  sur  le  pre- 
mier, on  mène  par  chacune  de  ces  traces  une  droite  X  ou  Y 
qui  s'appuie  sur  les  deux  génératrices  A  et  B  communes 
aux  deux  surfaces  i  il  est  clair  '[ue  rintersectioii  complète 
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des  deux  hyperboioïdt's  sera  fouinie  par  ics  qiiair 
A,  B,X  et  Y,  ou  par  les  côtés  du  quadrilatêr< 
A.X.B.Y  qu'elles  déterminent  (Steikeu,  Syflen: 
wzc/;-e/«.,^,  p.  345-246)  ■ 


.  Enf- 


327.  Neuf  poitils  queleoLKines  d'une  courbe  gaiiclie  du 
quatrième  ordre  étant  toujours  associés,  ou  lels  que  loule 
surface  du  second  ordre  que  l'on  aura  menée  par  huit 
d'entre  eux  passe  d'elle-même  par  le  dernier  (n"  325};  la 
propriété  de  n  points  associés  quelconques  {n°  137,  p.  i4o) 
leur  est  applicable,  et  l'on  peut  énoncer  le  principe  sui- 
vant qui  contient  toute  la  théorie  de  ces  courbes. 

Te^bnÈME.  —  Les  distances  P, ,.  .  .,  P,  (ie  neuf  points 
d'une  courbe  gauche  liu  quairiéine  ordre  à  un  plan  quel- 
conque sa/.isfon/.  il  Vih'iiiilé  caraciérisiique 


X-^-»- 


328.  CoROLLAiiiE  1.  —  Un  télraèrlre  et  an  pentagone 
inscrits  à  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
sont  toujours  conjugués  à  une  même  surface  du  second  : 
la  surface  lepréseutée  par  Tune  ou  l'autre  des  équations 
tanaentielles  équivalentes 


I-^--   I 


h  i",  -■ 


Telle  est,  d'ailleurs,  la  définition  du  pentagone  conjugi 
à  une  surface  du  second  ordre,  que  le  pôle  corrospondai 
du  plan  de  chacun  des  angles  du  pentagone  tombe  c 
quelque  point  du  côté  opposé  (n"  70,  p.  56), 


329.  Corollaire  II.  — Un  triangle  et  un  octaèdre  hexa- 
gonal inscrits  à  une  même  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  sont  toujours  conjugués  à  une  même  conique  située 
dans  le  plan  de  ce    triangle  et  représentée  par  l'une  ou 
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i'aiitri'  des  «qualioiiï  équivalentes 

Telle  est,  d'ailleurs,  la  détitiilion  de  i'oclaèdre  conjugué 
à  une  conique,  que  les  traces  des  faces  opposées  de  l'oc- 
taèdre sur  le  plan  <3e  la  courbe  forment  quatre  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à  celle-ci. 

330.  Corollaire  III.  —  Enfin,  si  Ion  suppose  que 
quatre  des  neuf  points  qui  figurent  dans  l'idenlité  fonda- 
mentale appartiennent  à  un  môme  plan,  on  obtient  l'ana- 


^lequi 


mettent  en  évidence  les  deux  énoncés  suîvj 


Un  quadrangle  inscrit  à  une 
conique  et  le  système  de  deiu- 
points  formé  des  traces  de  la 
courbe  sur  une  droite  quetcont/ue 
sunt  l'un  et  l'autre  conjugué-,  a 
une  même  ellipse  évanouissante, 
réduite  àiinsyslèmededeuxpoints 
situés  sur  la  droite  considérée 
(Desahgues  ) 


Un  pentagone  inscrit  à  une 
courbe  gaafhe  du  quatrième  ordre 
et  le  quadrangle  ayant  pour  som- 
mets les  liaces  de  la  courbe  sur 
un  plan  quelconque  sont  l'an  et 
l'autre  conjugues  a  un  même  el 
lipsoide  evaiiOuiBSdiit  réduit  a 
une  conique  situte  dans  le  plan 
cnnsideie 


Mous  allons 

.oir,  Jailleot 

.qael'a 

nalogie  de  ces  théo- 

rèmes  subsiste  e 

ncoredansleu 

rsapplic 

îlions.  Mais,  comme 

le  second  sert  de  fondement  à  tout  ce  Chapitre,  nous  en 
donnerons  auparavant  nue  autre  démonstration  tirée  de  la 
forme  analytique  des  surfaces  circonscrites  à  un  pentagone, 
associée  à  l'interprétation  de  certaines  identités  qui  nous 
sont  maintenant  familières. 

331.  Autre  démonstration.  —  Soient  1,2,  3,4,5  el 
X,y,  z,  t  neuf  points  d'une  courbe  gauche  du  qtiatrième 
ordre.  Regardons  cette  courbe  comme  rintersection  de 
deus  surfaces,  circonscrites  l'une  etl'autre  au  pentagone 

12345    ou    P,...P,=  o, 
et  rapportées  aux  plans  des  angles  successifs  de  ce  penta- 
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gone  par  les  équations  {n°  60,  p.  Sa) 

(i)  JiijP,  P,i+>.,P,P, -(-.  ..4-  is,  PsP,=  0, 

(a]  (1,3  P,  Pj  H- Pi,  P,  P,  +  . .  .  +  [x,,PjP,=  o, 


2V,.,p,p.=... 


Les  sections  de  ces  surfaces  par  le  plan  xjzt  seront  dès 
ors  représentées  par  les  équations  analogues 

')  X'"  "■'"■-"=  "• 

l  le  système  formé  de  deux  quelconques  des  cordes  com- 
lunes  aux  deux  coniques  résultantes  par  une  combinaison 

i  )  y  S.,,  p;  p; + m  VVi:  p',  K  =  o, 

(3')  Vv„P',P',  =  o 

des  deux  précédentes.  Telle  est  donc  aussi  l'équation  du 
système  XZ  =;  o  ou  YT  ^  o  formé  de  deux  côtés  opposés 
quelconques  du  quadrangle  qui  résulte  de  la  section  de  la 
courbe  gauclie  primitive  par  le  plan  considéré.  On  a  donc 
identiquement 

y\„P',  P',=XZ  =  YT. 

Il  en  résulte  que  les  sept  couples 

F',  P', ,     P",  P'. ,     P,  V\ ,     P',  P", ,     p;  P; ,     XZ ,     YT 
font  sept  couples  de  droites  conjuguées  À   une  même  (  o- 
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nique  :  et  il  est  facile  de  reconnaître  dans  celle-ci  la  i 
conjuguée  au  pentagone  P', .  .  .P'^  dont  les  côtés 
seraient  les  iraces  du  plan  xj'z/,  sur  les  plans  des  angles  si 
cessifs  du  pentagone  gauche  initial.  Donc,  etc. 


3^3 

nique 

lifs 


§  II.  —  Applications.  —  Neiifièmt^  point,  f.angenie,  plan 
et  cercle  osculateur  d'une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  définie  par  huit  points. 

332.  PitOBLÈME  I.  —  Etant  donnés  liuil  points  1,2,  3, 
4,  S,x,j,  z  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  trou- 
ver la  quatrième  trace  de  la  courbe  sur  le  pian  mené  par 
trois  de  ces  points. 

i).  Soient  (  la  quatrième  trace  de  la  courbe  sur  le  plan 
xjz,  et  1234Sle  pentagone  ayant  pour  sommets  successifs 
les  traces  sur  le  même  plan  des  côtés  Successifs  du  penta- 
gone I  2. .  .5  (/g.  72). 

D'après  le  théorème  du  n"  330.  il  existe  dans  le  plan 
xyz  une  certaine  conique  S  simultanémeut  conjuguée  au 
quadrangle  partiellement  inconnu  xyzt  et  au  pentagone 

Pis-  :s- 


Lche  1  2.  .  .S,  ou  au  pentagone  dérivé  4  2.  .  .S;  de 
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sorte  (jue  les  côtés  opposés  du  quadraiigle  xjzt  fornieiil 
deux  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  la 
courbe  S.  Or  la  seule  donnée  du  pentagone  conjugue 
12. .  .5  détermine  cette  courbe,  et  si  l'on  construit  le  pôle 
correspondant  s'  de  la  àroile  Xj,  celui  x' de  la  droite  j-'z, 
le  point  t  que  l'on  clierclie  se  trouvera  au  point  de  con- 
cours des  droites 

a).  11  reste  toutefois  à  construire  le  pôle  d  une  droiii- 
donnée  xj[oujz)  par  rapport  à  une.  conique  S  définie 
par  un  pentagone  conjugué  12.  .  .S, 

Soient,  à  cet  effet  [fig-  yS), 

l',2',...,5' 
les  traces  de  la  droite  xy  sur  les  côtés  du  penlagone  respec- 


tivement opposés  aux  sommets 

1,2,..., S; 
et  o  le  pôle  inconnu  de  celle  droite.  Il  vésulle  de  la  déliii 
tion  de  ces  différeins  points  et  des  dépendances  qui  exii 
teiit  entre  une  conique  et  un  pentagone  conjugues,  que  l< 

l'2'4  et  21«,     2'3'5  et  32o,,.., 
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réciproquement  conjugués  deux  à  doux  par  rapport  à  la 
«ourbe  S,  sont  deux  à  deux  lioinologîques  (o"  180,  p.  18»} 
Les  droites  qui  réunissent  leurs  sommets  liomologues, 

l'2,  9'1  et  ho,     2'3,  3'2  et  5c,... 
concoureni  donc,  trois  à  trois,  en  un  même  point 


se  cnu peut  suivant  le  pôle  cherclié  o. 

333.  Remarqua  I.  —  Si  les  points  j;,  j',  ^  s'éloignent 
de  plus  en  plus  et  disparaissent  à  l'infini  dans  des  direc- 
tions d'ailleurs  déterminées;  le  plan  xjz,  où  s'effectuait 
la  couslruetion  précédente,  disparaît  également  à  l'infini. 
La  construction  subsiste  toutefois,  et  l'on  peut  l'effectuer 
dans  tel  plan  que  l'on  veut.  Le  problème  est  alors  celui-ci  : 
Cinq  points  1,  2, . .  .,3  d'une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  et  trois  da  ses  directions  asymplotiques  Jc,y.  z  étant 
donnés,  trouver  In  quatrième  t  ? 

Reprenons,  à  cet  effet,  les  données  et  toutes  les  eonsidé- 
raiions  du  numéro  précédent;  en  imaginant  toutefois  que 
les  points  X^j,  z  et  le  plan  qu'ils  déterminent  s'éloignent 
de  plus  en  plus,  Puisqtie  le  qiiadrangle  xjzt,  iniertepté 
par  le  plan  mobile  H  dans  la  courbe  {\  2345,  xyz),  et  le 
pentagone  1234^  qui  fait  la  trace  sur  le  même  plan  du  pen- 
tagone gauche  j  2  . .  .  5,  soin  toujours  conjugués  l'un  et 
l'aulrc  à  une  même  conique;  si  l'on  imagine  un  cône  ayant 
pour  base  cette  conique  et  pour  sommet  un  point  fixe  quel- 
conque o,  on  pourra  dire,  d'une  manière  équivalente,  que 
les  rayons  menés  du  point  o  aux  traces  x,  j',  ^,£  de  la 
e  plan  H,  et  les  rayons  menés  du  même  point 

X  traces  1,  2,  . ,  .,  S  sur  le  même  plan  des  côtés  succes- 

s  du  pentagone  gaucbc  1  2 ...  5,  forment  les  arêtes  suc- 
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cessjvcs  de  deux  angles  solides,  létraèdre  et  peniaèdre,  con- 
jugués l'un  et  l'autre  à  un  même  cône  du  second  ordre  :  et 
les  traces  de  ces  rayons  sur  un  plan  quelconque  H',  les  som- 
mets d'un  quadrangle  et  d'un  pentagone  conjugués  à  une 
même  conique.  Or,  si  le  plan  H  disparait  actuellement  h 
l'infini,  ce  dernier  énoncé  subsiste  encore,  ut  l'on  peut  dire 
que  les  parallèles  menées  d^iin  même  point  de  l'espace 
aux  côtés  successifs  d'un  pentagone  inscril  à  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  et  les  rayons  menés  du  même 
point  aux  quatre  points  de  la  courbe  situés  à  Vinfmi,  cou- 
pent un  plan  quelconque  H'  suivant  les  sommets  succes- 
sifs d'un  penlagone  et  d'un  quadrangle  conjugués  l'un  et 
l'antre  à  une  même  conique.  Connaissant  le  pentagone  in- 
scrit 12...  5  et  trois  des  directions  asymptotiqucs  de  la 
courbe,  ox,  oy,  oz,  on  saura  donc  construire  la  quatrième. 
■i'ii.  Remarque  II.  —  Lei  traces  sur  un  plan  fixe  de 
toutes  les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  circonscrites 
à  un  penlagone  donné  (12...  3),  sont  les  sommets  d'au- 
tant de  quadrangles  {xyzt)  conjugués  à  une  conique  fixe. 

335.  Remarque  III.  —  Chacune  des  courbes  gauches 
du  quatrième  ordre  que  l'on  peut  circonscrire  à  un  groupe 
donné  de  sept  points  (1,  2,  . .  .,  5,  :c,y),  rencontre  un 
plan  fixe  conduit  par  deux  quelconques  d'entre  eux 
(x,  j)  en  deux  autres  points  (s,  t)  tels  que  la  droite  qui 
les  réunit  passe  par  un  point  fixe  :  pôle  de  la  droite  xj 
par  rapport  à  une  conique  conjuguée  au  pentagone  gauciie 
1  2 ...  3,  ou  au  penlagone  plan  dérivé  1 2 ...  o. 

336.  Remarque  IF.  ~  Les  côtés  successifs  des  douze 
pentagones  gauches  ayant  pour  sommets  cinq  points 
quelconques  de  l'espace  rencontrent  un  plan  quelconque 
suivant  les  sommets  successifs  d'aufanl  de  pentagones 
conjugués  à  une  même  conique. 

Si  x,y,  z,  t  désignent,  en  effet,  les  traces,  sur  le  plan 
considéré,  de  l'une  quelconque  des  courbes  gauclies  que 
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K  COKIQUE- 

]'oii  peul  faire  passer  par  les  poinis  1 

1,2,. ..,5, 

(iomme  précédemment,  l'identité 

et  les  équations  langentielles  équivalenies  qui  eu  ré- 
sultent 

y  "/,P;  --  o,     nX'+  SY'  -i-cZ'  +^/-r'=.-o 

représentent  une  conique  qui  ne  dépend,  comme  le  sjsième 
des  coefficients  i,, . . .,  ^5,  a,  h,c,  d,  que  du  pian  sécant 
dont  on  a  fait  choix  et  du  système  des  points  1 ,  2,  .  .  . ,  S  : 
nullement  de  l'ordre  de  succession  de  ces  points.  La  courbe 
i'eprésentée  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  est  donc 
conjuguée  à  chacun  des  pentagones  gauches  menés  par  les 
points  1 , .  .  . ,  5  pris  dans  un  ordre  quelconque,  comme;  à 
chacun  des  pentagones  plans  qui  eu  dérivent. 

C'est  aussi  ce  que  l'on  peut  voir  directement. 

Ca.r{x,j;  z), . . .,  (x^,j,.,  Sj)  désignant  Its  coordonnées 
des  points!,  . . . ,  5,  et 

(1)  „^  +  èj-i-rz  +  i  =  u 

l'équaiion  d'un  plan  indéterminé,  ou  variable,  dom  le  mou- 
vement serait  particularisé  ei  l'enveloppe  définie  par  l'é- 
quation 

(2)  V).iP;  =-  "      ""      Vî.,(".'',  -I-  V.  +<■!,  +  1)'  =  o; 

on  pourra,  en  général,  disposer  des  rapports  arbitraires 
Xj  ;  Xj  :  .  .  .  '.Xi,  de  manière  que  celte  enveloppe,  perdant 
l'une  de  ses  dimensions,  se  réduise  à  une  conique  située, 
par  exemple,  dans  lo  plan  z  =  o.  Posant,  en  effet,  les 
quatre  conditions 

(3)  „  =  ^\=-=^y,.,=;^\.,.=,=^\.,: 

les  termes  eu  f'.  cci^  ch,  c  disparaissent  de  réquaiion  (2), 
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laquelle,  ne  conrenant  |ilus  !a  variablu  f,  définil  l'enve- 
loppe de  la  seule  trace 

o~z  =  a.i:-\-by-i-i  =o 
du    plan    mobile    (i)    sur   le    plan    z  =  o.    ^'ailleurs    les 
équations  de  coiidilion   (3)  sont  au  nombre  de  quatre  et 
renferment    linéairement    quatre    rapports    iiidérerminés 
/]  :  Xî  : .  .  .  :  ^B-  Donc,  etc- 

.  337.  Bemarçae  F.  —  Cette  manière  singulière  de  re- 
présenter la  conique  conjuguée  au  pentagone  plan  i23iS 
—  à  l'aide  de  réquation  tangentlelle 


y 


-k,V]---o, 


rapportée  aux  sommets  1 ,  2,  .  .  . ,  5  d'un  pentagone  gauclie 
dont  les  côtés  successifs  s'appuient  sur  les  sommets  succes- 
sifs 1,  2,  .  ,  .,5  du  pentagone  proposé  —donne  lieu  à  une 
conséquence  remarquable. 

Si  l'on  mène  effectivement,  par  les  sommets  1,2,..  . ,  S 
d'un  même  pentagone  plan,  les  côtés  de  deux  pentagones 
gauches  distincls  12  ...  5  et  1' 2' ...  5';  les  équations  cqui- 

de  la  conique  conjuguée  au  pentagone  initial,  rapportée  à 
l'un  ou  à  l'autre  des  pentagones  gauclies  qnr  l'on  vient  de 
définir,  entraînent  Tiflentité 


^),p;-^;v,PV„o, 


ou  la  conclusion  que  les  dix -points  de  référence  1,2,  .,  .,5 
et  1',  2',  ....  5  appartiennent  à  une  même  surface  du  se- 
cond ordre.  De  là  ce  théorème  u  Les  sommeis  tie  deux 
pentagones  gauches  dont  les  côtés  -•■uccessifs  se  rencon- 
trent., deux  à  deiiXf  en  cinq  points   situés  dans  un  /nênie 
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plan  ,  font  dix  points  d'une  même  sut-face  du  second 
ordre.  En  parliculier,  deux  pentagones  gauches,  à  côtés 
parallèles,  sont  toujours  mscriplibles  à  une  même  suiface 
du  second  ordre. 

338.   Problème  II.  —  Èiani  donnés  huH.  points 

d'une  courbe  gauche  du  (juadième  ordre,  trouver  les  deux 
dernières  traces  de  la  courbe  sur  un  plan  H  conduit  à  vo- 
lont.é  par  deux  guelcongues  de  ces  points,  x  et  j. 

Considérons  une  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  poînls  donnés  et  un  neuvième  point  s 
pris  arbitrairement  sur  le  plan  H  : 

S=123156.«j-3; 

et  soient,  sur  cette  surface,  C^,  C,  les  deux  courbes  gancues 
du  quatrième  ordre  respectivement  définies  par  les  neuf 
points  précédents,  moins  le  premier  ou  le  second  : 

C.  =  23456j-jz,     C'.  =  13456^7a. 

Les  quatrièmes  traces  f,  t'  de  chacune  de  ces  courbes  sur 
ie  plan  H,  ou  .xyz,  pouvant  être  déterminées  d'après  le 
problème  précédent,  on  aura,  dans  les  points 
(CO  ^,y,z,t,t', 

cinq  éléments  de  la  courbe  du  second  ordre  qui  fait  la  irace 
de  la  surface  auxiliaire  S  sur  le  plan  H,  et  à  laquelle  ap- 
partiennent aussi  les  deux  poinis  Z  et  T  que  l'on  cherclie. 

D'ailleurs,  pour  construire  chacun  des  points  (  ou  (',  on 
aura  dû  construire  d'abord  (n"  332)  —  le  point  fixe  z',  ou  z", 
autour  duquel  tourne  la  corde  qui  réunit  les  deux  dernières 
traces  sur  le  plan  H  de  chacune  des  courbes  gauches  du 
quatrième  ordre  menées  par  les 'sept  premiers  poinis  de 
chaque  groupe, 

2,  3,4,5,  C^.r,     ""     1,3,  4,5,6,  .^,7 
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{n°  33S)  —  ou  Jeux  points  z',  z"  de  la  corde  ZT  que  l'on 
cherciie.  On  aura  doue,  dans  la  droite  iudëfinie  s' z",  la 

corde  indéfinie  ZT,  et  les  extrémités  de  cetie  corde,  ou  les 
deux  points  clierchés,  dans  les  traces  de  cette  droite  sur  la 
conique  (Ca). 

339.  Remarque.  —  Si  les  points  x,  j  el  le  plan  il  qui 
les  contient  s'éloignent  indéfiniment,  la  construction  pré- 
cédente subsiste  toujours,  et  fournit  encore  les  deux  der- 
niers points  à  l'injini  (Z,  T)  de  la  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  {1234S6a;^')  définie  par  six  points  et  deux 
de  ses  directions  asymptotiques.  Toulefois  le  point  auxi- 
liaire z,  C|ue  Ton  prenait  d'abord  arbitrairement  sur  le 
plan  H,  sera  remplacé  par  un  point  pris  à  l'infini  dans  uni: 
direction  arbitraire;  et  toute  la  construclion  modifiée  con- 
formément à  la  remarque  du  n"  333. 

340,  Problème  III.  —  Étant,  donnés  huit  points 

1,2,3,1,8,6,7,.): 
d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  construire  sey 
trois  dernières  traces  sur  un  p/a/iH  conduit  à  volonté  par 
l'un  de  ces  points,  x. 

Considérons  une  surface  ansiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés,  associés  à  un  iieui-ii-me 
point,  y,  pris  à  volonié  dans  le  plan  H  : 

8^1234567  j^r, 
ei  soient,  sur  cette  surface  Ci,  C,  les  deux  courbes  gauches 
du  (juainème  ordre,  respectivement  définies  par  les  neuf 
mêmes  points,  moins  le  premier  ou  le  second  : 

C,=23i567j;7,     C.  =  1345673^/. 

Les  deux  dernières  traces  z,  t  ou  s',  t'  de  chacune  de  ces 
courbes  sur  le  plan  H  étant  déterminées  par  le  problème 

précédenl,  on  aura  dans  le  groupe 
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sis  points  cii:  la  [race  de  la  surface  S  sur  le  iiième  plan,  ou 
six  points  d'une  conique  a  laquelle  apjiïirtieiinMU  aussi  les 
trois  poinis  que  l'on  cherche. 

Opérant  de  même  avec  un  neuvième  point  j-,,  pris  en- 
core dans  le  plan  H,  on  obtiendra  encoi-esîx  points 

(C;)  .^-,7,;    ^„(,;     s',,/, 

d'une  nouvelle  conique  contenant  les  points  cherchés  dont 
la  détermination  ne  dépend  plus  que  du  liacé  des  deux 
courbes  Ca ,  C„. 

S-ii.  Remarque.  —  Si  le  point  x  et  le  plan  H  s'éloignent 
indéfiniment,  la  construction  précédente  subsiste  toujours 
et  fournit,  à  la  limite,  les  trois  dernières  directions  asymp- 
totiûues  d'une  courbe  gauche  dôfinie  par  sept  points  et  la 
direction  de  Vune  de  ses  asymptotes.  Les  points  auxi- 
liaires j,  ji,  que  l'on  prenait  d'abord  arbitrairement  dans 
le  plan  H,  seront  toutefois  remplacés  par  deux  points  à 
l'infini,  pris  dans  des  directions  arbitraires;  et  toutes  les 
constructions  modifiées  conformément  à  la  remarque  du 
n" 333. 

342.   PboblèmeIV.  —  Êlonr  donnes  l»dl  points 
1,2,3,1,5,0,7,8 

d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  construire  ses 
traces  sur  un  plan  quelconque. 

Considérons  une.  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés  et  un  neuvième  point  x 
pris  arbitrairement  sur  le  plan  H  : 

S=12345678j'; 

et  soient,  sur  cette  surface  C^,  C,  les  deux  courbes  gau- 
ches du  quatrième  ordre  respectivemeiu  définies  par' les 
neuf  mêmes  poinis,  moins  le  premier  ou  le  second  : 

C,  =  2343678.r,     C,  =  1345678.^. 
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Les  trois  dernières  traces  j',  s,  (  ou  j',  z',  t'  de  cliacune 
de  ues  courbes  sur  le  plan  H  etaiil  déterminées  par  le  pro- 
blème précédent,  on  aura,  dans  le  groupe 
(C)  .T.,j,z,t,y,z',f 

sept  points  de  la  trace  de  la  surface  S  sur  le  même  plan, 
ou  sept  points  d'une  conique  qui  renferme  les  quatre  poinis 
cherchés. 

Opérant  de  même  avec  un  neuvième  point  Xy  pris  en- 
core dans  !e  plan  H,  on  obtiendra  de  même  sept  poinis 

d'tme  nouvelle  conique  contenant  encore  les  points  cher- 
chés, dont  la  détermination  ne  dépend  plus  que  du  iracé  des 
deux  courbes  Ca,  C,. 

343.  Remarque.  —  Si  ieplan  H  s'éloigneindéfiniment, 
la  construction  précédente  subsiste  toujours,  de  manière  à 
donner,  à  la  limite,  lus  quatre  directions  a.sjmploliqiies  de 
la  courba.  Toutefois,  les  points  x^Xi  que  Ton  prenait 
d'abord  arbitrairement  sur  le  plan  H,  devront  être  remplacés 
par  des  points  pris  à  l'infini  dans  des  directions  arbitraires, 
et  loutes  les  construciiotis  modiliées  conformément  à  la 
remarque  du  n"  333. 

Celte  construction  suppose  d'ailleurs  le  tracé  d'un  nombre 
de  coniques  qui  paraît  excessif.  Deux  coniques  devraient 
suffire  et  suffisent  effectivement,  comme  on  le  verra  au 
n- 3S5. 

344.  PnoBi.i-.ME  V.  —  Étant  donnes  /mit  points 


Libc:  gauche  du  quatrième  or 
J roi  les 

01,     02,     03,     01 
nine  leurs  traces  resjiectives 
1',     2',     3',     V 
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sur  le  plan  xjs  ;  et  que,  coiisîdLTant  une  iionique  donblc- 

ment  conjuguée  au  quadrangle  résuliant   l'2'3'i'  et  ai 

triangle  jr_^s,  on  détermine,  par  rapport  à  celte  tonique 

s  pôles  l't'spcctîls 


(les  plans 

I",     2",     3",     4" 
234,     3'H,     412,      123, 

ou  de  leur.  Ira, 

=es  rcspecLivcs  sur  le  plan  xjz  :  les  droites 

l'I",    2'2",     3'3",     4'4" 

"  coupermil  e 
point  0  de  la 
la  rlroile  Oi!. 

11  un   même  point  il,  el  la  tangente   tiii 
courbe  gaiwhe  proposée  coïncidern  avec 

Imaginons,  o 

n  effet,  un  nclaèJre  variable 

123iOO', 

toujours  iiiscrii 

à  la  courbe,  et  dont  !e  sixième  sommet  0' 

se  rapprocherai 

t  Indéfiniment  de  l'un  des  sommets  fixes  0. 

Un  triangle  cl  un  octaèdre  inscrits  à  une  même  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  étant  toujours  conjugués  à  une 
même  conique,  une  même  conique  variable  sera  contiiiuel- 
lemeni  conjuguée  au  triangle  xj'z  et  à  toutes  les  couples 
de  droites  déterminées,  sur  le  plan  de  ce  triangle,  par  les 
faces  opposées  de  rociaèdi'e  lâSiOO',  savoir  : 
(P,P')  012  et  0'34,      023  et  0'î4,..., 

(Q,  Q')  23i  et  OU'l,     341  et  00' 2, 

Si  l'on  conçoit  maintenant  que  le  point  O'  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  O,  et  que  l'on  passe  à  la,limilc  eti 
posant  l'identité 

6  =  6', 
on  voit  d'abord  que  la  conique  précédi'ute  a  pour  lijnile 
une  certaine  conique  à   la  fois  conjuguée  au  triangle  xyz 
el  à  tous  les  systèmes  de  di-ux  droites 
ÎP„P',)  l'2'  et  3'4',     2'3'  et  l'V,... 
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formés  des  cotés  opposés  ou  des  diagonales  du  quadvangle 
pian  déjà  défini  V^'S'âr'.  Celte  conique  est  donc  conjuguée 
à  la  fois  au  quadrangle  l'â'S'i'  et  au  triangle  xys-  En 
outre,  si  fï  désigne  la  trace,  sur  le  plan  xyz  de  la  tangente 
en  O  à  ia  courbe  gauche  proposée,  ou  de  la  limito  de  la 
corde  00',  on  voit  que  la  conique  prècècU-nte  est  aussi 
c  ^fes  ,boUe^ 


conjuguée  à 

tous 

les  systèmt 

i.ircsull; 

aiitsdcriinc 

(Q',) 

or. 

ii2',.. 

plan"""   " 

•spet 

;li¥es ,  sur 

le   plan 

xyz,   lies 

(Q') 

00' i, 

00' 2. 

—  respectiv< 

u  associées  aux  traces  analogue 

(Ql 

234, 

341,. 

I.ei  piles  d( 

;  ces 

traces,  par 
1", 

rapport 
2", . . . 

:  4  cette  coir 

app.rticnue 

ritcl. 

oiic  rcspectj 
fil'. 

n2',.. 

aux  droites 

El  l'on  peui 

,dirf 

.,  cil  d'aïur 
l'I", 

2' 2-,.. 

!.,  (luelcsd 

concourecil 
cherchée. 

cnu 

11  même  po 

hu  il  appancnaiil  à 

345.  La  conslruetion  de  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  est  donc 
subordonnée  au  problème  suivant  : 

Une  conique  étant  définie  par  un  triangle  et  an  qua- 
drangle conjugués,  construire,  par  rapport  à  cette  co- 
nique, le  pôle  d'une  droite  donnée. 

Or  les  côtés  du  triangle,  pris  deux  à  deux,  font  trois  cou- 
ples, et  tes  côtés  opposés  du  quadrangle  deux  autres  couples 
distinctes 

XY,  TZ,  ZX;     AA',TiB' 
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de  droites  conjuguées  par  ra^iport  à  la  courbe.  Le  pôle 
correspondant  d'une  droile  quelconquii 

P  =  o 
se  trouvera  donc,  par  un  ihéorème  antérieur,  au  poinl  di; 
concours  des  droites 

P'^o,  .   P"^  o, 
respectivement  (îéfinies  par  les  identités 
(  1  )  XY  +  YZ  +  ZX  +  AA'  +  PP'  ^  o , 

(?)  XY+YZ+ZX  +  BB'  +PP"  =  o. 

Chacune  de  ces  droites  forme  effectivement  le  lieu  des  pùles 
de  la  proposée  P:=o,  par  rapport  à  toutes  les  coniques 
conjuguées  aux  deux  di'oites  de  quatre  des  couples  données 
(il"  160,  p.  162).  La  question  est  donc  seuiement  de  con- 
struire chacune  des  droites  P',  P".  Or  l'identité  (i),  qui 
sert  de  définition  à  la  première,  pouvant  se  dédoubler  dans 
les  équations  équivalentes 
(i')  XY  + YZ  4-ZX=  o, 

(i")  AA'  +  PP'  =  o, 

on  reconnaît  aussitôt,  daus  la  courbe  représenlée  parl'une 
ou  l'autre  de  ces  équations,  une  conique  doublement  cir- 
conscrite 


1  triangle  donné  XYZ  et  au  quadrilatère  par- 


tiellement inconnu  APA'P'  l/ig.  74).Cir 


iont  h 

te  donnée  P 
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sur  les  côtés  opposés  A  ei  A'  du  quadrilatère.  On  pourra 
donc  construire  les  deux  dernières  traces 
o  =  A  =  P',     o  =  A'=zP' 
de  ces  côtés  sur  la  courbe,  ou  deux  points  de  la  première 
des  droites  cherchées  P'=  o.  Donc,  etc. 

346.  Remarque  1.  —  La  tangente  en  chaque  point  ,1: 
d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
(C.)  1234567.r 

est  susceptible  d'une  autre  détermination  indépendante  de 
la  propriété  de  neuf  points  d'une  telle  courbe.  On  sait  ef- 
fectivement que,  si  l'on  considère  tontes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  circonscriies  au  groupe 


1231 S67, 
les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  x,  par  rapport  à 
toutes  ces  surfaces,  concourent  en  un  même  point  x'  que 
l'on  peut  construire  (n"'  302  et  322).  D'ailleurs  si,  entre 
toutes  ces  surfaces,  on  considère  spécialement  celles  qui 
passent  en  outre  par  le  point  x  ou  par  la  courbe  gauche 
proposée  (C»),  les  plans  polaires  du  point  x,  par  rapport  à 
ces  dernières  surfaces,  coïncident  avec  leurs  plans  tangents 
en  ce  point.  Tous  ces  plans  tangents  passent  donc  par  le 
point  x',  lequel  est  un  point  de  leur  intersection  :  ou  un 
point  de  la  tangente  en  x  à  la  courbe  gauche  considérée, 
commune  intersection  de  toutes  ces  surfaces. 

347.  Remarque  11.  ~  Cette  dernière  constructiou  se- 
rait surtout  avantageuse  si,  ayant  à  tracer  la  tangente  en 
un  point  x  de  la  courbe,  celle-ci  se  trouvait  déterminée 
par  la  donnée  complémentaire  d'un  hexaèdre  inscrit.  Il 
suffirait  effectivement,  dans  ce  cas,  de  construire  le  poini 
de  concours  x'  des  plans  polaires  du  point  donné  :r  par 
rapport  aux  angles  dièdres  formés  des  faces  opposées  de 
l'hexaèdre,   et  la  droite  xx'  serait  la  tangente   cherchée. 
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Toutes  les  surfaces  du  sei'oncl  ordie  menées  par  les  pre- 
miers sommets  de  l'iiesaèdre  actuel  passent  en  effet  par  le 
huilième,  el  les  trois  couples  de  plans  formées  des  faces 
opposées  de  l'iiexaèdre  font  trois  de  ces  surfaces. 

348.  Remarque  III.  —  Il  esl  d'ailleurs  toujours  pos- 
sible de  passer,  des  données  générales  d'une  courbe  gauclic 
du  quatrième  ordre,  aux  données  partictdières  C[ue  suppose 
la  coMstruciîon  précédente  {,fig.  73 1 . 

Fig.  75. 


/  4  -  Ha  ■\ 

t- \ 

Car  la  courbe  proposée  étant  définie  par  huit  poinls 
quelconques  1,2,3,-4,5,6,7,8,  on  peut,  par  le  pro- 
blème I  (n"  3;i2,  p.  373),   eu  déterminer    la  quatrième 


sur  l'un  quelconque  des  plans 

1-23     ou     234     ou     12ft. 
Et  l'on  a,  de  ia  sorte,  les  sept   premiers  sommets  d'un 
hexaèdre  \'iZaibcd  inscrit  à  ta  courbe,  et  qui  permet 
d'en  obtenir  autant  de  tangentes  que  l'on  vent. 

349.    Pr,OBi.i;ME  YI.   —  Èfnnl  donnés  sept  poinU 
0;   1,2,  3;  X,  y,z 
d'une    courbe    gauche    du   quairième    ordre    et    la    tan- 
gente 00'  en  l'un  de  ces  poinU ;  si,  menant  d'abord  les 
cordes  01,02,  03  et  la  tangente  00',  on  détermine  leurs 
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traces  respeciîvps 


l',2'. 


sur  le  plan  xjz,  et  que,  considerauL  une  conique  tioiiblc- 
meut  conjuguée  au  quadrarigle  résultant  l'2'3'w'  et  au 
triangle  xyz,  on  détermine,  par  rapport  à  celle  conique,  le 
pôle  il'  du  plan  123  ou  de  sa  trace  sur  le  plan  xyz  :  le 
plan  oscnlaleur  au  point  O  th  la  courbe,  gauche  proposée 
coïncidera  avec  le  plan 

Ow'n'. 

luiagiiioiis,  en  effet,  un  ociaèdie  variable 
12300' 0", 
toujours  inscrit  à  lacourLe,  el  dont  les  deux  derniers  som- 
mets O',  0"se  rapproclient  indéfiniiiienl  de  l'un  des  som- 
mets fixes  O. 

Un  triangle  et  un  octaèdre  inscrits  à  une  même  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  étant  toujours  conjugués  à  une 
même  conique,  une  même  conique  variable  sera  continuel- 
lement conjuguée  au  triangle  xfz  et  à  toutes  les  couples 
de  droites  déterminées  sur  le  plan  de  ce  triangle  par  les 
plans  des  faces  opposées  de  l'octaèdre  1 2300'0",  savoir  ; 

(P,  P')    012  et  0'0"3,     023  et  0'0"1,     031  et  0'0"2; 


(Q,  Q')  123     et     00' 0". 

Si  l'on  conçoit  actuellement  que  les  points  0',  0°  se  rnp- 
Ui'oehcnt  de  plus  en  plus  du  point  0  et  que  l'on  pa.'ise  à  la 
limite  en  posant  l'ideinité 

on  verra  d'abord  que  la  coniijue  précédente  a  pour  limite 
une  certaine  coniquedoublement  conjuguée  au  triangle  xyz 
et  à  tous  les  systèmes  de  deux  droites 
(P,,?',)     l'2'  et  «'3'.     2'3'et».'l',     3'1'  el  w'2', 
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formes  des  cotés  opposés  ou  des  diagonales  du  quadrangic 
déjà  défini  l'2'3'(i)'.  Cette  conique  est  donc  conjuguée  à  la 
fois  au  quadrangle  1'2'3'm'  et  au  triangle  xjz.  En  outre  si 
ci)'li'  désigne  la  trace,  sur  le  plan  xyz,  du  plan  osculateur 
au  point  0  de  la  courbe  gauche  proposée,  ou  la  trace  du 
plan  OO'O"  considéré  à  sa  limite;  la  conique  précédente 
est  aussi  conjuguée  au  système  formé  de  cette  droite 
u'  iV  et  de  la  trace  analogue  du  plan  ^  23  sur  le  plan 
xjz  [(Q,  Q')]-  î-e  pôle  ft'de  cette  trace,  par  rapport  à 
celte  conique,  doit  donc  appartenir  à  la  droite  conjuguée, 
ou  à  la  ti'ace  du  plan  osculaleur  sur  le  plan  xyz  ;  ei  celle-ci 
coïncide  avec  la  droite  menée  de  ce  polc  Q!  a  la  trace  w'  de 
la  tangente  en  0. 

350.   PiiOBLi^MR  VII,  —  Étani  donnés  sept  points 

0;  1,2,  3,  'i,  5,6 

d'une  courhe  gauche  du  quatrième  ordre,  la  l.angenle  en 
l'un  de  ces  points  O  et  le  plan  oscidateur  correspondant 
(problème  VI)  ;  si,  dans  ce  plan  osculateur  et  tangentielle- 
mcnt  à  celte  tangente,  on  imagine  une  conique  conjuguée 
à  l'octaèdre  1 23456,  cette  courbe  passera  d'elle-même  par 
le  point  O;  son  rayon  de  courbure  en  cepoini,  reporté,  en 
sens  inverse,  sur  le  prolongement  extérieur  de  la  normale, 
servira  de  diamètre  au  cercle  osculateur  en  O  de  la  courbe 
gauche  proposée,  et  la  construction  effective  de  celui-ci 
dépendra  seulement  du  tracé  d'un  cercle  conduit  par  le 
point  O,  tangentiellement  à  cette  conique  et  orthogona- 
lement  au  cercle  diagonal  de  cette  courhe,  que  l'on  sait 
construire. 

Soit  effectivement  OO'O"  un  triangle  auxiliaire,  inscrit 
;i  la  courbe  gauche  proposée,  comme  l'oclaèdre  1  23456. 
Ce  triangle  et  cet  octaèdre  seront  conjugués  à  une  même 
conique  située  dans  le  plan  de  ce  triangle,  et  le  cercle  cir- 
conscrit à  eu  dernier  coupera  orthogonalenient  le  cercle 
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diagonal  de  celte  conique.  Si  l'on  coKçoit  dès  lors  que  les 
points  0'  el  O"  se  rapprochent  de  plus  en  plus  du  point  O, 
et  si  l'on  passe  à  la  limile  en  posant  la  double  identité 
O^O'^O";  on  verra  d'abord  que  la  limite  du  cerele 
circonscrit  au  triangle  OO'O",  on  le  cerele  osculaieur  au 
poiut  O  de  la  courbe  ganelie  proposée,  coupe  encore  ortlio- 
gonalemenlle  cercle  diagonal  d'une  certaine  conique,  située 
dans  le  plan  osculateur  en  ce  point,  et  doublement  conju- 
guée à  l'ociaèdre  123456  et  au  seul  point  O  assimilé  à  un 
tri  angle  évanouissant.  Si  l'on  observe  ensuite  qu'un  Iriaugle 
conjugué  OO'O",  dont  les  trois  côtés  tendent  simultanément 
vers  zéro,  se  résout,  à  la  limite,  en  un  point  O  situé  sur 
la  conique  conjuguée,  el  la  commune  direction  des  côtés 
de  ce  triangle,  pris  à  la  limile,  dans  la  direction  do  la  tan- 
gente à  cette  conique  en  ce  point;  on  verra  que  cette  co- 
nique-limite^ dont  nous  parlions  tout  à  l'heure,  est  définie 
par  quatre  couples  de  droites  conjuguées  —  les  quatre 
couples  résultant  des  traces  des  faces  opposées  de  l'octaèdre 
1 23456  sur  le  plan  osculateur  en  O  —  et  une  tangente, ({m 
est  la  tangente  en  0  à  la  courbe  gauche  proposée.  Donc,  etc. 
On  doit  d'ailleurs  se  rappeler  qne  les  données  précé- 
dentes —  une  tangente  et  quatre  couples  de  droites  conju- 
guées —  permettent  de  construire  à  priori,  par  la  règle  et 
le  compas,  le  cercle  diagonal  de  la  conique  correspon- 
dante [n°  ISS),  et  par  suite  le  cercle,  orthogonal  à  celui- 
là,  mené  par  le  point  O  langentieJlenieni  à  la  niui'be 
gnuche  proposée. 

3ol.  Remarque  I.  —  Les  trois  conditions  auxquelles 
est  assujettie  une  conique  par  la  donnée  d'uit  triangle 
conjugué  .Tfz,  se  conservent  lorsque  les  trois  sommets  de  te 
triangle  étant  confondus  en  un  seul,  x^f^z,  ils  ne 
cessent  pas  cependant  d'être  connus  et  se  trouvent  encore 
délinis  comme  trois  points  consécutifs,  ou  infiniment  voi- 
sins, d'uite  courbe  doniiée  de   forme  et  de  posilion,  par 
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exemple  d'un  cercle.  Dans  ce  cas,  le  cercJe  de  rayon  sous- 
doublc  qui  louche  extérieurement  le  cercle  donné  suivant 
le  point  unique  x,  auquel  se  réduit  ce  triangle  conjugué,  est 
osculateur  ence  point  à  la  courbe;  et  la  donnée  de  ce  cercle 
et  celle  du  point  d'osculation  font  encore  trois  conditions 
distinctes. 

La  recherche  des  deux  conditions  distinctes  auxquelles 
est  assujettie  une  conique  par  la  donnée  d'un  quadrangle 
conjugué  xyzt,  dans  le  cas-limite  où  trois  des  sommets  de 
ce  quadrangle  se  confondent  suivant  un  point  déterminé 
x^Y^  z,  d'une  courbe  dont  la  tangente  et  le  cercle  os- 
cillateur en  ce  point  sont  supposés  connus,  cette  recherche 
parait  d'abord  beaitcoup  moins  aisée;  car  on  n'aperçoit 
bien  que  l'une  des  deux  conditions  dont  il  s'agit  :  celle  qui 
résulte  des  limites  connues  des  deux  droites  tx,  yz  et  qui 
fournit  une  première  couple  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à  la  conique  primitive.  Quant  à  la  condition  res- 
tante, comme  elle  dépend  au  fond  de  la  situation,  sur  un 
cercle  déterminé,  des  trois  sommets  coïncidents  x,j-^  s,  sa 
détermination  directe  est  plus  cachée.  On  y  supplée,  toute- 
fois, en  ramenant  le  cas  actuel  à  celui  du  trianglu  conjugué 
évanouissant. 

i).  Supposons,  par  exemple,  qu'ei«Ml(^ort7îé.îC(/i^  points 
1,2,3,4,5  d'une  courbe  gauche  du  /jualrièm^  ordra  cl 
trois  autres  points  de  la  même  courbe 


confondus  en  un  seul  sur  un  cercle  donné  A,  (7  s'agisse 
d'obtenir  la  quatrième  trace  t  de  la  courbe  sur  le  plan  de 
ce  cercle. 

Si  l'on  représente  par  l'équation  langentielle 
S  =  o 
cette  conitjuc  que  le  tbéorèmedu  n"  330  nous  moi 
doublement  conjuguée  au  pentagone  gauche  12343 
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quadrangle  ^yyzt^  ou  XYZT  =  o  ;  on  pourra  d'abord  regar- 
der cette  courbe  comme  entièrement  connue,  et  déduire, 
de  sa  définition  par  rapport  à  ce  quadrangle,  l'identité 
(t)  S  =  nX'  +  èY'  +  cZ"  +  HT'. 

Rapportant  ensuite  cette  même  courbe  à  ses  deux  traces 
o  =i  P  =  Q  sur  la  polaire  du  point  încouiiu  /,  et  à  ce  point 
lui-même  T  =  o,  par  l'équation  tangentielle 
[t')  o  =  S  =  P.Q  +  )..TS 

la  comparaison  des  deux  formes  écimvalenles  (i),  (i')  eu- 
traîne  une  identité  que  l'on  peut  écrire 
{■>.)  S'  =  «X=  +  iy'W-cZ'  =  P.Q-4-À'T'; 

et  l'on  a,  dans  la  courbe  représentée  tangentiellement  par 
l'une  ou  l'autre  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro,  «ne  co- 
nique auxiliaire  S'  conjuguée  au  triangle  évanouissant 
xyz,  et  doublement  tangente  à  la  proposée  S  =  o  suivant 
la  polaire  du  point  t  que  l'on  cherclie.  D'ailleurs,  comme 
les  trois  sommets  x,y,  z  de  ce  triangle  se  confondent,  à  la 
limite,  sur  un  cercle  donné;  le  cercle  A'  de  rayon  double, 
tangent  extérieurement  à  celui-là,  représente  le  cercle  os- 
culateur  en  x  à  la  courbe  auxiliaire  S'  (n''207,  p,  219)  ;  et 
le  problème  se  trouve  ramené  au  suivant. 

2),  Par  trois  points  x^  y,  z^  confondus  enun  seul  sur  un 
cercle  donné  A' ==  o  [fig.  76),   mener  une  conique  dou- 
Fig.  76- 


blemcni  tangente  à  une  conique  donnée  S  = 
struire  le  pôle  t  de  leur  corde  de  contact. 
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SoicQt,  à  cet  effet, 
{2)  o  rr^S'sA'  +  V.T 

la  conique  que  l'on  clicrclic,  rapportée  à  sou  cercle  oscula- 
teiir  A',  à  la  tangente  T  au  point  d'osculaiion  et  à  !a  corde 
inconnue  V  =  o  qui  va  de  ce  point  au  quatrième  point 
d'intersection  de  ce  cercle  et  de  la  courbe. 

Si  U  =^  o  désigne  la  corde  de  contact  de  celte  courbe  et 
de  la  proposée  S  ^=  o,  on  aura  i  d  en  tique  m  en  l 

S'  =  S4-U', 
ou 

A'  + V.T  =  S  +  U' 

(3)  A'  — S=V.T  — U'. 

On  a  par  suite,  dans  la  courbe  représente'e  par  l'une  ou 
l'autre  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro,  une  conique  auxiliaire 
menée  par  les  quatre  points  d'intersection  de  la  conique  S 
et  du  cercle  donnés  A',  tangentiellenient  à  la  droite  T  =  o. 
Or  le  cercle  A'  fait  évidemment  l'une  des  deux  détermina- 
tions de  celte  conique  auxiliaire;  celle-ci  n'est  donc  réelle- 
ment déterminée  que  d'une  seule  manière.  Et  si,  après  avoir 
construit  le  point  où  elle  touche  la  droite  T,  on  lui  mène, 
par  l'origine  x,  une  nouvelle  tangente  V  =r  o;  la  corde  de 
contact  de  ces  deux  tangentes  fournira  la  droite  U  ,=  o  :  et 
le  pôle  de  celte  droite,  par  rapport  à  la  conique  S,  le 
point  t  que  l'on  voulait  obtenir. 

352.  Remarque  II.  —  Étant  donnés  cinq  points 
i, ..  .^S  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  o/'drt;  l'un 
de  ses  plans  osculateurs  xyz  et  la  quatrième  trace  t  de  la 
courbe  sur  ce  plan;  on  peut  choisir  arbitrairement  le  point 
d'osculation  x.  Et  si  l'on  mène  ensuite,  par  ce  point  x,  une 
conique  S'  qui  ail,  avec  une  autre  conique  située  dans  le 
plan  xyz  et  conjuguée  au  pentagone  12  —  S,  un  double 
contact  suivant  la  polaire  du  poinlî  :  la  courbe  gaucbepro- 
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posée  ei  cette  conique  S' seront  tangentes  extérieurement 
en  X,  ei  leurs  rayons  de  «ourbure,  en  ce  point,  seront  dans 
le  rapport  de  2  à  1. 

353.  îiemarque  111.  —  Etant  donnés  cinij  points 
1,...,5  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  l'un 
de  ses  plans  osculateurs  xyz  et  la  quatrième  trace  t  île  la 
courbe  sur  ce  plan  ;  la  tangente  indéfinie  au  point  d'oscu/a- 
tion  [x^y^sj  peut  èire  prise  arbitrairement.  El  si,  tan- 
geniiellement  à  la  droite  choisie  ab,  on  mène  une  co- 
niqueS'  qui  ail,  avec  la  conique  conjuguée  au  pentagone 
1  2345,  un  double  contact  suivant  le  polaire  du  point  /  ; 
le  point  d'osculalion  x^y^z  se  trouvera  au  poim.  de 
contact  de  la  conique  S'  et  de  la  droite  ab. 

§  llï.  —  Des  parabolotdes  définis  par  huit  points  et  des 
quatre  cônes  du  second  degré  que  l'on  peut  circonscrire 
à  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre. 

354.  Problème  VIII.  — Étant  donnés  neuf  points  d' une 
surface  du  second  ordre,  construire  ses  traces  sur  une 
droite  donnée. 

Soient  xj  et  1 ,  2, .  .  . ,  9  la  droite  et  les  points  donnés. 
Si  l'on  mène  par  le  point  I  une  transversale  1 1'  qui  s'ap- 
puie sur  chacune  des  droites  irj^etÏÏS;  et  que  l'on  construise ^ 
par  le  problème  I  (n"  332),  les  quatrièmes  traces  a,  a'  sur 
le  plan  I  2  3  des  deux  courbes  gauches 

C,  =  I2  3...7  8,     C',=12  3...7!); 
on  aura  d'abord  la  seconde  trace  I'  de  la  transvejsale  sur 
la  surface  proposée,  dans  la  accoude  trace  de  cette  trans- 
versale sur  la  conique 

C,  =  123nfl'; 
et  si  l'on  détermine  ensuite,  par  le  problème  II,  les  deux 
dernières  traces  i,  c  ou  b',  c'  de  chacune  des  courbes 
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sur  le  plan  (H',  xy)  :  les  traces  de  la  droiie  xf  sur  la  rô- 
ti icjue 

fouruiront  les  points  cherchés. 

•àm.  Remarque  I.—  Une  semblahie  intervention  des 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre  définies  par  huit  des 
points  donnés  permettrait  de  même  de  déterminer  :  le  plan 
langent  en  l'on  de  ces  points,  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  3nené  suivant  trois  quelconques  d'entre  eux,  !e 
sommet  du  cône  circonscrit  suivant  cette  section;  le  centre 
eu(in  et  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface  dont  les 
axes  principanx  pourraient  alors  être  déterminés  confor- 
mément à  une  construction  antérieure.  Quant  au  cône 
asymptote,  sa  détermination  ne  dépend  que  du  problème  IV 
{n"  342,  p.  38i)- 

3o6.  Remarque  11.  —  Le  problème  précédent  permet  : 
i"  de  construire  par  la  règle  elle  compas  cinq  points  distincts 
de  la  trace,  sur  un  plan  quelconque,  d'un  ellipsoïde  défini 
par  neuf  points  ;  2"  de  ramener,  à  la  construction  de  deux 
coniques  seulement,  la  recherche  des  traces,  sur  un  plan 
quelconque  H,  d'une  courbe  gauche  définie  par  huit 
points  1,2,  ..  .,8  (Problème  IV,  n"  342). 

Soient,  en  effet,  m  un  point  quelconque  du  plan  H,  A 
etB  deux  droites  conduites  à  volonté  dans  ce  plan.  Si  l'on 
considère  l'ellipsoïde 

S^12...8/'J, 
le  problème  que  l'on  viei)t  de  résoudre  (n^SSS)   permet 
d'en  déterminer  les  deux  traces  a  et  a,  è  et  [3  sur  chacune 
des  droites  A,  B  et,  par  suite,  de  di'lînir  par  cinq  de  ses 
points  la  trace 

C,  ^nîoaftfi 

de  cet  ellipsoïde  sur  leplan  H.  La  même  construi:(ion,  ré- 
pétée pour  un  second  ellipsoïde 

S'E^12...8m', 
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fournirait  dii  même  dnc[  points  de  sa  trace 

sur  le  plan  considéré;  elles  traces  sw le  même  plan  delà 
courbe  gauche  proposée  12... 8  se  irouferalent  aux  points 
de  rencontre  des  deux  conif/ues  précédentes. 

337.  Problème  IX.  —  Etant  donnés  huit  points  ft  un 
plan  tangent  d'une  surface  du  second  ordre,  construire 
le  centre  et  les  éléments  principaux  de  la  surface,  ou 
seulement  son  point  de  contact  sur  le  plan  donné. 

i).  On  sail  que  la  seotion  d'une  surface  du  second  ordre 
par  l'un  quelconciue  de  ses  plans  tangents  peut  être  : 

Un  système  de  deux  droites  réelles  qui  se  croisent  au 
point  de  contact,  s'il  s'agit  d'une  surface  à  courbures  op- 
posées, hyperboloïde  à  une  nappe  ou  paraboloïde  hyper- 
bolique ; 

Une  ellipse  réduite  n  uu  point,  le  point  de  contact;  ou, 
en  d'autres  termes,  un  système  de  deux  droites  imaginaires 
conjuguées  se  coupant  en  un  point  réel,  s'il  s'agit  d'une 
surface  à  courbures  de  même  sens,  ellipsoïde  ou  hyperbo- 
loïde à  deux  nappes. 

Or,  la  surface  actuelle  touchant  le  plan  H  et  contenant 
les  points  1 ,  2, , . . ,  7,  8,  ainsi  que  la  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  qu'ils  déterminent,  la  section  de  cette 
surface  par  le  plan  H  sera  l'un  des  trois  systèmes  de  deux 
droites  (réelles  ou  imaginaires)  que  l'on  peut  mener  par  les 
traces  de  cette  courbe  sur  ce  plan. 

On  constrni  ra  donc,  eom  me  précédemmen  l  (n"'  352, 356  ), 
les  traces  x,j,  z,  t  de  la  courbe  gauche  (1  2  3  4  5  6  7  8)  sur 
le  plan  H,  ou  deux  des  coniques  qui  se  coupent  suivant  ces 
traces  ;  et  les  sommets  ^,  tî,  Ç  du  triangle  conjugué  commun 
à  ces  deux  coniques  seront  les  points  de  contact  des  trois 
surfaces  répondant  à  la  question. 

Si  les  points  x,^,  3,  f  sont  réels,  ils  donnent  naissance 
à  trois  couples  de  droites  réelles.  Les  points  de  concours 
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^,  K,  Ç,  réels  aussi,  des  deuti  droiics  de  chaque  couijle, 
marquent  les  points  de  contact  sur  L'  plan  H  de  Vois  hj- 
perboloïdes  à  une  nappe,  qui  forment  les  trois  solutions 
du  problème,  et  dont  les  droites  de  chaque  couple  fout  deux 

Si  les  quatre  points  ,t,  y,  z,  i.  communs  aux  deux  coni- 
ques sont  imaginaires,  ils  donnent  lieu,  comme  on  sait,  à 
une  couple  de  droites  réelles  et  à  deux  couples  de  droites 
imaginaires  conjuguées  se  coupant  en  un  point  réel.  Les 
sommets  ^,  17,  Ç  du  triangle  conjugué  commun  aux  deux  co- 
niques sont  encore  réels  et  marquent  encore  les  traces  sur 
le  plan  H  de  trois  surfaces  répondant  à  la  question  :  un 
hjperboloïde  à  une  nappe  dont  les  sécantes  réelles  font 
deux  génératrices  rccliligiies,  et  deux  fui faces  à  courbures 
de  même  sons,  ellipsoïde  ou  hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin,  si  deux  des  quatre  poinis  x,  y,  s,  t  communs  aux 
deux  coniques  sont  réels,  les  deux  autres  étant  imaginaires  ; 
ils  donnent  Heu  à  une  seule  couple  de  sécantes  réelles  et  ;i 
deux  couples  de  sécantes  iitiaginaires,  non  conjuguées,  qui 
se  coupent  dès  lors  en  des  poinis  imaginaires.  Un  seul  des 
sommcis  du  triangle  conjugué  ^ï;^  commun  aux  deux  co- 
niques est  réel,  et  l'unique  solution  du  problème  est  four- 
nie par  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

2),  Le  point  de  contact  déterminé,  on  2  neuf  poinis  de 
la  surface  dont  le  centre  et  les  éléments  principaux  peuvent 
dès  tors  être  obtenus  de  bien  des  manières  différentes. 
Mais  les  données  spéciales  du  cas  actuel,  les  constructions 
qu'il  a  fallu  effectuer  dans  le  plan  tangent  donné  pour  en 
obtenir  le  point  de  contact,  permettent  d'achever  le  pro- 
blème plus  simplement,  comme  il  suit. 

Les  constructions  déjà  eiïec tuées  nous  ont  donné  en  elfet, 
en  même  temps  que  le  plan  de  contact,  Informe  el  In  di- 
rection de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  tangent 
donné  et,  par  suite,  la  forme  et  la  direction  de  toutes  les 
sections  parallèles.  Il  eu  résulte,  la  surface  éiaul  inainle- 
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naiJi  rapportéfi  à  1  ociaùdrc  iusciii.  1  2. .  .56  par  l'équation 

(û)  ^S„P,Q,r^O, 

que  sa  trace  sur  un  plan  quelconque  H',  parallèle  au  pré- 
cédent, est  connue  de  forme  et  de  direction,  et  apparlient 
d'ailleurs  à  la  série  triplement  indélerminée  des  coniques 
confenues  dans  l'équalion  analogue 

Or  toutes  celles  de  ces  courbes  qui  sont  liomoilitliijues  h 
ïine  conique  donnéeont  deux  poinis  communs,  lesquels  ap- 
partiennent à  la  droite  unique  et  déterminée  (n"i52, 
p.  iSy)  que  renferme  l'équation  (i),  et  qui  sont  fournis 
par  les  traces  de  cette  droite  sur  l'une  des  courbes  homo- 
tbétiques  de  la  série,  telle  que 

D'ailleurs  celte  dernière  couibe,  donnée  de  forme  cl  de  di- 
rection et  conjuguée  à^tiois  couples  de  points  connus 
(11"  151,  p.  i56j,  est  déterminée.  Il  en  est  de  même  de 
ses  traces  m,  m' sur  la  droite  précédente,  et  la  section  de  (a 
surface  par  le  plan  H'  déjà  donnée  de  forme  et  de  direction, 
contient,  en  outre,  cbacun  des  points  m,  m'.  Mais,  si  le 
plan  sécant  H'  a  été  conduit  par  l'un  des  points  restants  7 
ou  8,  cette  section  contient  aussi  le  point  7,  ou  le  point  8, 
et  se  trouve  complètement  déterminée.  On  pourra  donc 
construire,  outre  la  section  langentîelle  H,  deux  autres  sec- 
tions H',  H"  parallèles  à  celle-là,  et  en  déduire  immédia- 
tement le  centre  et  trois  diamètres  conjugués  delà  surface. 
358.  Observation.  —  Nous  venons  de  dire  que  les  sec- 
lions  H,  H',  H"  sont  connues  de  forme  et  de  direction  i  ce 
qui  est  évident  et  ne  demande  aucune  explication  dans  le 
cas  où  la  section  tangentielle  H  se  compose  de  deux  droites 
réelles  que  l'on  n'a  plus  qu'à  iransporlcr  parallèlement  à 


y  Google 


DC     PARABOLOÏBE    nÉFIKr    PAR    HUIT    POIK  IS.  %9 

elles-mêmes  dans  chacun  des  plans  H' ou  H"  pour  avoirles 
directions  asymptotiques  des  sections  correspondantes.  Si 
la  section  tangentielle  se  compose  de  deux  droites  imagi- 
naires conjuguées,  ou  se  réduit  à  une  ellipse  évanouissante 
E,  on  connaît  encore  non-seuienient  le  centre  A,  mais 
aussi  la  forme  de  cette  ellipse,  laquelle  est  caraciérisée  par 
les  directions,  que  l'on  peut  construire,  de  ses  divers  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués.  La  fonction  E  :^  o  relative 
à  cette  ellipse  étant,  en  effet,  une  combinaison  linéaire  des 
fonctions  S,  S'  relatives  aux  deux  coniques  auxiliaires  qui 
en  ont  déjà  fourni  le  centre  /(,  on  a  identiquement 

S  -i-  S'  =  E. 
Les  polaires  d'un  point  quelconque  m  de  la  figure,  par  rap- 
port aux  trois  courbes,  donnentlieu  à  une  identité  analogue 

Ces  polaires  concourent  en  un  même  point  m',  et  les  droites 
hm,  hm  ,  menées  de  ces  points  au  centre  de  l'ellipse  E, 
font  deux  diamètres  conjugués  de  cette  courbe.  Or,  les  co- 
niques S,  S'  étant  connues,  on  peut,  quel  que  soit  le 
point  m,  construire  le  point  m'.  Donc,  etc. 

359.  PiiOBLÈME  X.  — -  Construire  la  direction  des  dia- 
mètres et  les  élémeii (s  principaux  d'un  paraholoïde  défini 
par  huit  points. 

i).  Tout  paraboloïde  étant  langent  au  plan  à  l'infini, 
la  direction  du  point  à  Vinjini  suivant  lequel  se  fait  \g 
contact  et  la  direction  des  diamètres  du  paraboloïde  se  con- 
fondent. La  première  moitié  du  problème  dépend  donc  de 
celle  question  que  l'on  vient  de  résoudre  :  ii  Etant  donnés 
huit  points  et  un  plan  tangent  d'une  surface  du  second 
ordre,  construire  le  point  de  contact  de  la  surface  sur  le 
plan  donné;  »  le  plan  donné  acluellemenl  n'étant  autre 
que  le  plan  à  l'infini. 

On  déterminera  donc  les  traces,  sur  ce  plan,  de  la  courbe 
gauche  123456  7  8,  ou  deux  des  cônes,  de  même  som- 
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met  o  doai  les  génératrices  communes  ox,  oj,  oz,  ot 
aboutissent  à  ces  traces  et  en  marquent  les  directions. 

Si  ces  quatre  gcnératrices  sont  réelles,  elles  donnent 
naissance  à  trois  couples  de  plans  diagonaux  réels,  elles 
droites  d'intersection  o^,  ot,,  o^  des  deux  plans  de  cliafjue 
couple  représentent  les  directions  diamétrales  de  tj'ois  pa- 
rahaloïâes  Aj'pecèo/içupj  répondant  au  problème  et  dont  les 
plansdirecteurs  coïncident  avec  les  plans dechaquecoiiple. 

Si  les  quatre  génératrices  sont  imaginaires,  elles  donnent 
lieu  à  une  couple  de  plans  réels  et  à  deux  couples  de  plans 
imaginaires  conjugués  se  coupant  en  une  droite  réelle.  Les 
arêtes  o^,  on,  oÇ  du  trièdre  conjugué  commun  aux  deux 
cônes  donnent  encore  les  directions  diamétrales  de  trois 
paraboloïdés  répondant  au  problème  :  un  paraboloïde  hy- 
perbolique dont  les  deux  plans  réels  représentent  les  plans 
directeurs,  et  deux  paraboloïdés  elliptiques. 

Enfin,  si  deux  des  génératrices  communes  aux  deux 
cônes  sont  réelles,  les  deux  autres  étant  imaginaires;  elles 
donnent  lieu  à  une  seule  couple  de  plans  réels  et  à  deux 
couples  de  plans  imaginaires  non  conjugués.  Une  seuledes 
arêtes  du  trièdre  conjugué  commun  aux  deux  cônes  est 
réelle,  et  l'unique  solution  du  problème  est  fournie  par  nu 
paraboloïde  Jtyperboiique  dont  les  deux  plans  réels  repré- 
sentent encore  les  plans  directeurs. 

2),  La  direction  des  diamètres  étant  connue,  nous  pour- 
rions regarder  le  paraboloïde  comme  défini  par  neuf  points 
dont  l'un  situé  à  l'infini  dans  cette  direction,  et  l'un  des 
problèmes  antérieurs  nous  permettrait  d'en  obtenir  le  plan 
tangent  en  chacun  des  points  1,  2,  3;  soit  T  l'un  de  ces 
plans  tangents.  Par  le  point  de  contact  corrcspondanii  ou 
2,  ou  3,  imaginons  un  plan  X  perpendiculaire  à  l'axe,  ou 
à  la  direction  des  diamètres;  et  diminuons  de  moitié  les.or- 
données  abaissées  des  divers  points  du  plan  T,  normalement 
au  second  X.  Réduites  de  la  sorte,  les  extrémités  de  toutes 
ces  nouveUcs  ordonnées  appartiennent  à   tn 
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plans  T,,  ou  Ts,  ou  Ta,  lesquels  se  coupent  suivant  le  som- 
met du  paraboloïde.  C'est  ce  qui  résulte  de  ia  situation  du 
sommet  par  rapport  au  segment  intercepté  sur  1  axe  par 
un  plan  tangent  quelconque  et  le  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  mené  par  le  point  de  contact.  Mais  c'est  aussi  un 
théorème  connu,  que  toutes  les  sections  planes  d'un  para- 
boloïde se  projettent  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
suivant  des  courbes  liomo  thé  tiques.  D'ailleurs,  la  projec- 
tion de  la  section  123  est  délinie,  comme  celte  section 
elle-même,  par  trois  points  et  trois  tangentes;  et  l'on  peut 
construire  les  directions  de  ses  axes  principaux,  parallèles 
aux  plans  principaux  du  paraboloïde. 

Mais,  comme  les  constructions  qui  nous  ont  fourni  déjà 
la  direction  des  diamètres  nous  peuvent  fournir  en  même 
temps  la  forme  commune  et  la  commune  direction  des  sec- 
tions perpendiculaires  à  l'axe ,  nous  pouvons  aussi,  comme 
au  n"  a)  du  problème  IX,  déterminer  complètement  deux 
de  ces  sections  et  en  déduire  tous  les  éléments  principaux 
du  paraboloïde. 

360.  Probli^me  si.  —Etant  donnés  huit  points  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  faire  passer 
par  ces  points  un  cône  du  second  degré. 

On  sait  que  ce  problème  admet  généralement  quatre 
solutions  et  que  les  sommets  des  quatre  cônes  qui  le  ré- 
solvent coïncident  avec  les  sommets  d^un  tétraèdre  con- 
jugué commun  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que 
l'on  peut  conduire  par  les  huit  points  donnés,  ou  par  la 
courbe  gauche  qu'ils  déterminent  :  proposition  importante 
qui  a  paru  d'abord  dans  le  Traité  des  Propriétés  projec- 
tives,  et  sur  laquelle  on  peut  consulter  le  bel  ouvrage  de 
M.  G.  Salmom  [A  Treatise  on  ihe  Ânaljtic  Geometrj , 
1862,  p,  93}-  Proposons-nous  donc  seulement  de  cOKjtrmVe 
les  sommets  des  quatre  cônes  du  second  ordre  que  Von 
26 
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saù  devoir  passer  par  la  courbe  gauche 
C,i=  12345678. 
i).  Pour  uola,  nous  rappellerons  d'abord  que  laseclion, 
par  l'un  quelconque  de  ses  plans  langer. ts,  de  loule  surface 
du  second  ordre  menée  par  la  courbe  préccdeute,  se  réduit 
à  un  système  de  deux  droites  contenant  les  sommets  x,  j^ 
z,  (  d;i  quadrangle  déterminé  dans  cette  courbe  par  le  plan 
considéré  {fig-  77).    Ces    deux    droites,    d'ailleurs,    sont 


réelles  ei  distinctes,  et  représoment  les  deux  génératrices 
rectilignes  comprises  dans  le  plan  tangent,  s'il  s'agît  d'une 
surface  réglée  quelconque,  hyperboloïde  à  «ne  nappe,  ou 
paraboloïde  hyperbolique.  Dans  le  cas  spécial  d'une  sur- 
face conique,  ces  deux  droites  doivent  se  confondre  en  une 
seule  suivant  la  génératrice  de  contact  XY  ;  et  les  sommets 
X  et  t,  y  et  z  du  quadrangle  précédent  se  confondent  aussi 
deux  à  deux.  En  même  temps  les  cordes  xt,  yz  se  chan- 
gent en  deux  tangentes  de  la  courbe  gauche  C,,  tangentes 
situées  dans  un  môme  plan  et  dont  la  corde  de  contact  XY 
contient  le  sommet  de  l'un  des  cônes  cherchés. 

Si  l'on  prend  dès  lors  à  volonté  un  point  X  sur  la  courbe 
gauche  12... 7  8,  la  génératrice  XY,  issue  de  ce  point,  de 
l'un  quelconque  des  quatre  cônes  du  second  ordre  menés 
par  cette  courbe,  devra  la  rencontrer  en  un  deuxième 
point  Y,  tel  que  la  tangente  en  ce  point  et  la  tangente  au 
point  de  départX  se  trouvent  dans  un  même  plan. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que   chacune  des  (angentcs  XX' 
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d'une  courbe  gaucte  du  qualrième  o 
néral  quatre  autres  tangentes  (YY', . 
et  qu'il  est  facile  de  définir. 

Que  l'on  imafjine,  en  effet,  un  cô 
ayant  pour  sommet  le  point  X  pris  à 
Ci  et  celte  courbe  elle-même  poui 


)de 


SOMMETS.  4o3 
enconire  en  gé- 
;  courbe 


quelci 


ique  mené  pa 


le  auxiliaire  (X,  Cjj, 
voloiilé  sur  ta  courbe 
directrice.  Un  plan 
le  pouvant  couper  lu 


directrice  en  plus  de  trois  points  (outre  le  point  X),  ni  le 
cône  lui-même  en  plus  de  trois  génératrices;  ce  cône  sera 
du  troisième  ordre,  et  sa  trace  sur  un  pian  quelconque  P 
e  courbe  du  troisième  degré  C3,  que  l'on  peut  définir  par 


iif  de  ses  points  :  les  projections  1', .  .  .,8'  des 
donnés  1 , . . . ,  8  et  la  trace  x  sur  le  même  plan  de  la  tan- 
gente menée  à  la  directrice  parle  point  X.  Or  on  sait  con- 
struire un  neuvième  point  X  de  la  directrice  et  la  tan- 
gente XX'  en  ce  point  (n"'  332  et  3M). 

Actuellement,  si  une  autre  tangente  YY'  de  la  directrice 
s'appuie  sur  la  première  XX'  {fig.  78),  sa  perspective  1;^-', 


îurle  plan  Pet  suivant  le  poi 
H  la  courbe  C3  et  passera  d'à 


'ueX,  sera  tangente  1 
3  par  le  point  x.  Or, 
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un  point  X  d'une  courbe  du  troisièiiio  degré,  on  peut,  eu 
géuéral,  mener  à  cette  courbe,  oulre  la  tangente  en  ee 
point,  quatre  tangentes  xj,  xJy,  xyy^,  ocj'3  ;  cl  l'on  ne  peut 
eu  mener  un  plus  grand  nombre.  El  si  l'on  suppose  le  tracé 
de  ces  tangenles,  ou  la  détermination  de  leurs  points  de 
contact  y,  Tijjj'jjjfj,  chacune  des  droites  menées  de  l'un 
de  ces  points  au  point  X  contiendra  le  sommet  de  l'un  des 
quatre  cônes  que  l'on  cherche. 

Les  mêmes  constructions  recommencées  avec  un  aulre 
point  Ç  de  la  même  courbe  gauche  Ci  fourniraient  de  même 
quatre  nouvelles  droites 


R  point  et  rencontrant  une  à  une  les  précédentes 
XT,  XY,,  XT„  XT„ 


S,  S,,  s„  s, 

des  quatre  cônes  répondant  à  la  question. 

Telle  serait  donc  une  première  solution  théorique  du 
problème.  Sa  construction  effective  suppose,  comme  on 
voit,  étant  donnés  neuj'  points  d'une  courbe  plane  du 
troisième  degré  que  l'on  sache  constiiiire,  les  quatre  tan- 
gentes menées  à  cette  courbe  par  Vun  de  ces  points,  ainsi 
que  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

2).  Mais  l'intervention  d'une  proposition  antérieure 
permet  de  ramener  le  problème  à  des  termes  beaucoup  plus 
simples,  et  de  réduire  toute  la  construction  au  (racé  de 
deux  coniques  seulement. 

Inscrivons,  en  effet,  à  la  courbe  gauche  proposée  12... 7 8 
deux  hexaèdres 

H  =  12  3<i4icrf,     lV  =  l2  3i!o/,'c'd', 

ayant  une   face  commune  1  2  3«,  et  dont  la  constiuction 
peuL  se  réaliser  parla  règle  et  le  compas  (11"  348,  p.  ?iS'j). 
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La  courbe  gauche  1  2.  .  .78  élasit  située  lout  entière  sur 
chacun  Jes  cônes  cherchés,  ceux-ci  à  leur  tour  seront  cir- 
conscrits à  chacun  des  hexaèdres  H,  H';  et  leurs  sommets 
devant  appartenir  (n"  30-4,  p,  34i)  à  chacune  des  cubiques 
gauches  Cg,  C'^,  lieux  géométriques  des  sommets  desc6nes 
du  second  ordre  circonscrits  à  Vun  ou  l'autre  de  ces 
Aex«èrfre«  j- ces  deux  dernières  courbes  devront  se  couper 
en  quatre  points  au  moins,  en  cinq  au  plus,  parmi  les- 
quels se  trouveront  les  sommets  cherchés.  Mais  la  seconde 
hypothèse  se  réalise  seule  ici.  Nos  deux  courbes  ayant, 
dans  le  point  de  concours  O  des  diagonales  de  la  face  1  23i7 
communo  aux  deux  hexaèdres  H  et  H',  un  premier  point 
commun,  étranger  évidemment  au  problème  principal, 
mais  qui  nous  va  conduire  toutefois  aux  quatre  points  qui 
le  résolvent. 

Que  l'on  imagine,  en  effet,  deux  cônes  auxiliaires  du 
second  ordre  ayant  pour  sommet  commun  le  point  O,  pour 
directrices  respectives  les  deux  cubiques  gauches  Cj,  C'^jCt 
pour  génératrices  communes  les  droites  OS,, .  . . ,  OSj  me- 
nées de  ce  point  à  ceux  que  l'on  cherche.  En  vertu  du  théo- 
rème déjà  indiqué  (n"  304,  p.  34t),  les  droites  menées, 
dans  chacun  des  hexaèdres  H,  H',  du  point  0  aux  points  de 
concours  des  premières  diagonales  de  toutes  les  autres 
faces,  fourniront  cinq  génératrices  distinctes  de  chacun  de 
ces  cônes.  On  pourra  donc  construire  les  traces  de  ceux-ci 
sur  un  plan  auxiliaire  quelconque;  et  les  droites  menées 
du  point  O  aux  quatre  points  d'intersection  des  deux  coni- 
ques résultantes  iront  couper  l'une  ou  l'autre  des  deux 
cubiques  gauches  Cs,  C^  en  des  points  S,, .  .  . ,  S,,  que  l'on 
peut  déterminer  par  le  seul  emploi  de  la  règle,  et  qui  ré- 
solvent la  question. 

361.  Remarque  J.  —  Etant  donué  le  sommet  x  de  Vun 
des  quatre  cônes  précédents ,  on  peut  construire  par  le 
seul  emploi  de  la  règle  le  plan  jzt  des  trois  autres  sorti- 
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mets,  ou  le  plan  polaire  du  sommet  x   par  rapport  aux 
différentes  surfaces  de  la  série. 

Soient,  effectivement,  X^olesommet  de  l'un  des  cônes 
du  second  ordre  passant  par  les  points  donnés  1 , . ,  . ,  8,  ou 
P) .  .  .  Pj  =^  o.  Ce  cône  étant  circonscrit  à  chacun  des  oc- 
taèdres 1  .  .  .6,  2.  .  .7,  3.  .  .8,  il  existe,  par  rapport  à  cha- 
cun de  ces  octaèdres,  un  point  X',  ou  X",  ouX'"  conjugué 
au  sommet  de  ce  cône  et  défini  par  l'une  des  îdeniilés 


LespointsX  etX',Xei  X",X  et  X'",  conjugués  deux  à  deux 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  seraient 
circonscrites  à  l'un  des  octaèdres  i... 6,  ou  2. ..7,  ou  3. ..8 
(n"  171,  p.  i74)>  soïi'  aussi  conjugués  par  rapport  à  cha- 
cune des  surfaces  circonscrites  au  groupe  total  12. .  .  78; 
et  le  plan  polaire _yzf  du  sommet  X,  par  rapport  à  l'une 
(juelconquc  de  ces  surfaces,  n'est  autre  que  le  plan  X'X"X°', 
que  l'on  sait  construire  {n"'  267  et  269).  D'ailleurs  les 
traces  sur  ce  plan  de  l'une  des  cubiques  gauches  précédem- 
ment définies  fourniraient  les  sommets  restants  y,  s,  t. 

362.  Remarque  II.  —  Etant  donnés  les  sommets  x  ely 
de  deux  quelcottques  des  quatj-e  cônes  1  2. .  .8,  on  peut 
construire  par  la  l'ègle  seulement  la  droite  qui  réunit  les 
deux  autres  sommets . 

§  IV.  —  De  quelques  pi oblèines  sur  les  cônes  du  si-cond 
degré. 

363.  Un  plan  (ransversal  quelconque  rencontrant  une 

courbe  ^'auche  du  quatn'ènie  ordre  et  un  pentagone  gauche 
inscrit   à  cette  courbe  suivant  un  qnadrangle  et  un  peiiia- 
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gone  plans  conjugues  à  une  niÈnie  conique  C  (n"  330, 
p.  371);  si  le  plan  transversal  est  le!  {J^g-79)-,  que  les 
sommets  x  et  y.  3  et  î  Je  ee  quadrangle  se  confondent  deux 
;i  deux,  les  droiles  conjuguées  xl  eljz  se  confondront  en 


même  temps  suivant  une  même  droite  XZ;  et  celte  der- 
nière devant  eoii tenir  son  propre  pôle  par  rapport  à  la  co- 
nique C  sera  tangente  à  cette  conique. 

C'est  ce  qui  se  produit  en  particulier  pour  la  secliou 
d'une  courbe  gauche  Ci  par  l'un  quelconque  des  plans  tan- 
gents à  l'un  des  cônes  du  second  ordre  menés  par  cette 
courhe.  La  section  correspondante  du  cône  doilse  réduire, 
«n  effet,  à  un  système  de  deux  droiles  coïncidentes  formées 
de  deux  côtés  opposés  Xt,jz  du  quadrangle  déterminé  dans 
la  courbe  par  le  plan  sécant,  et  le  système  de  ces  côtés  à 
une  droite  unique  XZ  qui  louche  la  conique  conjuguée 
au  pentagone  plan  dérivé  d'un  pentagone  quelconque  in- 
scrit à  la  courbe  primitive.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  Von  considère  tous  les  cônes  du  second  ordre  menés 
en  nombre  infini  par  cinq  points  fixes  1 ,  2, .  .  . ,  5  tangen- 
tielleinent  à  un  plan  donné,  V enveloppe  des  génératrices 
de  contact  de  ces  cônes  et  de  ce  pian  est,  une  conique  :  la 
conique  conjuguée  au  pentagone  gauche  1  2.  .  .  5  ou  an 
pentagone  plan  dérii-é  de  celui-là. 

364.  On  peut  d'ailleurs  établir  diicrlement  ce  théorème 
de  la  manière  suivante. 
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Rapportons  ï'un  quelconque  des  cônes  dont  il  s'agit 
{fig.  80)  à  un  trièdre  variable  (s,  oGG')  formé  du  plan 
tangent  donné  .voG,  A  =  o,  d'un  second  plan  tangent  va- 
riable ^ûG',  n  =  o,  issu  d'une  origine  fi-ie  o  prise  arbitrai- 

Tig.  So. 


rement  dans  le  premier,  ei  enfin  du  plan  ^GG',  X  =  o 
mené  par  les  génératrices  de  contact  des  deux  précédents. 
L'équation  correspondante  de  ce  cône, 

m .  AB  —  X=, 

appliquée  à  chacun  des  points  donni's  '!,...,?>,  entraine 
une  suite  d'égalités  que  l'on  peut  écrire 

,„,  »,.B,  =  |i,...,      ,..B.=  H; 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  la  relation 

à  laquelle  donuetU  lieu  les  distances  de  cinq  points  déler- 
miniis  à  un  plan  qaclcûiKiua  B  =^  o.  i!  viejil 

(     '■  K    ■  .        ^^o- 

[Z,  p,   ^^    -1-..  .-r-  [/.   ^^ 

OU  encore,  et  après  avoir  l'ait  passer  dans  les  coefficients  les 
nombres   fixes  Ai,...,j\^  qui  mesurent  les  distances  des 
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poiiits  1,.  .  .,o  au  plan  taugenl.  doiiwû  A^;  o, 

Telle  est  la  relation  entre  les  distances  X,, .  .  . ,  X»  "^^^ 
points  donnés  1, ,  .  . ,  5  au  plan  mobile  X  ^^  o,  ou  l'équa- 
tion tangentîelle  de  son  enveloppe,  laquelle  apparaît  d'a- 
bord comme  une  surface  du  second  ordre  conjuguée  au 
pentagone  gauche  12... 5.  Mais,  si  l'on  remarque  (jue 
pour  chacun  des  cônes  considérés  le  plan  X=o  peut 
tourner  d'une  manière  quelconque  autour  de  la  génératrice 
de  contact  (o^A^X)  de  ce  c6ne  et  du  plan  tangent 
donné  A  =  o,  ou  autour  de  sa  propre  trace  sur  ce  plan,  on 
reconnaît  aussitôt  que  l'équation  (a')  doit  définir,  non 
l'enveloppe  même  du  plan  mobile  X  ^^  o,  mais  seulement 
celle  de  sa  trace  sur  le  plan  donné  A  =  o.  Cette  enveloppe, 
ou  la  surface  représentée  par  l'équation  (a'),  se  réduit  donc 
à  une  coniqua,  située  dans  le  plan  tangent  donné  A  =  o,  et 
conjuguée  au  pentagone  gauche  1  2 ...  S,  ou  au  pentagone 
plan  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces  des  côtés 
successifs  de  celui-là  sur  le  plan  donné  A  =  o, 

365.  Problème  XII.  —  Délermmer  le  soimiict  d'an 
cane  du  second  ordre  défini  par  six  points  1 ,  2, .  .  . ,  li  e/ 
un  plan  tangent. 

La  génératrice  de  contact  oz  du  cône  que  l'on  clierthe  et 
du  plan  tangent  donné  zox  est  tout  d'abord  désignée,  par  le 
théorème  précédent,  comme  l'une  des  quatre  tangentes 
communes  à  deux  coniques  (*)  que  l'on  peut  construire, 
situées  l'une  et  l'autre  dans  ce  plun,  et  iTspectivement  con- 

(")  Six  poinls  situés  d'une  manière  ((uelconque  dans  l'espace  donnniit 
lieu  à npenlSEfones  gauches  12345,  23456,  34561, ...,  ou  il  n  pentnEones 
plans  ayant  ponr  sommets  successifs  les  traces,  sur  un  plan  quelconque, 
des  côtés  EUcCBEsits   de»  précédents  ;  les  coniques  conjuguées   aus  a  der- 
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jugiiées  aux  peniagones  gaunlies  1234;;,  23i56  formés  cl 
cinq  des  points  donnes,  ou  aux  pentagones  plans  dénv< 
deoe.,:,-]à{fe.8.). 


Une  fois  déterminées  celte  génératrice  oz  et  sa  (race  o 
sur  le  plan  1  23,  la  position  dn  sommet  s  en  résulto  d'une 
manière  bien  simple.  L'on  a,  en  effet,  quatre  points 
1,  2,  3,  o  de  la  section  du  cône  correspondant  par  le  plan 
123,  et  la  tangente  ox  en  l'un  de  ces  jwints.  Cette  section 
est  déterminée,  et  l'on  peut  construiie  sa  deuxième  trace 
4'  sur  le  plan  mené  par  la  génératrice  oz  et  le  point  4.  Me- 
nant ensuite  la  droite  indéfinie  44',  le  sommet  cherché  s  se 
trouvera  au  point  de  rencontre  de  celle  droile  et  de  la  gé- 

Ceile  génératrice  est  d'aiHcurs  susceptîhlede  quatre  dé- 
lermiiiaiions  distinctes,  el  le  problème  proposé  admet 
quatre  solutions.  Le  problème  du  cylindre  parabolique  dé- 
fini par  six  points  est  compris  dans  celui  que  l'on  vient  de 
résoudre. 

366.  Problème  XIIL  —  Déieimimr  lo  somuu^t.  d\m 
cône  fiu  second  oj-dre  défini  par  quatre  points  et.  deux 
plans  tangents  (AB  =  o). 

La  trace  du  cône  sur  le  plan  123  (fig.  82)  est  déterminée, 
bien  quedequatrcmanières  différentes,  par  trois  points!, 2, 3 
et  deux  tangentes  oa,  ob  ;  il  ne  reste  donc  plus  qu'à  mener 
pai'  le  quatrième  point,  4,  une  droile  qui  s'appuie  à  la  fois 
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sur  l'une  des  coniques  (1,2,3,M,i)  que  l'on  vient  de 
définir  et  sur  la  droiie  d'intersection  os  des  deux  plans 
tangents  donnés.  Les  droites  menées  du  point  4  à  l'une 
ou  à  l'autre  des  deux  traces  i'  ou  i"  du  plan  (-î,  os) 
Fis-  3,. 


sur  celle  conique  remplissent  celle  double  condition;  et 

leurs  traces  sur  la  droite  os  soni  les  sommets  de  deux  des 
cônes  cherchés. 

Le  problème  proposé  admet  donc  1X2  ou   huit  solu- 
tions distinctes. 

Mais  on  peut  procéder  autrement  et  traiter  à  la  fois  le 
problème  proposé  et  le  problème  plan  auquel  il  se  réduit. 

Si  l'on  représenlc,  eu  effet,  par  la  seule  étjualioii 
X^  =  J.AB 

le  cône  cherché,  ou  la  conique  qui  en  marque  la  iracc  sur 
le  plan  123,  on  pourra,  des  égalités 


résultant  de  la  situation  des  points  1,  2,  3,  i  sur  ce  cône, 
des  poiuls  1,  2,  3  sur  cette  conique,  déduire  les  proportions 

±  X,  ;  X,  :  X,  :  X4  :^  y/ÂTËi" :  \JÂ^,  :  v/AjE,  :  \/a7bT^ 

Le  plan  ou  la  droite  que  l'on  cherche  X=^  o  se  trouvent 
donc  définis  par  les  rapports  de  leurs  distances  aux  points 
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1  el  2,  1  et  3,  1  et  i,  ou  aux  seuls  points  1  et  2,  1  et  3;  di; 
telle  sort«  que  l'on  peut  construire,  bien  que  de  deux  ma- 
nières différente»,  à  cause  de  l'ambiguïté  des  signes,  leurs 
traces  respectives  sur  chacune  des  droites  d  2, 1  3, 14,  ou 
sur  les  seules  droites  12  et  i 3.  Ou  aura  donc  aiusi  2. 2. 2 ou 
8  déterminations  distinctes  du  plan  X  =  o  mené  suivant 
les  génératrices  de  contact  des  deux  plans  tangents  donnés 
et  du  cône  [i,  2,  3,4)  que  l'on  cherche;  et  seulement  2,2  ou 
4  détenu  in  allons  différentes  de  la  corde  de  contact  X  =  o 
de  la  conique  (1 ,  2, 3}  el  des  deux  tangentes  données. 

367.  Problème  XIV.  —  Construire  un  cône  du  necond 
degré  défini  par  deux  points  et  trois  plans  tangents  ou 
une  conique  définie  par  troif  tangentes  et  deux  points 
(/^■83). 

l'if;,  S'i. 


Clierclioiis  le  pôle  X  :=  o  de  la  cordi?  qui  réunit  les 
deux  points  donnés  A .  15  =  o  ;  tl,  à  cet  effet,  appliquons 
l'équation  tangentie/le  de  la  conique  cherchée 

X'=X.AB 

à  chacune  des  tangentes  données  1,  2,  3.  L'élimination  du 
paramètre  7.  entre  les  égalités  résultantes 

X;  =  J.A,B,,     x:=/.AiE,,     X^^Î..AiB5 
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entraînant  les  proporlions 

±X,  ;  x,  :  Xj=:  v/aTë;  :  v'AsB,:  \/a,b,,  : 

on  connaît  les  rapports  des  distances  à  deux  quelconques 
des  tangentes  données  1,2,  3  du  pôle  inconnu  X,  qui  se 
trouvera  dès  lors  au  point  d'intersection  de  deux  droites 
susceptibles  l'une  et  l'autre,  à  cause  de  rarabi^uïté  des 
signes,  de  deux  déterminations  distinctes,  et  que  l'on  peut 
construire. 

368.  Peobièmb  XV. —  Déterminer  le  sommet  A''un  cône 
du  second  ordre,  défini  par  cinq  points  et  une  génératrice 
recti  ligne, 

La  question  peut  d'abord  se  traiier  dans  ]c  plan,  et  l'in- 
tervention du  tbéorèine  de  Pascal  permet  de  la  réduire  à 
ce  problème  connu  susceptible,  comme  on  sait,  de  deux 
solutions  distinctes  :  inscrire  à  un  triangle  donné  un  se- 
cond triangle  dont  les  côtés  passent  respectivement  pnr 
trois  points  donnés. 

Mais  au  lieu  de  transporter  dans  le  plan  le  problème 
proposé,  qui  est  solide,  on  le  résout  plus  simplement  dans 
l'espace  eu  observant  que,  assujellis  à  passer  l'un  et  l'autre 
par  les  points  1 , . .  . ,  5  et  à  avoir  une  génératrice  commune 
dans  la  droite  donnée  OZ,  les  deux  cônes  cberchés  se  cou- 
peront suivant  une  cubique  gauche,  laquelle,  devant  pas- 
ser par  chacun  des  points  1 , .  .  . ,  5  e(  s'appuyer  en  deux 
points  S,  S'  sur  la  droite  OZj  se  trouve  entièrement  déter- 
minée. D'ailleurs,  comme  chacun  des  cônes  ayant  pour 
sommet  l'un  des  points  d'une  cubique  gauche,  et  pour  di- 
rectrice cette  courbe  elle-même,  est  du  second  ordre;  on 
aura,  dans  les  droites  menées,  de  l'un  quelconque  des  deux 
points  S,  S',  à  l'autre  et  aux  points  donnés  1 , .  .  . ,  S,  six  gé- 
nératrices d'un  même  cône  du  second  ordre;  dans  ces  points 
eux-mêmes,  S,  S',  les  sommets  des  deux  cônes  que  l'on 
cherche.  Le  problème  est  donc  ramené  à  la  recherche  des 
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deuxtraces  S,  S'  d'uiie  droite  donnée  OZ  sur  une  cubique 
gauche  assujettie  à  s'appuyer  en  deux  points  sur  cette 
droite  et  à  passer  en  outre  par  cinq  points  donnés.  Or  les 
côtés  d\n  triangle  {ISS')  inscrit  à  une  cubique  gauche, 
et  ceux  du  quadrilatère  2il45  déternnné  par  le  plan  de  ce 
triangle  dans  un  tétraèdre  (234o)  inscrit  à  la  coui-hc, 
/ont  sept  tangentes  d^ une  même  conique  (11°  287,  p.  SaS): 
et  l'on  coianak  ici  le  plan  (ISS')  ou  (1,  OZ)  de  celte  co- 
nique et  cinq  de  ses  tangentes  qui  soul  les  côtés  du  quadri- 
latère 23i5  elia  droite  SS'  ouOZ.  On  pourra  donc  mener 
du  point  1  à  celte  courbe  deux  nouvelles  tangentes  1  S,  1  S', 
et  leurs  traces  sur  la  droite  OZ  fourniront  les  sonimetsdes 
deux  cônes  répondant  à  la  question. 
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PROPRIÉTÉ  DE  NEUF  PLANS  ASSOCIÉS. 

SoHUAmE.  —  Des  surfaces  du  seconJ  ordre  inscrites  b  nn  même  groupe  do 
huit  plans  et  de  lu  développable  du  quatrième  degré  circonscrite  a 
toulfls  ces  surfaces.  —  Proprièlé  de  neuf  plans  asaodés  quelconques,  et 
trnnalalion  da  théorème  currëlatif  de  celui  de  Desargues  à  la  figure 
formée  de  neuf  plans  tangcnls  d'une  développablc  D^.  —  Constiuctian, 
il  roide  de  ce  théorème,  d'un  neuvième  plan  tangent  à  la  surface  et  des 
éléments  principaos  d'un  paraboloîdo  ou  d'une  conique,    défloîs   par 


G  I,  —  De  la  propiiétè.  da  six  tangentes  d^uiie  conique. 
transportée  à  neuf  plans  tangents  d'une  développahle 
de  la  quatrième  classe. 

369.  Un    pian    mobile    étant    rappoi'ié    à    un    système 
d'axes  ox,  oy,  oz  par  une  équadon  de  la  forme 

(o)  .rX^rY-H^Z=., 

le  mouvement  de  ce  plan  et  la  nature  de  la  surface  qu'il 
enveloppe  dépendcni  uniquement  delà  forme  de  la  rela- 
tion que  Ton  voudra  établir  eiiue  les  paramètres  X,  Y,  Z 
qui  figurent  dans  son  équation.  Si  cette  relation  est  du 
premier  degré,  par  rapport  à  ces  paramètres,  ou  du  se- 
cond, ou  dti  H"""",  l'enveloppe  da  plan  mobile  est  de  la 
première  classe,  ou  de  la  seconde,  ou  de  la  n""",  confor- 
mément au  nombre  i,  ou  2,  ou  n  des  pians  que  l'on  peut 
mener,  par  une  droite  quelconque 

O^arX,  +/Y,  -H  îZ>  — 1  =j,-Xi  + rY;4-  sZ,—  1, 

tangentiellement  h  cette  enveloppe. 

Considérons  en  particulier  le  cas  d'uiic  enveloppe  de  hi 
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seconde  classe,  cl  soit 

(/{X,Y,Z)     ou     aX'4-«'y^^-«"7J  +  9  6YZ 
''•     j       4-26'ZX+a6"XT-(--2cXH-2c'Y  — 2c"Z-!-^/  — o 

!a  relation  correspondante,  du  second  degré,  entre  les 
paramètres  X,  Y,  Z,  ou  l'équation  tangentielle  de  la  sur- 
face (Pi.DCKËn).  Si  l'on  exprime  que  celle  surfaie  louche 
chacun  des  hait  plans  donnés 

.^X,  -Hj-Y,  -l-zZ,-—  I,.  .  .,      J^X, +,ry. -4^  aZ,  =  ], 

les  égalités  résuliautes 

/(X„Y„Z,}  =  o,...,    /,X„Y„Z.)=o 

permettent  d'exprimer  linéairement  huit  des  coefficlcius 
indéterminés  a,  «',  n",  t. .  . .  en  fonction  des  deux  autres  , 
a  et  a' par  exemple.  Ceux-ci  restent  seuls  arbitraires,  et, 
ces  diverses  expressions  étant  substituées  dans  Téqua- 
lion  (i),  elle  prend  la  forme 
(l'j  //F(X,  Y,  Z)  +  ^'F,  (X,  Y,  Z)  =0. 

Toute  surface  de  la   seconde  classe  menée  tangentielle- 

ment  aux  huit  plans  donnés  touche  donc  en  outre  une 

iulinîté  d'autres  plans,  savoir  :    tous  les   plans  tangents 

communs  aux  deux  surfaces  représenlées  par  les  éfjuaiiotis 

tangentielles 

(2j  F(X,  Y,  Z)  =  o, 

i3'  F,(X,  Y,  Z)=g, 

ou  lous  les  plans  tangents  à  la  déi'eloppable  (jui  leur'  est 
circonscrite. 

Le  nombre  des  plans  tangents  communs  à  deux  cônes 
concentriques  du  second  ordre  étant  égal  à  quatre,  par 
chaque  point  de  l'espace  on  pourra  mener  quatre  plans 
tangents  communs  aux  surfaces  (a),  (3),  ou  quatre  plans 
tangents  à  la  développable  qui  leur  est  circonscrite  et  qui 
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es(  dès  lora  de  la  quatrième  classe.  Huit  plans  tangents 
d'une  telle  développablc  la  déterminent  donc  eniièrement; 
et  neuf  quelconques  de  ces  plans  sont  toujours  associés, 
ou  lels  que  toute  surface  du  second  ordre  menée  tangeii- 
tielJement  à  huit  d'entre  eux  touclie  d'elle-même  le  der- 
nier. On  a  donc  ce  théorème  : 

Toutes  tes  surfact's  du  second  ordre  tjua  l'on  peut, 
inscrire  à  un  groupe  donné  de  huit  plans  s'inscrivent 
ifelles-mémes  à  une  développablc  de  la  quatrième  classe, 
laquelle  touche  à  son  tour  chacun  des  huit  plans  donnés 
et  se  trouve  délerminée  par  l'ensemble  de  ces  plans.  En 
outre,  neuf  plans  tangents  à  une  telle  développahle  sont 
toujours  associés  :  et  leurs  distances  P,  . . . ,  P,  à  un  point 
quelconque  de  l'espace  satisfont  a  l'identité  caractéris- 
tique (nM36,  p.  i38) 


370.  CoKOLUiKE  I.  —  Un  hexaèdre  et  un  angle  irièdre, 
circonscrits  l'un  et  Vautre  à  une  dévcloppable  de  la 
quatrième  classe,  sont  toujours  conjugués  à  un  même  cône 
du  second  ordre. 

371.  ConOLLAiHE  II.  -  De  même,  un  tétraèdre,  et 
un  penlaèdre  circojiscrils  à  une  telle  développabie  D4, 
sont  toujours  conjugués  à  une  même  surface  du  second 
ordre. 

372.  CoROLLAinE  III.  —  Enfin  si  l'on  suppose  que 
quatre  des  neuf  plans  tangents  considérés  concourent  en 
un  même  point,  ce  dernier  tliéoi-ème  sub.sisie  encore, 
mais  avec  une  simplification  qui  permet  de  le  considérer 
comme  l'analogui;  du  théorème  corrélatif  de  cehn  de  De- 
sargues. Rapprochées  l'une  de  l'autre,  les  deux  proposi- 
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,E    XH. 

[ions  peuvent,  en  effet,  s'éiioncei'  ainsi  : 

Un  quadrilatère  cU-conscrit  à 

Un   pcntaèdre   circonscrit    à 

une  conique,  et  l'angle  formelles 

tangentes  menées  à  la  courbe  pni- 

classe,  et  l'angle  solide  tétraèdre 

un  point  quelconque,  sont  tou- 

formé des  plans  tangents  menés 

jours  conjugués  à  une  même  el- 

à  la  surface  par  un  point  quel- 

lil»e évanouissante  :  un  système 

conque,  sont  toujours  conjugués 

fie  lieux  droites,  réelles  ou  ima- 

h un  même  ellipsoïde  évanouis- 

ginaires, issues  du  point  ronsi- 

sant;  un  cane  de  second  ordre. 

iléré. 

réel  ou  imaginaire,  avant  pour 

sommet  le  jmnt  considéré. 

Tomes  ecs    propositions  s 

établiraient  d'ailleurs  de    la 

même  manière  <iael<.tirs  cor 

élalives  (n-'SSO,  p.  ^Ji}. 

§  Ij,  —  Â ppUcaliotis  lies  piiircipes  précéiieiits. 

373.  Problème  I.  —  Une  etéveloppahle  de  la  quatrième 
classe  èlant  définie  par  huit  plans  tangenis  1,...5,  X,  Y,  Z, 
mener  à  la  surface  un  neuvième  plan  tangent,  par  le 
point  de  concours  de  trois  (juelconques  des  proposés. 

Soient  O  ce  poiril  de  concours,  et  XYZT  l'angle  solide 
tétraèdre  formé,  auloiir  de  ce  point,  par  trois  des  plans 
donnés  et  celui  que  l'on  cherche.  Imaginons  un  pentagone 
gauche  12... 5  ayant  pour  côtés  successifs  les  intersec- 
tions successives  des  plans  1 ,  2, ...  5  pris  dans  un  ordre 
quelconque.  Les  plans  des  angles  successifs  de  ce  penta- 
gone pouvant  remplacer  les  plans  1, 5  avec  lesquels  ils 

coïncident,  on  verra,  par  le  théorème  précédent,  que 
l'angle  solide  tétraèdre  (O,  XYZT)  et  le  peniaèdre  1 . .  .S, 
ou  le  pentagone  gauclie  qui  le  remplace,  sont  conjugués 
l'un  et  l'autre  ^  un  même  cône  du  second  ordre  décrit  au- 
tour du  point  0  comme  sommet  :  de  telle  sorte,  en  parti- 
culier, que  le  plan  polaire  correspondant  de  chacun  des 
sommets  du  pentagone  pa-ise  par  le  côté  opposé.  Il  en  ré- 
.suite  que  si  1  on  coupe    par  un  plan  quelconque  H  l'angle 
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solide  XYZT,  et  que  l'on  fasse,  sur  le  même  plan  et  sui- 
vant le  jîoîiU  de  vue  O,  la  perspective  du  pentagone  gauclic 
l..K;]e  quadrilatère  et  le  pentagone  résultants,  XYZT  el 
1'. .  ,S',  serontconjugués  à  une  même  conique.  Or  la  seule 
donnée  du  pentagone  1'. .  .S',  qui  est  entièrement  eonnu, 
définit  la  conique  conjuguée;  et  l'on  peut  déduire  direc- 
tement de  ce  seul  pentagone  le  polc  d'une  droite  quel- 
coïKjue,  comme  on  l'a  -vu  déjà;  ou  la  polaire  d'uu  point 
donné  (n''  332,  p.  ?>j4).  On  déterminera  donc,  à  l'aide 
du  pentagone  i' . .  .S',  les  polaires  des  points 

X'.T',     Y'.Z'; 

et  l'on  aura,  dans  les  traces  respective?  de  ces  polaires  sur 
les  droites, 

Z',     X', 

deux  points  du  acrnier-côtéT'dnqi.a<lMl3lc,eX'Y'Z'T'; 
dans  le  plan  mené  par  ces  traces  et  le  point  de  vue  0,  le 
neuvième  plan  tangent  T  que  l'on  voulait  construiie. 

374.  Problèmes  II,  III,  IV.  —  Une  déi-^loppnhle  <le 
la  quatrième  classe  étant,  e/éfinie  par  huit  plans  tangents, 
construire  les  divers  plans  tangents  que  l'on  peut  mener 
à  cetlie  surface  par  un  point  pris  à  volonté  ilans  l'espace, 
ou  sur  Vun  des  proposés^  ou  sur  l'une  r/c  leurs  droites 
d^  intersection. 

Des  considérations  toutes  semblables  à  celles  qui  ont 
été  employées  déjà  dans  les  problèmes  corrélalifs  pour  les 
courbes  gauclies  do  quatrième  ordre  s'appliqueraient  en- 
core aux  problèmes  actuels,  comme  à  plusieurs  de  ceux 
qu'il  nous  resie  à  indiquer,  et  sur  lesquels,  par  celte 
raison,  nous  n'insisterons  pas  autrement  fn°'  338-342). 

375.  PnOBLÈMES  V,  VI.  —  Une  déue/oppable  de  la 
(piatriènie  classe  étant  définie  par  luiii,  plans  tangents , 
construire  la  (oncenic  à  'l'arête  de  lebroussrment  de  la 
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sjivface  qui  tombe  flans  l'un  des  proposés,  ainsi  que  la 
poinf  de  contact  de,  cette  tangente  et  de  la  courbe 
(n«' 344-349,  p.  382). 

Scolie,  —  Il  resterait  à  construiri^  le  cercle  osculateur  de 
l'arête  de  rebroussemeni;  ;  mais  ce  nouveau  problème,  quoi- 
que tout  semblable  à  celui  que  nous  avons  résolu  déjà  poul- 
ies courbes  gauches  du  quatrième  prdre  (n"  350,  p.  iSg), 
n'en  est  aucunement  le  corrélatif;  et  les  considérations  que 
nous  avons  employées  pour  celui-là  ne  s'y  appliquent  plus. 
Comment  y  suppléer?  Et  si  les  considérations  dont  on 
parle  ne  sont  plus  d'aucun  effet  pour  la  dclermînation  du 

cercle  osculateur,  ou  de  son  rayon  --i  quel  est  du  moins, 

pour  l'arête  de  rebroussemeni  de  la  surface  actuelle,  le 
rapport  différentiel  qu'elles  nous  permettent  de  détermi- 
ner? La  réponse  à  cette  dernière  qiiestîon  est  assez  facile. 
Et  comme  l'un  de  nos  tliéorèmes  antérieurs  sur  les  dépen- 
dances qui  esistent  entre  neuf  plans  tangents  d'une  même 
développablc  Dj  exprime  que  l'hexaèdre  et  le  trièdre 
formés  de  neuf  plans  osculaleurs  de  l'arête  de  rebrousse- 
meni sont  conjugués  à  un  même  cône  du  second  ordre; 
on  voit  d'abord  que  le  rapport  différentiel  susceptible 
d'être  déterminé  par  ce  théorème,  lorsqu'on  imagine  que 
les  trois  faces  du  trièdre  qui  y  figure  tendent  à  se  con- 
fondre, ne  peut  être  que  l'un  de  ceux  auxquels  donne 
naissance,  dans  une  courbe  gauche  quelconque,  la  consi- 
dération de  trois  plans  osculateurs  consécutifs.  Et  si  l'on 
examine  la  question  de  plus  près,  on  trouve  enfin,  entre 
tous  ces  rapports,  cehii  que  détermine  réellement  notre 
théorème,  et  qui  n'est  autre  que  Je  quotient  des  deux 
courbures  de  l'arête  de  rebroussemeni  :  ou  le  rajon  de 
courbure  géodésique  de  son  indicatrice  sphèrique. 
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§  m.  —   Construction    des    éléments   principaux    ifun 
paraboloïde  ou  d'u/ie  conique  définis  par  huit  plans 

376.  Problème,  —  Déterminer  l'axe  et  le  sommet 
d'un  paraboloïde  défini  par  liuit  plans  tangents. 

La  dîi'ec.tion  générale  des  diamètres  résulte  d'abord  d'un 
tiiéorènie  antérieur;  et  si  l'on  forme,  avec  les  plans  donnés, 
i, ...  8,  les  trois  hexaèdres  \  23456,  23-4367,  345678, 
l'axe  radical  des  sphères  conjuguées  de  ces  hexaèdres  re- 
présentera simultanément  le  lieu  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  inscriies  aux  huit  plans  donnés  et  la  direction 
des  diamètres  du  paraboloïde  inscrit  (n"'  115,  p.  log). 

On  sait  d'ailleurs  que  la  sphère  diagonale  d'un  ellip- 
soïde quelconque  et  la  sphère  conjuguée  d'un  hexaèdre 
circonscrit  sont  toujours  orthogonales  (n^ilT,  p.  iio); 
et  si  l'on  imagine  que  l'ellipsoïde  se  transforme  en  un 
paraboloïde,  on  en  conclut  que  le  plun  diagonal  de  tout 
paraboloïde  et  la  sphère  conjuguée  d'un  hexaèdre  cir- 
conscrit se  coupent  orthogonnleinent  :  ou  que  cq  plan 
contient  le  centre  de  cette  sphère.  Le  plan  des  centres  des 
trois  sphères  précédentes  représente  donc  le  plan  diagonal 
du  paraboloïde  que  l'on  veut  construire;  et  telle  est  d'ail- 
leurs la  définition  de  ce  plan  pour  un  paraboloïde  quel- 
conque, qu'il  forme  le  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  trièdres  trimctangles  circonscrits  : 

(P)  '1 +  %  =  .., 

{'       f 

,P.Di  '=-'^- 

On  connaît  donc  cinq  plans  tangents  et  h-  plan  diagonal 
du  paraboloïde  cherché,  dont  le  sommet  se  trouvera  dès 
lors  au  point  de  concours  de  trois  plans  que  l'on  peut 
construire,  comme  nous  l'allons  voir. 
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377.  Le  Unit  du  sommel  des  paiaboloidas  inscriis  à  un 
irièdre  donné,  et  dont  le  plan  diagonal  est  aussi  donné, 
se  j-édnit  à  un  plan  que  l'on  peut  délerinîner  de  la  ma- 
nière suivante  : 

i).  L'un  de  ces  paraboloïdes  étant  rapporié  d'abord  à  srin 
axe  ox  et  à  ses  plans  principaux  par  l"é([uatioii  ordinaire 


on  sait  ([ue  l'un  <]uul(;on(jue  Av.  ses  plans  tangents  est  dé- 
fini par  une  équation  de  la  forme 

X  cos  a.  +  X  cos  p  -I-  5  cos  7  =  —  ' ■ 

11  en  résulte  (en  désignant  par  p,  yy' les  demi-paramè- 
tres principaux  d'un  paraboloïde  quelconque,  par  x,  j,  z 
les  directions  de  son  axe  et  des  tangentes  au  sommet  de  ses 
paraboles  principales)  que  la  distance  P  dn  Kommet  du 
paraboloïde  à  l'un  quelconque  de  ses  plans  tangents  peut 
s'exprimer  à  l'aide  de  la  formule  suivante  i 

(I)  /,cos=(N,  j)  -j-y  cos'  (N,  z)  =.  -  2P  cos(W,  .r), 

OÙ  N  désigne  la  direction  de  la  normale  au  plan  tangent 
considéré. 

Rapportons  actuellement  l'un  quelconque  des  parabo- 
loïdes  précédents  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques 
ox,  oj',  oz  dont  le  premier  toutefois  soit  dirigé  perpendi- 
culairement au  plan  diagonal  donné;  et  désignons  par 
p^  p'  les  demi -paramètres  principaux  de  ce  paraboloïde; 
par  o,  p,  y;  o,  p',  y'  les  cosinus  directeurs  des  tangentes 
au  sommet  de  sus  deux  paraboles  principales;  enfin  par 

P,P,Fj  =  {«,j--|- A,j  +  f,3— /j,)  [a,.T  +  h,y  +  c,z  ~  p,) 
■X[a,.v+lHr  +  c,z-p,)  =  o 

les  trois  plans  tangents  donnés.  D'après  la  foimule  (I),  et 
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conformément  à  !a  notalîou  actuelle,  Icsdistances  P,,P„  P, 
du  sommet  du  paraboloïde  à  ces  pians  tangents  satisferont 
aux  équations  suivantes  : 

(2)  p  {L^  +  c,-,Y^p'{!',^- +  .:-,-,' r=^~->-^.P.., 

(3}  p{b,p-\-c,-jy+p'{b,p'  +  c,Y;==-^a,P,. 

Et  si,  désignant  par  Xj,  Js,  It  trois  coefEcients  dont  les 
rapports  soient  définis  parles  deux  conditions 

on  ajoute  meuibre  à  membre  les  équations  (i),  (a),  (!i), 
respectivement  multipliées  par  ces  coefficients,  il  vient 

(4)  (/.+;.')^\,è;=~2^'l,a,P,. 

Or  la  somme  p  -h  p'  i^"-*  demi-parantèlres  principaux  est 
égale  à  deux  fois  .la  distance  du  sommet  du  paraboloïde 
au  plan  diagonal;  ou  à  deux  fois  l'abscisse  x  da  sommet, 
si  l'on  suppose  que  le  plan  diagonal  se  confonde  avec  le 
plan  desj^z.  On  peu!  donc  poser  p  -\-  p'  =^  2X.  Et  le  lii-u 
du  sommet,  rapporté  au  plan  diagonal  x  =  o  et  aux 
faces  P,,  Ps,  Pj  du  trièdro  donné,  se  trouve  dijini  par 
réqaat.ion  suivante  : 

11  ne  reste  donc  plus  qu'à  construire  le  plan  représenté 
par  cette  équation. 

2),  Oria  trace  de  ce  plan  sur  le  pUii  diagonal  x  =  o  es 
définie  par  l'équation 


(5)  \   i,«,(i,j 


I-'^ 
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Celle  trace  coïncide  donc  avec  la  polaîie  du  pi 


p<-ir  rapport  n  la  courbe 

D'ailleurs  le  point  (6)  /j'ej/  antre  qui;  la  trace,  sur  le 
plan  diagonal  x  ^^=  o,  d'une  parallèla  à  la  direction  géné- 
rale, des  diamètres  mente  par  le  sommet  P1.Pj.P3  du 
irièdre  donné  : 

ih  —^  -.^> 
a^x  +  b,y  -^  c,z  —  p, "i-"^  -h  b,f  +  c,z  —  Pi 


et  il  résutlt!  de  la  forme  de  réfjiiation  (7)  associée  à  la 
d«5Gnilion  des  coeffieienis  Jj,  Xj,  ^3,  que  la  courba  [j)  n  est 
OM(ri?ç«e/e  cercle  conjugué  du  triangle  P,  P'^  P^  déterminé 
par  le  plan  dingonnl  dans  h  trïèdre  Pi  PsP3.  On  connaît 
donc  déjà  une  di'oîtedu  Heu  géoméiricjue  des  sommets  de 
tous  les  paraboioïdes  considérés,  el  oe  plan  sera  déterminé 
si  l'on  peut  en  obtenir  un  nouveau  point, 

3).   Cherchons  pour  cela  le  sommet  du  pnraholoïde  de 

réfoliilion' 1 .  ^^  ix  appartenant  à  la  série  considé- 

P        f 

rée;  i-tsoieiitd'abord  :/(a' — -î  )  =  (I,    s  =  oj    le  foyer 

de  ce  paraboloide;  fp  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  l'un  quelconque  des  trois  plans  tangents  donnés 
P.,Pî,Ps. 

Le  point  p  appartenant  au  plan  langent  au  sommet, 
X^o,  si  l'on  prolonge  la  perpendiculaireyp  d'une  quan- 
tité double  pin=  -i-fp,    le  point  m    lombera  sur  le  plan 
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di.gon.l  du  p.raboloUe,  i  =  -  ^  =  --  4^^  =  - ,.. 
Donc,  inversemeiil,  si  du  cliacun  des  poimS'  m  dii  plan 
diagonal  qui  est  connu,  on  mène  une  ordonnée  mp  perpen- 
diculaire à  l'un  des  pians  tangents  donnés  Pi  ou  Pj  ou  Pj  ; 
et  que  l'on  prolonge  cette  ordonLiée,  à  partirde  ce  dernier 

plan,  d'une  quantité /y"  égale  à  sa  moitié,  pf^^  -  ftp  '■  1^ 

pointyqui  résulte  de  celte  construction  décrira  un  plan 
déterminé  IIi,  ou  Ha,  on  Hj;  et  le  foyer  y  du  paraboloïde 
que  l'on  considère  se  trouvera  au  point  de  concours  des 
trois  plans  H,,  Hj,  Hj.  Quant  au  sommet  cherclié,  il  se 
trouvera  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  le 
plan  diagonal,  et  au  tiers  de  cette  perpendiculaire  à  partir 
du  foyer. 

378.  Éfnnt  donnés  quatr-f!  plans  tangenls  P,,.  .  . ,  Pi 
et  la  direction  ox  des  diamètres,  le  calcul  précédent  per- 
met encore  d'obtenir  le  lieu  décrit  par  le  sommet  du 
paraboloïde. 

Les  distances  P,,...,P,i  d'un  pointdu  lien  aux  plans 
donnes  satisfont,  en  effet,  aux  quatre  équations 

Et  si,  désignant  par  l,,...,  ).»  quatre  coefficients  homogènes 
définis  par  les  conditions  suivantes 


=X'''"  =!!'■•=  "S'''"" 


on  ajoute  membre  à   membre  les  équations  (i),...,  (4), 
respectivement  niullipHées  par  les  nombres  ?.,,..  .,X,i,  il 
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vient,  pour  le  lieu  décrit  par  le  sommet  du  paiaboloïde, 

(5)  ^\«,P,^o     ou      ^').,«,(«,.r  +  È,r+c,. -;.,)  =  «■ 

Il  reste  donc  seulement  À  construire  le  plaji  représenté 
par  cette  équation. 

2).  Oi'  si  les  quatre  plans  donnés  P,,..  .,  P»  concou- 
rent en  uii  mémo  point  w,  le  plan  (5}  passe  de  même  par 
le  point  w  ;  et  il  est  aisé  d'en  définir  la  trace  sur  un  plan 
quelconque,  tel  que  x  =  o,  pei[ieiidiculaire  à  la  direeiion 
des  diamètres.  Cette  trace 

(6)  ^'l,-,.P;=o,      ou      ^\a,(b,y  +  c,z-p,.=0, 
coïncide  effeetivemenl  avec  la  polaire  du  point 

—         El  —  ^  — Z^  — !^ 

par  rapport  à  la  courbe  représentée  dans  le  même  plan  par 
l'équation 

(8)        ^'>iP;— o      ou      ^'i,;/.,j  +  .-,ï-;.,)'^o. 

D'ailleurs,  le  point  (7)  n'est  autre  g ue  la  trace,  sur  le 
plan  X  ^o,  d'une  parallèle  à  la  direction  dus  diamètres 
menée  par  le  point  de  concours  P, .  . .  Pi  des  quatre  plans 
donnés i  et  il  résiiUe  de  la  forme  de  l'équation  (8)  associée 
à  la  définîtiou  des  coeflicîenis  X,, . .  .  ^t,  que  la  courbe  (8) 
«'es/-  autre  que  la  médiane  du  quadrilatère  déterminé 
par  le  plan  x  =  o  dans  l'angle  solide  tétraèdre  V, . , ,  Pj, 
ou  la  conique  évanouissante  formée  de  cette  médiane  et  de 
la  droite  à  l'infini  (n''231,  p,  262).  Les  rayons  vecteurs 
menés  du  pôle  {7)  à  la  polaire  (6)  se  trouvent  donc  divisés 
en  parties  égales  par  la  médiane.  Donc,  etc. 

3).   Si  les  plans  donnés  P,,...,    P.  sont  quelconques, 
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ou  pourrait  eimore,  après  avoir  iransporté  l'un  de  ces 
plans,  parallèlement  à  lui-même,  au  point  de  concours  des 
trois  autres,  déicrmliier,  par  la  construction  précédente,  la 
direction  du  plan  des  sommets  ;  car  cette  direction  est  indé- 
pendante de  la  position  absolue  des  plans  P,,. .  .,  Pj-  Mais 
le  lieu  général  des  sommets  se  peut  aussi  construire  direc- 
tement. Le  plan  (5)  n'est  atihc,  en  effet,  que  le  plan  po- 
laire du  point 


par  rappoii  à  la  surface 

(fe')]^^.P;-=o     ou     ^'i,(,.,,ï>-Hi,.,+c,.-/.,)'=--o. 

Or  le  point  {j'J  n'est  autre  que  le  point  à  l'infini  dans  la 
direction  ox  des  diamètres,  et  il  résulte  de  la  définition 
des  coefficients  Xi,. .  -,  X4,  associée  à  la  forme  de  l'équa- 
tion {8'),  (jue  la  surface  représentée  par  celle  équation  est 
un  paiaboloïde  hyperbolique  déterminé ,  conjugué  au 
tétraèdre  Pi...  Pi,  ((  dont  l'un  des  plans  directeurs 
coïncide  avec  le  plan  x  =  o,  La  section  de  la  surface  (8') 
par  un  plan  quelconque  x  =  «  parallèle  au  précédent  n'esl 
autre,  en  effet,  que  la  droite  unique  et  déterminée  repré- 
sentée par  l'une  des  équations 

{8")        ^\,P';  =  0,       ^\{a.a  +  bo-  +  c,^ -/>,]■- =  0; 

OU  la  médiane  M  du  quadrilatère  intercepté  dans  le  té- 
traèdre P, . .  .  Pi  par  le  plan  sécant  considéré.  La  sur- 
face (8')  ne  diffère  donc  pas  du  paraboloïde  déjà  défini,  et 
il  suffit  de  tracer  les  médianes  de  trois  pareils  quadrilatères 
pour  en  obtenir  trois  génératrices  distinctes  M,  M',  M", 
D'ailleurs,  une  fois  ces  génératrices  obtenue?,  si  l'on  insère 
entre  la  première  et  la  seconde,  la  seconde  et  la  troisième, 
ta  Iroisième  et  la  première  trois  segments  rcctilignes  pa- 
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rallcles  à  la  direction  ox\  les  poinls  milieux  j/,  f*',  /a"  (Je 
ces  segments  appartiendront  au  plan  polaire  du  point,  à 
Vinfini  dans  la  direction  ox,  par  rapport  au  parabo- 
loïde  (8')  :  et  le  plan  p-f^'p."  représentera  le  lieu  géomé- 
tri(]ue  des  sommets  de  tous  les  paraboloïdes  que  l'on  con- 
sidérait d'abord. 

CoKOLLMRE.  —  Étant  donnés  six  plans  tangents  et  la 
direction  générale  des  diamètres,  on  peut  construire  le 
sommet  du  paraboloïde  par  le  seul  emploi  de  la  règle. 

379.  Oq  peut  aussi  déduire  des  mêmes  données  les 
plans  principaux  du  paraboloïde.  Mais  comme  cette  re- 
cherclie  suppose  la  déieimination  préalable  de  Tun  des 
cônes  ci  ICO  use  rit  s,  nous  montrerons  d'abord  que,  dans  tout 
paraboloïde,  cinq  plans  tangents,  P, . , .  Pj  =  o  et  la  di- 
rection des  diamètres,  o  =  Y  =Z,  déterminent  un  nou- 
veau plan  tangent  P^o,  issu  du  point  de  concours  de 
trois  cjuelconques  des  proposés,  et  que  l'on  peut  construire 
à  peu  de  frais.  Tous  les  paraboloides  qui  remplissent  ces 
conditions  admettent  en  effet  liuit  couples  de  plans  conju- 
gués communs,  distincts  ou  coïncidents,  qui  sont,  en  dési- 
gnant pur  J  )e  plan  à  l'infini  représenté  par  l'équaiion 
symbolique    i  =^  o, 

p;,..  .  P^,     .1-,     Y.J,     Z.J. 

Tous  ces  paraboloides  se  trouvent  donc  iuscriptibles  à  une 
mêmedéveloppable  de  la  quatrième  classe  {n"!??,  p.  179). 
et  le  quatrième  plan  langent  que  Ton  peut  mener  à  cetle 
dernière  par  le  point  de  concours  PiP^Pj  de  trois  des  pro- 
posés sera  commun  à  tous  ces  paraboloïdes.  Or  ce  qua- 
trième plan  P  =  o  est  défini  par  l'identité 

p'-f^y  j,p;  4- j=  -i-.iY  -H  jz  =  o, 

que  l'on  peut  écrire,  en  remplaçant  J  par  l'unité,  et  dési- 
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42S 

giiant  pa 

r  Y'  OT,  certain  plau  parallèle  k  la  direct 

ion  dee 

dia.nèu^, 

P4.\    J,p;=Y-+-2-t-i=T'; 

ou  enfin 

^1 

Toutes  1 

es  diagonales   de  Thexaèdro  partiellenien 

t   inde- 

terminé 

PPi...Ps  appariiennent  donc  à  un  mèn 

xe   plau 

(n"  245,  p.  372),  Y'=  o,  lequel,  coutenauten  particulier 
les  poinls  milieux  des  quatre  diagonales  issues  du  point 
de  eoncours  PP,  P,  Pj  des  quatre  premières  faces,  contien- 
dra la  parallèle,  à  la  droite  d'inlersection  PiPj  des  deux 
dernières,  menée  à  égales  distances  de  cette  droite  et  du 
point  PP.PsPj.  Passant  dès  lors  par  une  (îrolie  connue, 
parallèle  en  outre  à  la  dircciion  connue  des  diamètres,  le 
plan  médian  Y'  est  délermiué  et  peul  servir  ensuite  à  la 
délermiuation  du  plan  P  que  l'on  clierclie.  Comme  il  doit 
contenir,  on  ertèl,  le  point  milieu  de  chacune  des  dia- 
gonales 

(P,PîP^,    PsP(P),       (P.P.Pi,    P1P4P), 

ie  pian  doublé  de  ce  plan  Y'  suivant  V origine  de  la  pre- 
mière de  ces  diagonales,  ou  de  la  seconde,  coupera  l'arètc 
opposée  PjPb)  ou  PjPi,  en  un  nouveau  point  /j,  ou  /?',  du 
plan  clierché  P  ^  o,  lequel  passant  déjà  par  le  sommet 
du  trièdrePfPsPsSe  trouve  entièrement  déterminé. 

380,  Etant  donnés  six  plans  tangents  et  la  direc~ 
lion  Ox  des  diamètres,  on  saura  donc  définir,  par  cinq 
de  ses  plans  langents,  le  cône  circonscrit  au  paraboloïde 
suivant  le  point  de  concours  O  de  trois  quelconques  des 
proposés.  Et  si  l'on  construit  ensuite,  relativement  à  ce 
cône,  le  plan  polaire  P  de  la  direction  Ox,  la  section 
du  côue  par  un  plan  quelconque  parallèle  à  celui-là  sera 
parallèle  et  liomoiliétique  à  la  courbe  de  contact  du  cône 
et   du   paraboloïde.   Celle   section   sera    d'ailleurs   définie 
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par  cinq  de  ses  tangenlcs;  il  en  sera  de  même  de  sa  pro- 
jection sut-  un  pian  perpendiculaire  à  la  direction  Ox  : 
et  les  plans  principaux  de  la  surface  seront  parallèles 
aux  axes  principaux,  les  pians  directeurs  aux  asymptotes 
de  cette  projeciïon.  «  Toutes  les  sections  planes  d'un  pa- 
raboloïde  se  projettent  en  effet  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe,  suivant  des  conrhes  liomothéliques  dont  les 
axes  principaux  sont  parallèles  aux  plans  principaux,  les 
asymptotes  aux  plans  directeurs  du  paraboloïde.  » 

Mais  on  peut  résoudre,  dans  l'espace  même,  le  problème 
plan  auquel  nous  venons  de  ramener  la  recherche  des 
plans  principaux. 

Rapportons,  en  effet,  le  cône  circonscrit  précédent  aux 
faces  d'un  trièdrn  conjugué  RjRîRj  que  l'on  peut  déduire 
géométriquement  de  ses  données  premières;  et  soient  : 


J.,R^  = 


lation  de  ce  cône 


les  deux  formes  équivalentes  de  l'équation  du  pat 
Ces  deux    formes,    rapprochées    l'une   de    l'ai 


nt  l'idcT 


et  celle-ci,  après  avoir  transpoilé  parai 
mêmes,  en  un  même  point  0,  tous  les  plai 
permet  d'écrire  identiquement 


Les  plans  qui  suivent, 

R',R',R',P'Y'Z'  =  (] 
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fout  dès  lors  six  plans  langeuis  J'uii  même  coue  du  second 
ordre.  On  connaît  d'aîlieurs  les  quatre  premiers  de  ces 
plans  et  la  direction  O.r',  o  ^  Y  =  Z,  de  l'intersection  des 
deux  autres.  Les  plans  diamétraux  conjugués  <lu  parabo- 
loïde  forment  donc,  autour  de  chacun  de  ses  diamètres  O.r, 
un  faisceau  en  infolulion.  Ce  faisceau  est  défini  par  les 
deux  uOHpIes  de  plans  conjugués  menés,  de  la  droite  0:t:, 
aux  arêtes  opposées  de  l'angle  solide  tétraèdre  TS',  .R',  ,R'j  .P' 
formé  de  quatre  premiers  plans;  et  les  plans  principaux 
du  paraboloïde,  considérés  seulement  dans  leur  direction, 
coïtioîdent  avec  les  plans  conjugués  orthogonaux;  les 
plans  directeurs,  s'il  s'agit  d'un  paraboloïde  hypi^rbo- 
iiquc,  avec  les  plans  rloubles  du  faisceau  précédent. 

381.  Èlant  donnés  un  cône,  circonsciit  et  fa  direrlion 
des  diamètres,  Vaxe  du  paraboloïde  appartient  à  un  plan 
déterminé.  C'est  ce  qui  résulte  de  ce  théorème  :  dans  tout 
paraboloïde,  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  quelconque, 
la  direction  des  diamètres  et  le  centre  d'une  section  déter- 
minée dans  ce  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
direction,  déterminent  un  pion  qui  contient  Paxe  du  pa- 

382,  On  sait  que  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que 
l'on  peut  inscrire  à  un  même  groupe  de  huit  plans,  ou  à 
une  même  défeloppable  Dj,  admettent  un  tétraèdre  conju- 
gué commun  lequel  est  déterminé  par  les  plans  des  quatre 
coniques  qui  font  partie  de  la  série  considérée.  Proposons- 
nous  donc  seulement  de  déterminer  les  plans  des  quntre 
coniques  que  Von  peut  inscrire  à  un  groupe  donné  de 
huit  plans  1,2,  ...,8,  ou  à  la  défeloppable  D»  qu'ils 
déterminent. 

i).  On  peut  d'abord  substituer,  aux  données  du  pro- 
blème, les  données  équivalentes  de  deux  octaèdres,  cir- 
conscrits l'un  el  l'autre  à  la  développable  Dj,  et  ayant  un 


y  Google 


433  cnAPlTRE    KIl. 

sommet  commun  silué  au  poinl  de  concours  123  de  t 
des  plans  donnés  [Jîg-  84)-  Construisant  en  efl'ut,  pa 
Fie-  8.1- 


problème  1  (n"  373,  p.  4i8j,  le  .[ualrièii.e  pian  laiigenl 


que  l'on  peut  mener   à   la  dc'n'IoppaWe  Di,  par  cliaciin 
des  points 

a  ou    123,     i)  ou  23i,     c  ou  12", 
on  obtiendra  ainsi  trois  nouvelles  faces  d'un  octaèdre 
(0)  \%im^npij 

circonsciil  à  cette  dêveloppablc  suivant  sepldc  ses  faces  cl 
par  suite  anssi  suivant  la  buitième  «'i'c'.  Une  construc- 
tion semblable  eileciuée  sur  les  plans  1,2,3,5  fonruirait 
de  môme  un  second  octaèdre  eireonscrit 
(0')  123^50'// y' 

ayantun  sommet  commun  (123)  avec  le  précédent  et  même 
angle  solide  tétraèdre  [\1Zm]  en  ce  sommet. 

s).  Cette  substitution  réalisée,  on  voit  que  L'une  quel- 
conque des  coniques  cbercbées  est  inscrîptible  à  chacun 
des  octaèdres  précédenls.  Or  on  établirait,  comme  pour  le 
problème  cori'élaiif,  que  le  plan  d'une  conir/ne  mobile, 

tiiic  dèveloppable  cubique  détciniinèc-,  laquelle  est  lan~ 
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gante  aux  six  plans  distincis  que  Von  peut  conduire, 
auiour  de  chacun  des  sommets  de  l'octaèdre,  par  les  droitf^s 
de  rencontre  des  faces  opposées  de  l'angle,  solide  adja- 
cent (u«  30-i,  p.  341). 

3).' Reprenons  maimt^nanl  les  octaèdres  (O),  (0')  du 
11°  i)\  el  soient  D3,  Ti\  ]es  développables  cubiques  sur  les- 
quelles roulent  les  plans  desconifjues  inscrites  à  l'un  ou  à 
l'autre  de  ces  octaèdres. 

Les  plans  des  quatre  cmiiqiies  que  l'on  dierclie  devant 
toucher  chacune  de  ces  développables,  celles-ci  devi-ont 
admettre  au  moins  quatre  plans  tangents  connnuns.  Mais 
on  voit  ici  qu'elles  eu  admettent  cinq,  savoir  :  les  quatre 
plans  cherchés  P,, .  .  - ,  P4,  et  le  plan  II  mené  par  les  in- 
tersections des  faces  opposées  de  l'angle  solide  tétraèdre 
123m  commun  aux  deux  octaèdres  précédents.  Oi-  c'est 
jusiemeut  à  l'aide  de  ce  plan  H  que  l'on  peut  déterminer 
les  quatre  autres. 

Soient,  en  effet,  Cj,  C\  les  deux  coniques  déterminées 
dans  les  surfaces  Da ,  D'^  par  le  plan  II  qui  est  tangent  à  l'une 
et  à  l'autre.  Comme  on  connaît,  indépendamment  du  plan  ri, 
cinq  plans  tangents  de  chacune  de  ces  stirfaces,  chacune  de 
ces  coniques  C,,  Cj  sera  connue  par  cinq  de  ses  tangentes. 
On  pourra  donc  construire  les  quatre  tangentes  communes 
à  ces  courbes,  ou  les  traces  sur  le  plan  H  des  quatre  plans 
Pi,.  .  .,  Pj  que  l'on  cherche  et  que  l'on  obtiendra  enfin  en 
menant,  par  chacune  de  ces  traces,  un  plan  tangent  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  surfaces  D,,  D'^. 

Remarque.  —  Le  problème  proposé  dépend,  en  analyse, 
d'une  équation  du  quatrième  degré  résoluble  graphique- 
ment par  le  tracé  de  deux  coniques  :  et  c'est  à  ce  tracé  que 
se  ramène  aussi  la  détermination  des  tangentes  communes 
à  deux  de  ces  courbes.  (Chasles,  Traité  des  Sections 
coniques,  p.  234-) 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉliALES  DES  COURBES  ET  DES  SURrACES 
DU  SECOND  ORDRE. 

SoHUAiriF.  —Do  la  propricité  de  dis  points  ou  de  diiL  plans  luneenls  li'ou 
ellipsoïde.  —  Du  théorème  de  Desorgues  et  de  son  auflloijue  pour  dix 


^1.  —  PioprieUc  de  six  points  d'une  conique,  de  dix 
points  d'un  ellipsoïde. 

383.  Une  surface  du  second  ordre  étant  déieiminée  par 
neuf  conditions,  dix  points  pris  au  liasard  dans  l'es- 
pace ne  peuvent  appartenir  à  une  telle  surface,  s'ils  ne 
sonl  accidentellement  dans  une  certaine  dépendance  mu- 
tuelle. Et  c'est  l'expression  géoinétricjue  de  cette  dépen- 
dance, ou  l'une  des  espressions  qu'elle  comporie,  qui 
devra  constituer  cette  propriété  des  dix  points  dont  l'im- 
portance était  signalée,  dès  iSa5,  par  l'Acadéinic  de 
Bruxelles  5  un  peu  plus  tard,  et  avec  plus  d'insistance,  dans 
quelques  pages  de  VJparçu  historique  que  nous  croyons 
devoir  reproduire,  parce  que  tout  ce  qu'elles  nous  ap- 
prennent sur  l'état  de  la  question,  il  y  a  trente  ans,  s'ap- 
plique encore  à  son  état  actuel . 

Voici  ce  qu'écrivait  M.  Cliaslcs  en  1837: 
«  Une  autre  question,  d'où  dépendent  aussi  les  progrès 
futurs  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre,  est  celle 
de  l'analogie  qui  doit  exister  entre  quelque  propriété  de  ces 
surfaces,  encore  inconnue,  et  le  célèbre  théorème  de  Pascal 
sur  les  coniquf's,  Ce  théorème,  abstraction  faite  des  difie- 
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rentes  transforma  lion  s  doiii  il  est  susceptible,  et  considéré 
uniquement  sous  la  forme  et  l'énoucé  qui  lui  sont  pro- 
pres, peut  encore  être  envisagé  sous  deux  aspects  diffé- 
rents. On  peut  le  regarder  comme  exprimant  une  relation 
générale  et  constanle  entre  six  points  quelconques  d'une 
conique,  c'est-à-dire  un  de  plus  qn'il  n'en  faut  pour  dé- 
tenniner  celle  courbe,  oh  bien  comme  exprimant  une  pro- 
priété générale  d'une  conique  par  rapport  à  un  triangle 
tracé  arbitrairement  dans  son  plan,  triangle  formé,  par 
exemple,  par  les  côtés  de  rang  impair  de  l'hexagone  con- 
sidéi'é  dans  le  théorème  de  Pascal;  et  alors  ce  théorème 
exprime  que  trois  des  cordes  comprises  dans  la  conique 
entre  les  trois  angles  du  triangle  rencontrent  respective- 
ment  les  trois  côtés  opposés  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite.  D'après  cela,  on  peut  concevoir  de  deux  ma- 
nières, dans  t'espace,  l'analogue  du  théorème  de  Pascal .  Ce 
sera,  dans  le  premier  cas,  une  propriété  générale  de  dix 
points  appartenant  à  une  surface  du  second  degré,  c'est- 
à-dire  un  jioiiit  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer 
une  telle  surface.  Dans  le  second  cas,  ce  sera  une  propriété 
générale  résultant  du  système  d'une  surface  du  second 
ordre  et  d'un  tétraèdre  placé  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace. 

))  La  première  question,  qui  devait  être  la  (ilus  utile  à 
l'avancemenl  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré  , 
avait  été  proposée  par  l'Académie  de  Bruxelles  (an- 
née iSaS);  elle  est  restée  sans  solution.  Au  concours  sui- 
vant l'Académie  a  donné  plus  de  latitude  au  géomètre, 
en  demandant  simplement  le  théorème  analogue  ,  dans 
les  surfaces  du  second  degré,  à  celui  de  Pascal  sur  les  co- 
niques; ce  qui  comprenait  la  première  question,  et  lais- 
sait en  même  temps  toute  liberté  dans  la  manière  d'envi- 
sager le  théorème  de  Pascal  et  l'analogie  qui  pouvait  exister 


degré. 


-  pu' 


irfaces  et  les  courbes  du    second 
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0  Celle  iiotnellf:  question  de  l'Académie  n'oJi'rait  point, 
cotnme  la  première,  de  grandes  difficultés.  Nous  donnons 
dans  la  Note  XXXII  l'oiioncé  d'un  théocèine  qui  paraît 
la  résoudre.  Car  il  exprime  une  propriélé  générale  d'un 
tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  degré  analogue  à  la 
propriété  d'un  triangle  et  d'une  conique  qui  exprime  le 
tliéorèine  de  Pascal  (*).  Mais  il  y  a  loin  de  ce  lliéorème  à 
la  relation  générale  de  dis  points  quelconques  d'une  sur- 
face du  second  degré;  et  la  recherche  de  celle  relation  est 
bien  digne  d'occuper  l'esprit  des  géonièii'es.  Sans  doute 
que  nous  n'avons  point  encore  tous  les  éléments  néces- 
saires pour  celle  reclierclie  :  c'est  une  raison  pour  étudier 
sous  tous  les  rapporls,  sous  toutes  les  faces,  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  degré.  Aucune  théorie,  aucune 
découverte  ,  quelque  minime  qu'elle  paraisse  d'ahord  , 
n'est  à  négliger;  car,  à  défaut  d'une  application  immé- 
diate ,  chaque  vérité  partielle  a  au  moins  l'avantage 
d'être  un  anneau  de  la  chaiue  continue  qui  lie  entre  elles 
louiesles  vérités  de  cette  vaste  théorie;  et  ce  simple  «wneAK 
est  peut-être  un  genne  de  grandes  découvertes  que  déve- 
lopperont rapidement  les  méthodes  de  généralisation  de  la 
Géométrie  moderne. 

B  Puut-êire  ce  serait  une  étude  préparatoire  utile  pour 
parvenir  à  la  relation  de  dix  points  d'une  surface,  de  ré- 
soudre coniptétemenl,  et  dans  tous  les  cas  possibles,  le  pro- 
blème où  il  s'agit  de  construire  une  surface  du  second  de- 
gré assujettie  à  neuf  conditions,  qui  sont  de  passer  par  des 
points  et  de  toucher  des  plans.   Ce  problème  mérite  déjà 


(*)  «  Quand  les  Bis  BrÈK-s  d'un  létl 

surface  du  second  ordre  en  douze  point 

s,  cas  douze  points  sont  Irois  à  trois 

sur  luatre  pbns  dont  chacun  contient 

trois  poiolB  appartenant  anx  trois 

ttrèles  issues  d'un  même  sommet  du   t 

étraèdre  :  ces  quatre  plans  rencon- 

tretit  respectivement  les  faces  opposées  i 

1  ces  sommets  suivant  quatre  droites 

qui  sont  les  génératrices  d'un  même  i 

mode  de  gcnéraUon  d'un  hjperbo- 

loïdeà  une  nappe.  »  (Extrait  (le  la  Noli 

?,  XXXll.) 
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par  lui-même  les  efforts  des  géomètres,  Ccpenflant  nous  ne 
voyons  encore  que  M.  Lamé  jusqu'à  ce  jour  qui  se  soit 
occupé  de  l'un  des  cas  généraux  qu'il  présente.  Cet  habile 
professeur  a  déierminé  les  éléments  suffisants  pour  la  con- 
struction de  la  surface  du  second  ordre  qui  doit  passer  par 
nenf  points  donnés  (*).  Mais  la  discussion  de  la  solution 
générale  et  l'esamen  de  ses  corollaires,  et  des  cas  particu- 
liers qui  s'y  présentent,  méritent  de  nouvelles  recherches. 

»  Peut-être  encore  serait-il  utile,  avant  d'aborder  sé- 
rieusement la  question  des  dix  points  d'une  surface  du  se- 
cond degré,  de  chercher  la  relation  générale  qui  a  lien 
entre  neuf  points  apparteuam  à  la  courbe  gauche  du  qua- 
trième degré,  qui  est  l'intersection  de  deux  surfaces  du  se- 
cond degré  quelconques?  Huit  points  dans  l'espace  déter- 
minent une  telle  courbe,  il  doit  donc  y  avoir  une  relation 
constante  entre  ces  huit  poinls  et  un  neuvième  pour  que 
ce  dernier  se  trouve  surla  courbe  que  déterminent  les  huit 
premiers, 

»  Ou  bien  faut-il  encore  chercher  préalablement  la  re- 
lation qui  a  lieu  entre  sept  points  de  la  courbe  gauche  du 
troisième  degré,  qui  est  l'inlerseetion  de  deux  hypcrboloïdes 
à  une  nappe  qui  ont  une  génératrice  droiie  commune  et 
qui  est  toujours  déterminée  par  six  points  pris  arbitraire- 
ment dans  l'espace?  Celte  question  n'offre  pas  les  mêmes 
difficultés  que  les  auires,  et  nous  croyons  l'avoir  résolue. 
(NoteXXXlII.) 

Il  Peut-être,  enfin,  devrait-on,  au  lieu  de  prendre  pour 
original  et  pour  ternie  de  comparaison  le  théorème  de 
Pascal,  faire  les  mêmes  essais  sur  l'un  des  autres  théorèmes 
qui  expriment  comme  lui  une  propriété  de  six  points 
d'une  conique,  et  qui  en  sont  des  conséquences  ou  de  sim- 
ples transformations,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  la 
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Soie  XV.  Parmi  ces  théoièmes,  nous  avons  pensé  que  celui 
que  nous  avons  présente  comme  expression  dîiïerenU;  dp 
la  propriété  anharmonique  des  points  d'une  coniriue, 
pourrait,  au  moyen  de  trois  transversales  prises  arbitrai- 
rement dans  l'espace,  conduire  à  la  relation  clierchée  de 
diï  points  d'une  surface  du  second  degié.  Nos  premiers 
elTorts  ont  été  infructueux  ;  cependant  nous  fondons  encore 
quelque  espoir  sur  ce  même  tliéorème,  et  nous  dcsiions  que 
l'on  essaye  d'en  tirer  quelque  parti.  »  [jiperçu  historique, 
p.243»l.i.iv.) 

38i.  Il  est  remarquable  que  dans  cette  analyse,  autre- 
ment si  complète,  des  diverses  formes  sous  lesquelles  on 
peut  concevoir  le  tliéorème  analogue  à  celui  de  Pascal,  il 
ne  soit  rien  dit  de  ses  applications.  On  pourrait  même 
croire,  si  l'on  avait  moins  égard  à  l'ensemble  qu'au  pas- 
sage où  se  fait  cet  ingénieux  rapprochemetit  du  tétraèdre  et 
du  triangle,  que  la  question  est  beaucoup  moins  d'une  ana- 
logie réelle  que  d'une  analogie  apparente  où  l'on  cherclie- 
raità  suppléer  par  la  similitude  des  mots  aux  différences  des 
choses.  L'objet  essentiel  du  théorème  de  Pascal,  ou  de  tout 
autre  théorème  capable  du  même  rôle,  ne  serait-il  pas  de  sub- 
ordonner d'abord  la  situation  de  six  points  sur  une  même 
conique  à  la  situation,  sur  une  même  ligne  droite,  de  trois 
autres  points  déduits  linéairement  des  premiers  ;  et  si  cet 
objet  peut  être  rempli  de  plusieurs  manières  difl'érentes, 
de  choisir  ensuite  entre  toutes  celle  qui  se  prête  le  mieux 
aux  applications,  et  qui  est  d'ailleurs  celle  de  Pascal? Bien 
qu'elles  nous  soient  encore  inconnues,  les  propiiélés  géné- 
rales des  courbes  de  degré  supérieur  se  peuvent  concevoir 
de  la  même  manière,  et  ce  serait  encore  transporter  ce 
théorème  aux  courbes  du  troisième  ordre  que  de  subor- 
donner la  situation  de  dix  points  sur  une  telle  courbe  à 
la  situation,  sur  une  même  conique,  de  six  autres  points 
déduits  des  premiers.  De  même  encore  pour  les  surfaces. 
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Mais  on  n'aurait  pas  l'analogue  du  ce  ihéorèmc  dans  une 
proposition  qui  ferait  dopendri!  la  situation  de  dix  points 
sur  une  même  surface  du  second  ordre,  de  la  sîtuaiion, 
sur  un  même  plan,  de  quatre  points  déduits  des  premiers,  si 
cette  proposition  ne  se  prêtait  en  outre  à  de  semblables  ap- 
plications. C'est  d'ailleurs  une  de  ces  analogies  m  complètes 
que  l'on  rencontre  d'abord,  au  moins  quand  on  prend  pour 
type  le  théorème  de  Pascal  ;  car  si  l'on  peut  déduire,  de  dix 
points  situés  sur  une  surface  du  second  ordre,  un  groupe 
de  quatre  points  situés  sur  un  même  plan,  le  mode  de  déduc- 
tion qui  se  présente  le  plus  naturellement  est  tel  qu'il  se 
refuse  à  toute  application. 

Heureusement,  le  choix  de  ce  théorème  comme  type  de 
celte  propriété  de  dix  points  que  l'on  cherche,  n'est  pas 
obligé.  L'une  quelconque  des  propriétés  générales  de  six 
points  d'une  conique  peut  être  prise,  au  même  titre,  poui' 
terme  de  comparaison.  Et  si  l'on  choisit,  en  particulier, 
le  théorème  de  Desargues,  on  trouve  enfin,  comme  nous 
Talions  voir,  cette  première  analogie  véritable  qui  n'est 
pas  seulement  à  la  surface,  mais  au  fond  même  des  choses 
et  dans  leurs  applications. 


Considérons  sis  points 
j:.^.P,.P,.P,.P.  =  o 
i'une  conique,— l'identité  (  n°  1 


FV+2!''''î-° 


à  laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à  une  droite  indéterminée, 
—  et  la  conkjiie  évanouissante  re- 
présentée par  l'une  ou  l'autre  des 


TirÊoiiÈJie  A^.^J.OGUE  *  cului 
DE  Desakgues. 

Considérons  dix  points  d'uno 
surface  du  second  ordre  :  les  six 
premiers,  P,,-.-,  P„,  quelconques  ; 
les  qunlre  autres  j:,  y,  z,  l  ,si- 
laèssar  un  même  pian;  — l'iden- 
tité (n"  129) 


^x 


à  laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à  un  pian  indéterminé,  — 
et  la  surface  évanaiiùsnate  repré- 
sentée par  l'uno  ou  l'autre  des 
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équations  Usigentiellcs 


X'- 


!■') 


Il  résuile  d'abord  de  l'équa- 
tion (i)  et  du  nombre  des  points 
de  référence  x,  y  qui  y  figu- 
rent, que  cette  conique  se  réduit 
à  un  système  de  deux  points, 
réels  ou  ima^naires,  situés  sur 
la  droite  ^y  qui  réunit  les  points 
de  référence  et  barnuoniquement 
conjugués  par  rapport  à  ces  poinis 


(f^^^/^ 


Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  (l'j  que  cette  co- 
nique évanoui  ssaii  te,  ou  lesystème 
de  deux  points  auxquels  elle  se  ré- 
duit, est  conjugué  au  quadrangle 
Pi . .  .Pj  déterminé  par  les  quatre 
derniers  points;  de  (elle  manière 
que  les  côtés  opposés  de  ce  qua- 
drangle, ou  les  traces  de  ces  côtés 
sur  la  droite  xy,  soient  conjuguées 
deux  à  deux  par  rapport  aux  deux 
points  du  système. 

On  peut  donc  énoncer  ce  tliéo- 
FèniBOf.  85). 


équations  tangentielles 
(1)  ra'  +  tf  +  c,.'  +  ,l 


{'') 


X 


),  Pï  ; 


Il  résulte  d'abord  de  l'équa- 
tion (i)  et  de  la  situation  en  un 
même  plan  des  quatre  points  de 
référence  x,  y,  z,  t,  que  cette 
surface  se  réduit  à  nne  conique 
située  dans  le  plan  de  ces  points 
et  conjuguée  au  quadrangle  aysi 
qu'ils  déterminent  ;  de  telle  ma- 
nière que  deux  côtés  opposés  quel- 
conques de  ce  quadrangle  soient 
conjugués  par  rapport  à  cette  co- 

Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  (i']  que  cette  courbe 
est  également  conjuguée  à  l'oc- 
laèdre  P,...Pj  déterminé  par  les 
six  derniers  points;  de  telle  ma- 
nière que  les  faces  opposées  de 
l'octaèdre,  ou  les  traces  des  plans 
de  ces  faces  sur  le  plan  de  la 
courbe  soient  conjuguées  deux  à 
deux  par  rapport  à  celle-ci. 


On  pont  doge  ' 
■è,ne(/^".B5). 


!  ijKndrihi-  \       Un  q/(odrimgle  plan  xyzl  et  tin 
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AUTRE  démos; 
lèn:  uba'b'  ctimt  inscrits  à  taie 
conique,  les  extrémités  tic  cette 
corde  et  ses  traces  sur  les  câtês 
opposés  de  ce  quadrilatère  font 
trois  couples  de  points  conjugués 
}jar  rapport  à  une  même  ellipse 
évanouissante  qui  se  réduit  h  uti 
système  de  deux  points  dtués  sur 
la  corde  donnée. 


i.  441 

octaèdre  abcn'h'c'  étant  inscrits 
à  une  siaface  du  second  oiilre, 
les  deux  couples  de  côtés  opposés 
de  ce  quadrangle  et  les  traces  de 
son  plan  sur  les  faces  opposées  de 
cet  octaèdre  font  six  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à 
un  même  ellipsoïde  évanouissant 
qui  se  réduit  à  une  conique  située 
dans  le  plan  du  qiuidrangle  donné. 


386.  Autre  démonstration,  — L'inlerprélaiioii  de  cer- 

aincs  ideiuités  aniéricures,  associée  à  un  emploi  conve- 
labSi!  de  l'équation 


î  du  second  ord 
;riles  à  l'un  def 


'.  passant  par 


P,.Q,.  xP..Q.XP3.QjXP..Q,— o 

qu'ils  déterminent,  fournit  iiuc  seconde  démonstration  du 
théorème  précédent. 

Coupons,    en   effet,    la   surface  (i)  par  un  plan  quel- 
conque 

(2)  R  =  o, 
et  soieut 

(3)  X.Z  =  o,     Y.Tt^o 

les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  la  coinbe 


(4) 


i  Q'., 


P',   et  Q', 


désignent  les  traces  du  plan  considéré  sur  les  faces  oppo- 
sées de  l'octaèdre,  la  courbe  [(1),  (s)]  pourra  être  repré- 
sentée, dans  son  propre  plan  B.  ^  o,  par  l'une  ou  l'autre 
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CHAPITRE    XtlI. 

des  équalioi 

is  équivalentes 

(3') 

X2  4- YT  =  o, 

(4') 

X'.!'^'2'.=- 

Or  t'équiva 

leiice  de  ces  équations  entraîne  l'idi: 

XZ  +  YT -1- y\,  P;  Q',  =  o  ; 

et  celle-ci  (n^JST,  p.  i6o)  la  conclusion  qiie/eJ  iloiu:  cou- 
ples formées  des  côiés  opposés  du  quadrnngle  inscrit  que 
l'on  considère,  et  les  quatre  qui  résultent  des  traces  de 
son  plan  sur  les  faces  opposées  de  l' octaèdre  font  six 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  ci  une  même 
conique  :  ce  qui  est  le  ihéorènie  précédent. 

387.  application.  —  Étant  donnés  neuf  points  d'une 
surface  du  second  ordre,  on  peut  déduîi'e  de  ce  ihéorènic 
la  cOHî//'ucf(Ort  par  points  de  la  ^ec/io«  déterminée  dans  la 
surface  par  le  plan  xjs  de  trois  d'cnire  eux;  la  tangente 
de  cette  section,  le  plan  tangent  en  l'un  de  ces  points 
et,  par  suite,  tous  les  éléments  principaux  de  la  surface. 

j).  Que  l'on  mène  effeclivement  {fg.  86),  par  le  point 
donné  z,  et  dans  le  plan  xj-z,  une  droite  quelconque  zt; 
il  s'agit  d'obtenir  le  second  point  de  rencontre  t  de  cetie 


droite  et  de  la  surface;  ou  de  construire  le  quatrième  côté 
du  quadrangle  inscrit  xyzt,  ou  A.B.A'.IF. 

D'après  le  tViéoième  précédent,  les  quatie  couples  de 
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droites 

Pi.Qi,    PiQî,    PîQ),    P<.Qt 
qui  résuUentdes  (races,  sur  ie  plan  Xfz,  des  faces  oppo- 
sées de  l'ociaècire  défini  par  les  six  aiilifs  points  donnes,  tt 
les  deux  couples 

^  et  «i  OH  A  et  A',     J^  et  ^,  ou  B  et  B', 
formées  des  cotés  opposés  du  quadrangle  xyzt,  font  six 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  co- 
nique. Si  l'on  constrnil  dès  lors 

le  pôle  j>  (lu  coté  B, 
par  rapport  à  la  conique  conjuguée  aux  cjuq  couples  de 
droites 

P,-Qi,--  ..  P4.Q1,  A. A'; 
on  aura,  dans  la  droite  indéfinie, 


menée  de  ce  pôle  au  point  x,  le  qualrième  côlé  du  qua- 
drangle; et,  dans  la  trace  de  celte  droite  sur  le  côic  précé- 
denl  A',  le  point  (  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

3.)  Si  l'on  conçoit  que  le  point  (  se  rapprocbe  indéfini- 
ment du  point  .r,  la  commune  direction  des  droites  xt  ou  xp 
sera  remplacée,  à  la  lim.ite,  par  la  tangente  de  la  section 
en  ce  point.  On  obtiendra  donc  celte  langcnle  en  substi- 
tuant, à  cette  transversale  zt,  que  l'on  menait  tout  à  l'heure 
arbitrai  renient  par  le  point  2,  la  corde  z-x  elle-même,  et 
réunissant  au  point  x  le  pôle  p'  du  côté_7's  par  rapport  à 
la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites 
Pi.Q,,. . . ,  P,.Q4,  .rj  ri  zx. 

3).  Soient  enfin  1,  2,...  9  les  points  qui  définissent  une 
surface  du  second  ordre.  Le  plan  mené  suivant  les  tan- 
gentes, au  point!,  de  chacune  des  sections  123,  lâi, 
sera  langent  à  la  surface  en  ce  point.  On  pourra  donc  ob- 
tenir successivement  la  section  123,  le  cône  circonscrit  à 
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la  surface  suivant  cette  seclioii,  le  diamètre  aboutissant  au 
sommet  de  ce  cône,  le  centre  et  trois  diamètres  conjugués 
de  la  surface. 

Benuirque.  —  Le  pôle  de  la  drollc  B,   par  nipjiort  à  la 
conicjue  conjuguée  aux  cinq  couples 

P,.Q„...,  P,.Q„  AM, 
se  trouve  au  poini  de  concours  de  loules  les  droiies  B'=^  o 
déllnies  par  l'identilé  générale 

VS.,P,.Q,  -l-ix.A.A'  =  R.B'  ; 


OU  seuleiHC 
que  définis 


t  point  de  c 
les  identités 


i  des  droit 


y  X,P,Q,=B.B",      y  ï,p!Q,-h 
Lir  !a  conslrucllon  desquelles  nous  a 


388.  Six  points  situés  sur  une 
conique  étant  séparés  (Pune  ma- 
nière quelconque  en  deux  groupes 
égaux,les points  île cliaque groupe 
liétermiaent  les  sommets  de  deux 
triangles  respectivement  conju- 
gués à  une  deuxième  conique. 


Ré( iproquembiitj  /sj  \ommtt 
de  deux  triangles  respectivement 
conjugués  a  uni  première  conique 
font  ux  points  d'une  seconde  co- 
nique (HesseI 

Les  SIX  points  ton'iidéLéa  daus 


Dix  points  d'une  même  surface 
du  second  ordre  étant  séparés  en 
deux  groupes  égaux,  les  points 
lie  chaque  groupe  déterminent  les 
sommets  de  deux  pentagones  gau- 
ches respectivement  conjugués  à 
une  deuxième  surface  du  second 

Et  si  l'on  sépare  ces  dix  mêmes 
points  en  deiiv  groupes  inégaux 
composés,  l'un  de  quatre  points. 
Poutre  de  six  :  le  tétraèdre  et 
l'octaèdre,  crjrait  pour  sommets 
les  points  de  thaque  groupe,  sont 
icpeciiiemtnt  conjugués  à  une 
autre  \uiface  du  second  ordre. 
Recipi  oqusment   elc 


Lt'idix.poinl'-  onùiJérésdansb 
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lapioposiliondjrectedonnenllleu, 
en  effet,  àTidentilé 

(0     X'','"'-'' 


Dans  la  proposition  rijciproque, 
les  équations  (il  et  (i'),  données 
comme  équivalentes,  entraînent 
l'identilé  {r);  et  cette  dernière, 
la  situation,  sur  une  même  co- 
nique, des  sis  points  considérés. 


HÉORÈME    DE    rASCAI..  44^ 

proposition  directe  donnent  lieu, 
en  efîel,  à  l'identité  tangentidie 

et  celle-ci  à  ces  deux  groupes 
d'équations  équivalentes  : 

2:;^';- 

X' '•''•='■ 

Dans  la  proposition  réciproque, 
les  équations  (ij  et(i'),  ou  (a)  et 

'  ) ,  données  comme  équivalentes, 
entraînent  l'identité  ((');  et  cette 
dernière,  la  situation,  sur  une 
même  surface  du  second  ordre, 
des  dix  points  considérés. 


389.  Ee»miyj,.fi.  —En  éiablissant  la  séparation  de  <Hx 
points  (i'uiie  surfacft  du  second  ordre  en  deux  groupes  de 
points  hamoîiiquement  conjugués  par  rapport  à  une  autre 
surface  du  même  ordre,  le  théorème  précédent  permettra 
peut-être  d'appliquer,  à  la  recherche  de  la  propriété  des 
dix  points  qui  doit  correspondre  au  théorème  de  Pascal,  les 
ressources  de  cette  théorie  des  pôles  et  polaires  d'où  l'on  a 
lire  déjà  tant  de  propositions  ilescrîptii'es  du  même  ordre 


e  dont  il  s'agit.  C'est  là,  vraisemblablement,  qu'est 
le  nœud  de  la  question  ;  et  il  n'est  pas  impossible  qu'elle  ne 
dépende  plus  que  d'un  heureux  emploi  de  celle  ihéorie. 
C'est  du  moins  ce  que  semble  indiquer  la  transformation, 
déjà  réalisée  par  M.  Hesse,  du  théorème  plan  analogue 
dans  celui  de  Pascal,  et  que  voici  ; 
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Soient  {Jig.  87)  a,  &,  c,  a',  b\  c'  six  points  d'une  pre- 
mière conique,  lesquels,  séparés  en  deux  groupes  égaux, 


\    >/^r- 


i^pr 


Nous  savons,  pur  l'un  des  théorèmes  prccc'denis,  qin 
triangles  sont  n'spectivenicnt  conjugiii/s  à  une  deij^i 
conique  S'.  I-es  points 


représentent  donc,  par  rapport  à  une  seconde  conique  S', 
les  pôles  respectifs  des  droites 


et,  la  dioile  nui,  qui  les  léunit,    hi  polaire  du  poini 
concours  de  ces  droiles, 

ou  la  polaire  du  point  de  concours  de  deux  côtés  oppos 
du  quadrilatère  na' ce'.  Or  les  sommets  opposés 

a   et  c.     II'   et  e' 
de  ce  quadrilatère  étant  conjugués  deux  à  deux    relaliv 
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mène  à  la  couthe  S',  il  eii  est  de  même  âes  points  de 
concours 

q  =  i,a'   ce',     p=ca'  a,; 
de  ses  côtés  opposés.   La  polaire  de  cliacun  de  ces  points  q 
011  p  passe  par  l'autre,  et  la  polaire  du  point  ç,  qui  con- 
tient déjà  les  points  m  et  n,  contient  aussi  le  point  y.  Les 
trois  points 

se  trouvent  donc  en  ligne  droite  :  et  l'on  voit  qu'ils  ne  sont 
autres  que  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
l'hexagone  abca'b'c',  iuscrit  à  la  conique  primitive  S, 


390.  Le  théorème  de  Desargues,  comme  ou  l'a  vu  déjà, 
suppose  la  séparation  préalable  des  six  points  que  l'on  y 
considère  en  deux  groupes  composés  l'un  de  quatre  points, 
l'autre  de  deux;  mais,  une  fois  effectuée  cette  séparation, 
l'ordre  de  succession  des  points  de  chaque  groupe  demeure 
JndiiTérent;  il  n'en  est  queàlion  ni  dans  l'énoncé  ni  dans 
la  démonstration,  et  tout  se  passe  symétriquement  par 
rapport  à  tous  les  points  d'un  même  groupe.  Cette  syniétrie 
absolue  se  retrouve  d'ailleurs  dans  chacune  des  équations 


^\t.;  =  o,  ^\p;  =  o 


résultant  de  l'identité  à  laquelle  donnent  lieu  lea  six  ^loiiils 
considérés  ;  et  c'est  pourquoi  le  théorème  de  Desargues  se 
lit  si  aisément  dans  cette  identité.  Il  n'en  est  pas  tout  à 
fait  ainsi  du  théorèm.e  de  Pascal  ;  et  comme  les  six  points 
que  l'on  y  considère  se  succèdent  dans  un  ordre  déterminé, 
il  faudra,  pour  le  déduire  de  l'identité  fondamentale,  dé- 
faire d'abord  la  symétrie  absolue  de  cette  dernière  par  rap- 
port aux  six  points  du  système  pour  ne  laisser  apparaître  à 
la  fin  que  celte  symétrie  relative  que  présentent  les  som- 
jncts  d'un  hexagone.  De  là  quelque  chose  d'sriiticiel  dont 
il  parait  difficile  de  débnrrasscr  la  démonstration,  et  qu'elle 
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n'aurait  pas  cependani  si  elle  élaït  placée  sur  son  véritable 
chemin.  Ce  chemin  vériiablL- ne  acrail-îl  pas  ici  de  ne  pas 
sorlir  de  la  symélrie,  et,  conseivant  l'identité  foiidamentaJe 

sous  sa  forme  naturelle,  de  montrer  seulement  que  s'il 
existe  luie  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  carrés 
des  distances  des  sommets  d'un  hexagone  à  une  droite 
quelconque,  il  existe  aussi  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  les  premières  puissances  des  distances,  à  une 
droite  quelconque,  des  trois  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  cet  hexagone  ?  Cv,  qui  serait,  au  fond,  le  lliéd- 
rème  de  Pascal. 

Mais,  à  défaut  d'une  démonstration  aussi  parfaite,  ce 
lliéorème  i-ësulte  encore  si  naturellement  de  noire  identité 
qu'il  suffit  d'écrire  celle-ci  jusqu'au  bout  pour  le  faire  ap- 
paraitre.  Si  l'on  prend,  en  effet,  pour  points  de  référence, 
les  sommets  «.[B.yz^  o  du  triangle  déterminé  par  les  côtés 
pairs  ou   impairs,   de  l'iiexagone  1234^6  (/g.  88),  les 


équations    des 
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s't'criie,  conformément  aux  indications  delà  figure, 

Ps  ==  7  —  /«5  «  =  o,     P„  =  7  —  »i(  «  =  o  ; 

et  telles  seront  aussi,  abstraction  faite  de  six  coefficients 
numérîques  que  l'on  peut  négliger,  les  distances  de  ces 
sommets  à  une  droite  quelconque,  en  fonction  des  distances 
a,  (3,  y  des  points  de  référence  à  la  môme  droite.  Or  ces 
diverses  valeurs  étant  substituées  dans  l'idenlité  caracté- 
ristique   >    i,Pf^o,    l'élimination  des   multiplicateurs 

X,,.  .  .,Xj  entre  les  six  équations  obtenues  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  termes  en  a',  |S',  y'',  a/3,  (6y,  ya.^ 
conduit  à  la  formule 

c'est  la  relation  segmentaire  que  l'on  doit  à  Carnot  [Géo- 
métrie de  position,  p.  437),  el  c'est  aussi  le  tliéorème 
de  Pascal.  Les  équations  des  points  de  concours  «',  [3',  y' 
des  côtés  opposés  de  l'hexagone  1 .  .  .6,  ou  P, .  .  .P(  =  o, 
sont  effectivement 


et  leur  produit,  membre  à  membre,  se  réduit  à  Végalitc 


391.  Mais,  sans  recourir  au  calcul  et  en  renonçant  au 
bénéfice  des  réductions  qu'il  amène  quelquefois,  on  peut 
encore,  par  la  seule  interprétation  de  nos  idenlitcs,  ob- 
tenir une  propriété  descriptive  de  six  points  d'une  co- 
nique, susceptible  d'être  transportée,  à  peu  près  dans  les 
mêmes  termes,  à  un  groupe  quelconque  de  huit  points 
=9 


yGoosle 


a  effet,  Ips  théoièmes  suivants  : 


I^s  j/f>\nts  centraux  dus  trois 
thi'isions  en  inmlutinn  détermi- 
nées, sur  les  côtés  pairs  (ou  im 
pairs  )  d'un  hexa^ne  inscrit  a  une 
conique,  par  les  traces  de  chacun 
de  ces  côtés  sur  les  côtés  opposes 
du  quadrilatère  ayant  pour  soni 
mets  les  quatre  sommets  lestants 
de  Vhexagnnc,  font  toujours  tinis 
points  en  ligne  droite. 

Car  si  l'on  pose 

et  que  l'on  substilue  c 
dans  l'idenlité  fontlatiiE 


ifale 


elle  devient 

A.A.'4-B.B'  +  G.C'^f., 

A.A'  +  B.B'f^C.C. 
Il  résuite  de  cette  dernière  iden- 
tité que  les  segments  rectllignes 
AA',  BB',  CC'  forment  les  trois 
diagonales  d'un  même  quadrila- 
If^re complet  \B\B  Les  pointa 
milieux  de  cea  segments,  uu  de 
ce'!  diagonales  se  trouvent  donc 
en  li^ne  droite  Or  il  eit  aisé  de 
reconnaître  dans  les  extrémités 
de  cb  segments,  les  {joints  dou- 
bltr  dans  leurs  point-,  milieuï 
lea  point',  cciilnmc  dps  trois  dl 


Les  points  centraux  des  quatre 
divisions  en  ineohuion  déternii- 
néef,  sut  Ici  côtés  pairs  (ou  im 
paii  s)  d'iinoctogone  gauctte  forme 
de  huit  points  associés,  par  les 
traces  de  chacun  de  cet,  côtes  sur 
les  faces  opposep\  de  l'octaèdre 
ayant  poui  sommets  les  six  som- 
mets tt\tants  de  l'oitogone,  fint 
toiijoiii  s  quatre  points  situes  sur 
m  même  plan 

Cir  SI  1  on  pose 

J,p;  + V?^A.A', 
i,p=  +  J,p;  sB,B', 

Â,P;4-\P;  =  D.D', 

et  que  l'on  substitue  ces  valeurs 
dans  l'identité  («"279) 

elle  devient 

A.A'+B.B'  +  r..C'  +  D.D'=o, 

A.A'  +  B.B'^CC'  +  D.D'. 

Il  résulte  de  cette  identité  que 
les  segments  reclilignes  AÀ'  et 
BB',  CC'  et  DD'  forment  les  dia- 
sonalesde  deux  quadrilatères  gau- 
diet,  IBÀ'B',  GDC'D'  dont  les  cô- 
té'! font  huit  génératrices  reclili- 
gnes d  un  même  hyperboloïde.  Le 
cpntre  de  cet  hyperboloïde  ap- 
partient donc  à  la  médiane  de 
chacun  de  ces  quadrilatères;  ces 
médianes  se  rencontrent,  et  les 
points  milieux  des  quatre  diago- 
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On  peut  ajouter  que  les  circon- 
férences décrites  sur  ces  trois 
segments^  comme  diamètre.^,  ont 
un    même   axe   radical   [n°  233, 


PLASS    TAIÎGEMïS.  45l 

nales  AA',  BB',  CC,  DD'  tombent 
dans  un  même  plan.  Or  il  est  aisé 
de  reconnailre,  dans  les  extrémi- 
tés de  ces  segments,  les  imintx 
rfo«ife,(;  dans  leurs  points-milieux, 
les  points  centraux  des  quatre  di- 
visions en  involation  définies  dans 
l'énoncé. 

On  peut  ajouter  que  les  sphères 
décrites  sur  ces  quatre  segments, 
comme  diamètres,  ont  un  /iit'iiia 
n:i:e  radiml  (n"  108,  p.  roa)- 


§  II.  —  Propriétés  de  six  tangentes  -l'une  conique 
lie  dix  plans  tangents  d'iin  ellipsoïde. 

392.  Il  nous  reste  enfin  à  déduire  de  nos  ideiithés 
ihéorème  corrélatif  de  celui  de  Desargnes  et  la  propri 
correspondante  des  surfaces  du  secordordre. 


Soient,  à  cet  effet, 

six  tangentes  d'une  conique.  Écri- 
vons l'identilé  (n°  129,  p.  lîi) 


à  laquelle  donnent  lieu  leui-.  di-, 
tances  à  un  point  quelconque  et 


Soient,  à  cet  effet, 

lV..P(.X.Y.Z.T  =  o 
dix  plans  tangents  d'un  ellipsoïde, 
les  six  premiers  queltonques  et 
les  quatre  autres  concourant  en  un 
même  point.  Écrivons  l'identité 
aX'  +  bY^  +  cZ'  +  ilT' 

a  I  iquelle  du  nent  lipu  Ifurs  dis- 
tantes à  un  point  quelconque,  el 
isidéron-'lhjperbole  évanouL<!  considérons  Ihjperbnloide  éva- 
sante représentée  par  lune  ou  ncuissant représente  par  1  une  ou 
l'autre  des  équations  l'autre  des  équations 

Çr)  «X'-f-ÉY=  =  o,  (i)  nX=  +  ;^Y=  +  <^Z  +  (/T'=^o, 


(i') 


y>,p:^o. 


.  (■■) 


y'..p;- 
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Il  r&uUe  d'abord,  do  l'équa- 
tion ([)  et  du  nombre  des  axes 
de  référence  qui  y  figurent,  que 
cette  conique  se  réduit  à  un  sys- 
tème de  deux  droites,  rMles  ou 
imaginaires,  se  croisant  au  point 
de  concours  des  ases  de  référence 
etharmoniquenientconjuguéespar 
rapport  à  ces  axes. 


Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  (i'),  que  cette  co- 
nique évanouissante,  ou  le  système 
de  deux  droites  auxquelles  elle  se 
réduit,  est  conjugué  au  quadrila- 
tère P, , .  ,Pj  formé  des  quatre  der- 
nières langentes;  de  telle  manière 
que  les  sommets  opposés  de  ce 
quadrilatère  soient  deux  à  deux 
conjugués  par  rapport  au  système 
de  ces  droites.  On  a  donc  ce  tlié.o- 
rème(/^.  89): 


CHAPITHË    XUI. 


Il  résulte  d'abord,  de  l'équa- 
tion (1)  et  de  la  collinéation  des 
quatre  plans  de  référence  a:,^-,  z,  t, 
que  cette  surface  se  réduit  à  un 
cane  ayant  pour  sommet  le  point 
de  concours  de  ces  plans  et  con- 
jugué à  l'angle  solide  tétraèdre 
qu'ils  déterminent,  de  telle  ma- 
nière que  deux  arêtes  opposées 
quelconques  de  cet  angle  solide 
soient  conjuguées  relativement  à 

Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  (1'),  que  cette  sur- 
face, ou  le  cône  auquel  elle  se  ré- 
duit, est  conjugué  à  l'hexaèdre 
P,...Pj  formé  des  sis  derniers 
plans;  de  telle  manière  que  les 
sommets  opposés  de  cet  hexaèdre 
soient  deux  à  deux  conjugués  par 
rapport  à  ce  cône.  On  a  donc  ce 
théorème  {j%.  89;  : 


Un   i/uadrilali're  et   un   iiiigle 

les  côtés  de  cet  angle  et  les  deux 
couples  de  rayons  mènes,  de  son 
sommet-,  nux  sommets  opposés  de 
ce  qiunlriliilère,  font  trois  couples 


Un  hexaèdre  et  un  angle  solide 
tétraèdre  étant  circonscrits  à  une 
su/fûce  du  second  ordre,  les  arêtes 
opposées  de  cet  angle  solide  et  les 
quatre  couples  de  myons  menés. 


de  s 


sop- 
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lie  droites  conjuguées  pur  rappnrt 
à  une  même  hyperbole  évanouia- 
sanle  qui  se  réduit  à  un  système 
de  deux  droitex  issues  du  sommet 
de  l'angle  considéré. 
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posés  de  cet  hexaèdre,  font  six  cou- 
ples de  droites  conjuguées  parjvp- 
port  à  un  même  hypcrholoîde  éivi- 
rmuissant  qui  se  réduit  à  un  cône 
du  second  ordre,  de  même  somtnel 
J  (jue  l'angle  solide  considéré. 

393.  jépplicalion.  — Étant  donnés  neuf  plans  tan- 
gents d'une  su/face  du  second  ordre  on  peut  déduire,  de 
ce  théorème,  la  constiiiclion  d'un  dixième  plan  langi-rit; 
celle  du  point  de  contact  de  Vun  quelconque  des  pro- 
posés, et  tous  les  éléments  principaux  de  la  surface. 

i).   Soient  P„P Pe,  X,Y,  Z,  les  neuf  plans  don- 


T,  ou  .rot 
un  dixième  plan  que  nous  nous  proposons  de  raener  tan- 
gcniiellement  à  la  surface,  par  le  point  de  concours  o  de 
trois  d'entre  eux,  X,  Y,  Z,  et  suivant  une  droite  ox,  con- 
duite à  volonté  dans  l'un  de  ces  plans  X  ;=  xoj'  {fig.  89). 
Il  s'agit  d'obtenir  la  quatrième  arête  ot  de  l'angle  solide 
tétraèdre 

X.Y.Z.T     ou      [o,.vyzt). 

Or  les  arêtes  opposées  de  cet  angle  solide  et  les  rayons 
menés,  de  son  sommet  o,  aux  sommets  opposés  1,1';, . .  4,  4' 
de  l'hexaèdre  P1...P6  détermine  par  les  six  premiers 
plans,  font  six  couples 

(R)  o1,7ï';...;     '^,7k';     ^  et  ^,  "^  et  >ïï 

de  droites  conjuguées  par  rapport  h  un  même  cône  du  se- 
cond ordre.  L'arête  inconnue  ot  appartiendra  donc  simul- 
tanément au  plan  donné  tox,  et  au  plan  polaire,  que  Ton 
sait  construire,  de  l'arête  opposée  oy,  par  rapport  à  un 
cône  défini  par  cinq  couples  de  droites  conjuguées, 

2).  Pour  le  second  problème,  et  si  l'on  suppose  que  le 
contact  du  plan  Z,  ou  xoz,  et  de  la  surface,  se  produise 
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eji  quelque  point  de  la  droile  inconnue   oC  {fis. 
vena  que  fou  peut  regarder  encore  les  droites 


comme  les  arêtes  opposées  d'un  angle  solide  tétraèdre  cir- 
conscrit à  la  surface  cl  présentant  d'ailleurs  celte  particu- 
larité que  les  plans  de  deux  de  ses  faces  consécutives  [zot 
Cl  lox)  se  confondent. 

Fig.  go. 


On  aura  donc 


,   ok,oV; 


six  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  un  même 
cône  du  second  ordre;  cl,  dans  la  trace  sur  ie  plan  zox  du 
plan  polaire  de  l'arête  oj  par  rapport  à  ce  cône,  l'arêie  de 
contact  ot  du  plan  Z,  ou  zox  :  c'est-à-dire  une  première 
droite  issue  du  point  X.Y.Z  et  renfermant  le  point  de 
contact  t  du  plan  Z  et  de  la  surface.  Or  les  mêmes  construc- 
tions, recommencées  après  l'échange  des  plana  Pi  el  X  l'un 
clans  l'autre,  fourniraient  de  même  une  seconde  droite 
issue  du  poiiitP,.Y.Zeiconlenant  encore  ie  point  cherché. 
Obseivalion.  —  Une  conique  étant  définie  par  cinq 
couples  de  points  conjugués,  on  peut  construire  la  polaire 
d'un  point  quelconque  par  rapport  à  celle  conique  :  c'est 


ce  qt 


2  l'on  V 


a  dans  le  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  XIV. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 

SooMAiiiE.  —  Des  courbes  de  l'ofdre  n  —  i  conlenues  dans  une  forme  homo- 
gène du  nièmc  degré,  et  de  quelques  problèmes  antérieurs.  —  De^  quatre 
tangentes  communes  à  taules  les  coniques  conjuguées  ii  quatre  couples  de 
droites.  —  Détermination  de  la  parabole  définie  par  quatre  couples  de 
droites  conjuguijcs  et  du  |)araboioide  conjugué  à  huit  couples  de  plana. 
—  Coustrucltons  diverses  du  cercle  oscutateur  d'une  conique  délïnie  par 
cinq  conditions.  —  Théorèmes  et  problèmes  sur  les  surfaces  du  second 
ordre.  —  Construction  du  neuvième  point  commun  à  toutes  les  courbes 
du  troisième  ordre  menées  par  un  même  groupe  de  huit  points. 


§  I.  —  Des  courbe»  de  l'ordre  n —  i  conlmues  dans  une 
forme  homogène  du  n"""  degré. 

39-4.  On  a  vu  déjà  les  propriétés  les  plus  remarquables 
du  quadrilatère  et  du  pentagone  résulter  d'une  manière 
Intuitive  de  la  réduction  au  premier  degi'é  de  l'une  des 

formes  quadratiques  \  J,PJ  =  o,  >  ^,PJ  =  o.  L'abais- 
sement de  certaines  formes  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré  an  degré  immédiaiement  inférieur  semble  comporter 
aussi  de  nombreux  corollaires  géométriques,  mais  dont  le 
développement  exigerait  sans  doute  une  connaissance  plus 
approfondie  des  propriétés  des  courbes  d'ordres  supérieurs. 
Le  point  de  départ  de  la  métliodeseraitd'aiileurs  compris 


le  pri 


'aiit  :  toutes  les  courbes  d'ordre 


contenues  dans  l'équation  homogène  du  n''""  degré 
forment  un  faiscuau.  En  particuliei-,  toutes  les  coniques 
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co'ile/iuas  en  nombre  injini  dans  V équadon 


S-^= 


SB  coupent  suivant  un  même  groupe  de  quatre  points  ;  ei 
toutes  les  courbes  du  troisième  degré  contenues  dans 
r  équation 

suivant  un  même  groupe  de  neuf  points. 

395.  Pour  donner  au  moins  une  application  lIg  ce  ihéo- 
rèmi' ,  considérons  d'abord  cintj  droiles  quelconques 
P, ...  Pj  =  o  ella  conique  délerniiiiéc  définie  pari 'équation 


I 


),P= 


il  scia  facile  de  reconnaître  ijue  le  centre  de  cette  courbe 
coïncide  avec  le  centre  de  la  coniqueinscriic  au  pentagone 
Pi.,,P,  =:o.  Si  Ton  forme,  en  effet,  les  équations  des 
diverses  coniques  conienaiil  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  (i)  par  les  divers  points  du 
plan  de  la  figure;  ou  trouve,  par  un  calcul  facile,  que 
toutes  ces  courbes  de  conlact  sont  bomoibétiques  entre 
elles,  coinme  à  la  courbe  cherchée  (i);  et  l'on  reconnaît 
que  Vaxe  radical  de  deux  quelconques  de  ces  courbes  passe 
premièrement  par  le  centre  de  la  conique  (i),  secondement 

parle  point  de  concours  de  toutes  les  droites  \   )-iP'  ^  o, 

ou  (n"  86)  par  le  centre  de  la  conique  inscrite  au  penta- 
gone P, ,  .  .Pj  =  o.  Le  centre  de  la  conique  dérivée  cubi- 
quement  de  cinq  droites  coïncide  donc  avec  le  centre  de 
la  conique  inscrite  au  pentagone  formé  de  ces  droiles. 

396.  Si  l'on  considère,  en  second  lieu,  six  droites  quel- 
conques P, .  .  .  P,  :=  o  et  les  six  coniques  dérivées  de  cinq 
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n'uNE    DROITE    QUI    DÉPEND    DE    flEUF     AUTRES.  4^7 

elconques  d'ciure  elles. 


I- 


'1  2.'*''''=° 

)D  verra,  loiiles  ces  courbes  appartenant  à  un  même  fais- 
■eaii  (n"  39-4),  que  leurs  centres  font  six  points  J'iiue 
même  courbe  du  second  ordre,  lieu  géométrique  des  cen- 
,res  des  coniques  menées  par  un  même  groupe  de  quatre 
points.  Et  si  l'on  a  égard  à  ce  que  l'on  vient  de  trouver 
.OLicliant  la  position  du  centre  de  chacune  de  ces  courbes, 
on  aura  ce  ihéorème  :  Les  centres  des  coniques  inscrites 
aux  divers  pentagones  que  l'on  peut  former  avec  six 
droites  quelconques  font  six  points  d'une  même  conique. 

397.  Il  résulte  enfin  du  calcul  indiqué  au  n"  395,  que 
la  conique  dérivée  de  cinq  droites  est  liomotbélique  à  une 
autre,  laquelle  serait  conjuguée  au  triangle  formé  de  trois 
quelconques  d'eu tre  elles,  et  aurait  pour  centre  le  symé- 
trique du  point  de  concours  des  deux  droites  restantes  par 
rapport  au  centre  de  la  conique  inscrite.  Le  cas  où  la  co- 
nique dérivée  se  réduit  à  un  cercle  donne  lieu  à  ce  théo- 
rème :  ^j  1,  2, ...  5  désignent  les  côtés  successifs  dhin 
premier  pentagone,  et  \',  2', . . .  S'  les  points  de  concours 
des  hauteurs  des  cinq  triangles  3i5,  4SI,.  ■  .,  SSi;  tous 
les  sommets  des  deux  pentagones  1  2. .  .  5  et  i'2'.  . .  S' 
seront  symétriques  deux  à  deux  par  rapport  au  centre  de 
la  conique  inscrite  au  pn-nder,  aussitôt  que  deux  de  ces 
sommets  12^/1'  offriront  cette  symétrie. 

§  II.  —  De  quelques  problèmes  plans  antériews 
et  de  leur  construction . 

398.  Le  lien  des  pôles  d'une  droite  fixe  P  :^  o,  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  conjuguées  à  quatre  couples 
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donuiics,  ou  la  droite  X  =  o  que  <i<-finit  l'identité 

y  ).|P,Qi=  PX, 

ei  dont  la  conslruction  a  été  supposée  plusieurs  fois  dans 
les  Chapitres  précédents,  peut  s'obtenir  à  peu  de  frais  de 
cette  manière. 

L'identité   fjiii    sert  de  définition    y    la  droite  que  l'on 
cherche  donnant  lieu  aux  équations  équivalentes 

(1}  >|P,Q,  +  X,P,Q,=  o, 

("'}  Î.,P,,Q, +).P.Q,  4-P.X  =  o, 

les  traces,  sur  ia  droite  donnée  P  :=  o,  de  la  courbe  repré- 


sentée  par  Ti 

ou   Tautre  de  ces  équations,  sont  immé- 

diatemcnt  ass 

ign 

lables  -,  car  elles  eoïncidont  avec  les  point; 

de  commune 

in 

tcrsection  de  cette  droite  et  de  deux  co- 

niques 

(>) 

>,P,Q, +ï,P,Q,  =  o, 

h) 

/,P,Q, +  1,P,Q.  =0, 

respectivement  circonscrites  à  deux  quadrilatères  donnés, 
et  que  déti^rmine  entièrement  la  condition  que  deux  de 
leurs  points  de  rencontre  appartiennent  à  une  droite  con- 
nue P  r=  o.  Les  points  conjugués  communs  à  deux  divi- 
sions en  iuvolution,  tracées  sur  celle  droite,  et  définies 
respectivement  par  deux  couples  de  points  conjugués,  nous 
fourniront  dès  lors  ces  deux  points  de  rencontre;  et  la 
courbe  (1)  se  trouvant  définie  par  six  de  ses  points,  il  en 
sera  de  même  de  la  courbe  identique  (i').Or  si  l'on  désigne 
par  3,  4  et  0  les  sommets  des  angles  P3Q3,  PiQi  et  PS; 
par  3',  4',  0'  les  points  de  concours  des  polaires  de  chacun 
de  ces  sommets  par  rapport  aux  deux  angles  restants,  on 
sait  que  la  coUrbe  (l'j  est  conjuguée  aux  trois  couples 
3  3',  4i',  Ô6'  (,iMd1,p.  i5â).  On  pourra  donc  déduire 
des  six  points  qui  définissent  la  courbe  (i')  la  polaire  du 
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LA  coupBË  SJ^.PiQi  =  o.  4^g 
point  3,  ou  Pj .  Qa,  par  rapport  à  celle  courbe  ;  c'esL-à-dire, 
un  premier  lien  géoinélrique  du  poinl  conjugué  3',  lequel, 
apparlenant  aussi  à  la  polaire  de  ce  même  point  3  par 
rapport  à  l'angle  PtQv,  se  trouve  déiertniné.  Déterminant 
de  même  le  poijit  4',  ou  aura,  dans  3  ei  3',  4  et  4'  deux 
couples  de  points  harmouiquement  conjugués  par  rapport 
aux  côtés  de  l'angle  PX.  ;  et  l'on  pourra  déduire,  des  traces 
du  premier  côté  de  cet  angle  sur  chacun  des  segments  33', 
44',  les  traces  analogues  du  second  :  ou  deux  points  dis- 
tincts de  la  droite  X  que  l'on  voulait  construire.  On  trai- 
terait de  même  le  problème  corrélatif. 

Scolie.  —  Une  conique  étant  définie  par  cinq  couples 
de  droites  conjuguées,  le  pôle  correspondant  d'une  droite 
quelconque^  =:  o  est  au  point  de  concours  de  deux  droites 
que  l'on  sait  construire. 

399.  CoROLLiiKE  I.  —  Toutes  les  droites  X=o  qui 
satisfont,  en  nombre  infini,  à  Vidcntilè 


X 


1,P,  Q,  -h  PX  =  o 


passent  par  un  même  point  que  Von  peut  déterminer  et 
qui  n'est  autre  que  le  pâle  de  la  droite  P  =  o  par  rapport 
à  la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites 

P.Q,X...XP>Qs  =  o- 

400.   CoROi-LAïKE  II.  —  L'une  des   coniques  contenues 
dans  r équation 

(,)  ^\p,Q.  =  o 

étant  définie  par  la  donnée  complémentaire  de  deux  de 
ses  points,  on  peut  construire  cette  courbe  par  points  de 
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4fîo  CHAPITRE    XIV. 

Désignons  par  P  =  o  la  corde  qui  réunit  les  deux  poiiils 
donnés  Ifjg.  Ç)i)  ;  par  Pi  ta  Qj  deux  transversales  indéfi- 
nies menées  par  chacun  de  ces  poinls  ;  enfin  par  X  ^  o  la 


rdrdc  <jui  réunît  les  deux  dernières  traces  de  ces  transver- 
sales sur  la  courbe.  L'équation  de  celle-ci  pouvant  s  écrire 

(!')  >,P,Qi  +  P.X  =  o, 

et  ies  deux  formes  équivalentes  (i),  (i')  entraiiiani  l'idi'n- 

(3)  ^\p,Q,-f-P,X^o; 

on  saura  construire  (ii"  398,  p.  4^7)  la  droite  X  =  o  dé- 
finie par  cette  jdenlilé  :  et  l'on  aura  deux  nouveaux  points 
de  la  courLe  dans  les  traces  de  cette  droite  sur  les  iransver- 
saiesP,  ctQv. 

401.  CoROLL.iiRE  III.  —  L\me  des  coniques  contfnucs 
dans  l'équation 


1- 


étant  définie  par  ia  donnée  complémentaire  de  croîs  de 
ses  points  a,  h,  c,  on-  peut  encore  coiislruire  cette  courbe 
par  points. 

Menons,  en  effet,   par  l'un   des  points  donnés   c,  une 
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DE    LA    COURBE    S;Ï,P,Q,=.).         46e 

Q„  =^  o  {Jig.  ya)  ;  et  soit  x  le  second 
de  ceiti!  transversale  et  de  la  courbe. 


L'équation  de  celte  dernière,  rapportée  aux  côii 
nh,   be,   ex,  a.r,     ou      PsPQ,X  =  o, 


du  quaJrila 


îcrii  résultant,  pour 
ine.'ï    l'quivalenles 


Ï.P.Q,  ■ 


■  PX~ 


un  problème  déjà  résolu  (n"  399)  permettra  d'obtenir  le 
point  d'intersection  ^  de  toutes  les  droites  X  qui  satisfont 
à  cette  identité;  et  le  quatrième  côté  du  quadrilatère  inscrit 
abcx  sera  connu  par  deux  de  ses  points  a  et  £. 

402.  ConoLLiiEE  IV.  —  Une  conique  étant  définie  par 
un  triangle  abc  et  deux  couples  de  points  conjugués 
mm',  nn' \  nous  avons  regardé  comme  connues  les  deux 
1  races  x^j  delà  courbe  sur  une  droite  quelco7i//ue  {ti"  3^0, 
p.  354}  Elïscti  vemeut  si  l'on  a  égard  aux  cinq  couples  de 
points  conjugués  qui  résultent  des  données  de  la  question, 


conque  xy  doi 


:cs  de 
iali.fai 


M. M',     N.N', 

■ourbe  sur  une 
aux  deux   ideji 


yGoosle 


tielles 

(i)  AB  +  BCh-  CA-HMM'=  «X=  +iY% 

(2)  AB  +  BC+  CA  +  N]S'=«'X=-f-i'Y^ 

Or  si  ayant  pris  arbilraircment  sur  la  droite  xj  deux 
points  quelconques  ^,  ^',  011  pose  les  identités  auxiliaires 

(3)  ./,X'  +  6Y'  =  Ê,i, 

(4)  a'X'+é'Y'^J'^'; 
les  précédentes  pourront  s'érrire 

(i')  ■  AB  +  BG  -i-CA-i-MM'  =  i^, 

(2')  AB  +  BC  +  CA  +  HN'  =  Ê' V  ; 

et  la  conslructioii  corrélative  de  celle  du  n"  398,  permet- 
tant de  déterminer  chacun  des  points  n,  >î',  on  connaîtra 
deux  segments  rectilignes  ^n,  ^'h'  harmoniquement  conju- 
gués l'un  et  l'autre  au  segment  formé  des  deux  points  X 
et  Y  que  l'on  cherche.  Donc,  etc.  Telle  serait  du  moins 
la  construction  pour  le  cas  le  plus  général  d'une  conique 
définie  par  cinq  couples  quelconques  de  points  conjugués. 
Mais,  dans  le  cas  actuel,  trois  de  ces  couples  résultent  des 
sommets  d'un  même  triangle  conjugué  à  la  courbe,  et 
celle  circonstance  permet  de  simplifier  notablement  la  re- 
cherche des  points  auxiliaires  r,,  n'.  Ecrivant,  en  effet,  les 
ideniilés  (i')  et  (2'}  comme  il  suit  : 

(  1  ")  AB  +  BC  +  CA  =  MM'  -i-  ^r,, 

(a")  AB-4-BC-l-CA  =  NN'  +  E'-^', 

on  voit  que  le  triangle  abc  et  le  quadrilatère  m'i^m't\  sont 
cîrconscriptibles  à  une  même  conique,  et  qu'il  en  est  de 
même  encore  du  triangle  abc  et  du  quadrilatère  ji'^' n'^'. 
On  connaît  d'ailleurs  cinq  tangenles  de  chacune  de  ces  co- 
niques, et  l'on  peut  mener  à  ihacune  d'elles,  par  les  points 
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m,  m'  ou  n,  n',  dnux  nouvelles  tangentes,  lesquelles  se 
couperont  respeciivemcnt  aux  points  n  ou  w',  qu'il  s'agis- 
sait d'oblenii'. 

403.  On  sait  que  l'on  peut  consiruire  par  poinis,  à 
l'aide  du  ihéorème  de  Desargues,  une  conique  qui  serait 
assnjetlie  à  passer  par  un  point  o  donnô  esplicitcmenl,  et 
par  les  quatre  points  de  rencontre  de  deux  coniques  non 
tracées,  mais  définies  l'une  et  l'autre  par  cinq  points.  Une 
transversale  quelconque  oo',  issue  du  point  donné  o,  coupe, 
en  effet,  les  trois  couibes  suivant  trois  couples  de  poinis 
en  învolution,  a,  a';  b,h'-^  o,  o' \  et  les  cinq  premiers  de 
ces  points  déterminent  le  sixième.  Ou  peut  donc,  dans 
certains  cas,  utiliser  les  quatre  points  de  rencontre  de  deux 
coniques,  indépendamment  du  tracé  de  ces  courbes  ;  cl  c'est 
ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que  ces  quatre  points  entrent 
d'une  manière  collective  dans  la  question.  S'il  en  est  au- 
trement, le  tracé  des  deux  courbes  devient  nécessaire;  et 
l'on  ne  peut  s'en  dispenser  que  dans  le  cas  où  deux  de  leurs 
points  d'intersection  seraient  connus  à  prioii  (fig.  pS). 

Fig.  93. 


Les  deux  courbes  étant  rapportées,  dans  ce  cas, 
côtés  de  deux  quadrilatères  inscrits,  abcd  et  ahc'd', 
des  équations  de  la  forme 


(0 

AC  +  BD  =  0, 

w 

AC  +  BD  =  0, 

on  V. 

,il  que  ce 

iix  de  leurs  points  de  renconi 

e  qui  demeu- 
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rcnt  inconnus  apparlîenncnt  à  la  droite 

(3)  C  — C'  =  o, 

laquelle  est  connue  déjà  par  uti  de  ses  points  ;  o  =  C  =:  C, 

ou  c/l  c'd'.  Or  on  peut  oblenir  un  second  point  de  cetic 

droitfi)  c,il,   c\ii\,  à  l'aide  de  deux  nouveaux  quadnlatères 

inscrits  ahcid,  et  ahc^d\. 

^  III,  —  Des  quatre  tangenlef  coniinniies  à  toutes  las 
conùjites  (fui  aiimetlcnt  qiiaiiv.  couples  communes  de 
droites  corijuguces. 

'40'i.  Une  série  de  conitjuei  inscii.les  à  un  niërriK  trian- 
gle A.B.C  =z  o,  et  cofijuguêes  à  un  système  donné  de 
deux  droites,  PQ  =  o,  admettent  une  quatrième  tangente 


commune  que  l'on  peut  consi 

truire.  et  qui   n'est 

autre  que 

la  droite  X:-odéanie  par  1 

.'une  des  identités 

suivantes 

fnM75,p,  178): 

ak'  +  iB"  +  cC'  —  X'=PQ. 

Or  il  résulte  de  la  dernière  que  les  droites  données  P 
et  Q  divisent  harmoniquemeni  chacune  des  trois  diago- 
nales ««,  èp,  C'/  de  la  figure  formée  du  triangle  A.li.C 
et  de  la  droite  inconnue  X  (n"  231,  p,  36a).  Les  extré- 
mités a  cl  a,  h  et  (B,  c  et  7  de  ces  diagonales  se  trouvent 
donc  conjuguées  deux  à  deux  par  rapport  au  système 
P.Q  ^  0;  et  si  l'on  construit,  relativement  au  système  de 
ces  droites,  les  polaires  des  divers  sommets  «,  è,  <;  du 
triangle  donné,  leurs  traces  respectives  sur  les  eôlés  op- 
posés de  ce  triangle  fourniront  trois  points  a,  |S,  y  de  la 
droite  X. 

■403,  Une  série  de  coniques  iiyant  deux  tangentes  com- 
munes, o  :=  A  ^  \),  et  deux  coup/es  communes  de  droites 
conjuguées  P.Qi  =  o,  P,Qb  =  o,  toutes  ces  couibcs  ont 
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encore  en  commun  deux  nouvelles  tangentes  que  l 'on  peut 
construire  et  qui  sont  fournies  par  les  deux  solutions  que 

comporte  l'ideniilé  suivante 

(i)  P,Q,  -i-P,Q:  =  <TA=-t-  bB'-hXK 

Le  poînl  lie  concours  x  des  polaires  du  point  o  =^  A  =:  B, 
par  rapport  à  chacun  des  angles  (PjQ,)  ou  (PsQi),  ap- 
partient doue,  en  premier  lieu,  à  cliacmic  des  deux  droites 
Xi  ou  Sa  que  l'on  cherche  et  que  défiiiit  celle  îdeiititij. 
D'ailleurs,  si  l'on  considère  le  triangle  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  concours  des  diagonales  et  des  rôles 
opposés  du  quadrilatère  PiPsQiQa,  ei  que  l'on  désigne 
par  A',  B',  C  les  côtés  de  ce  triangle,  on  aura  identi- 
quement 

(2)  P,Q,  -h  PiQ,^n'A"-l-  i'B"  +  c'C"; 

et  si  l'on  remplace  l'identité  (1')  par  la  suivante 
(1,  2)  n'A"  4-  i''B''  +  e'C''  =  aA=H-  èB'-i-X', 

01!  conclura  de  cette  dernière  que  les  droites 

A',  B',  C,     A,  B  et  X 
sont  tangentes  à  une  même  conique  :  ou  que  les  deux  droites 
cherchées  X;  et  Xj  coïncident  avec  les  tangentes  menées 
à  une  conique  déterminée,  par  le  point  déjà  déterminé  x. 

406.  On  peut  encore  obtenir  par  le  seul  emploi  de  la 
règle  et  du  compas  les  quatre  tangentes  communes  à  toutes 
les  coniques  qui  admettent  quatre  couples  communes  de 
droites  conjuguées,  lorsque  deux  de  ces  couples  ont  une 
droite  commune. 

Les  tangentes  cherchées  ne  sont  autres,  dans  ce  cas, 
que  les  différentes  droites  X  =  o  définies  par  Vune  des 
identités 


l-PP'  =  A(B 


3o 


yGoosle 


4IÎ6  CHAPITRE    XI¥. 

Or  les  ér|iiations  écjuivaleiites  dans  lesquelles  se  dédonble 
la  dernière  représentent  une  conique,  circonscrite  pre- 
mièrement au  quadrilatère  MPM'P',  tangente  en  outre 
à  cliacuue  des  droites  A^=o  et  R-|-C  =  o(la  première 
qui  est  donnée,  la  seconde  qui  n'est  encore  connue  que 
par  l'un  de  ses  points  o  =  B  =:  C)  et  les  touchant  l'une 
et  l'autre  en  deux  points  situés  sur  l'une  des  droites  X  que 
l'on  cherche.  Mais  cette  conique  définie  par  quatre  poiuls 
el  une  tangente  A,  est  susceptible  de  deux  déterminations 
distinctes,  auxquelles  correspondent  deux  points  de  con- 
tact distincis,  X,  ou  Xi,  de  la  courbe  sur  sa  tangente  A. 
Prenant  donc  allernativement  chacune  de  ces  coniques  et 
déterminant  leurs  points  de  contact  respectifs  ^i,  |',  ou  ^2, 
J  j  sur  les  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  l'une  el  à  l'autre 
par  le  point  BC  =  o;  on  aura,  dans  les  droites 

=,.r,  et  ï>i,     g,^,  et  r,^-., 
les  quatre  tangentes  communes  à  toutes  les  coniques  que 
l'on  considérait  d'abord. 

407.  Le  cas  d'une  série  de  coniques  ayant  un  triangle 
conjugué  commun,  ABC  =  o,  et  une  couple  conimunç  de 
droites  conjuguées,  PP'  =^  o,  rentre  dans  le  précédent  :  et 
les  quatre  tangentes  communes  à  toutes  les  coniques  de 
la  série,  ou  les  quatre  déterminalions  de  la  droite  X  =:  o 
définie  par  l'identité 

(1)  AB-l-IiC-l-CA=PP'  H-X', 

sont  fo;irnics  par  les  cordes  de  contact  de  l'angle  donné 

PP'  et  de  chacune  des  quatre  coniques  menées  tangentiel- 
Icment  aux  cotes  de  cet  angle  par  les  trois  sommets  du 
triangle  ABC. 

408.  Si  les  droites  conjuguées  P  el  P'  se  confondent, 
l'ideniîié  précédente  devient 

(i')  AB  +  BC  +  CA  =  ).P'  -+-X^ 


y  Google 


DES    4    TAJVGEKTES    COMMDKES,     ETC.  4^7 

Les  équations 

AB  H-  BG  +  CA  =  o,  JP'  -H  X'  =  o 
représeiileni  dans  ce  cas  une  seule  et  même  cojiique,  cir- 
conscrite encore  au.  triangle  ABC  et  composée  de  deux 
droites  harmoniquement  conjuguées  aux  côtés  du  l'ang/e 
PX.  D'ailleurs  comme  ces  deux  droites  doivent  contenir 
les  liois  sommets  de  l'angle  donné,  l'nne  d'elles  tombe  né- 
cessairement dans  l'un  des  côtés  A,  ou  B,  ou  C  de  ce  trian- 
gle; la  seconde  réunissant  le  sommet  opposé,  BC,  ou  CA, 
ou  AB  à  la  trace  de  la  droite  P  ^  o  sur  ce  coté. 

Si  la  droite  P  =  o  disparait  à  l'infini,  on  retrouve  ce 
théorème  :  Toutes  les  paraboles  conjuguées  à  un  même 
triangle  s'inscrivent  d'elles-méntes  au  triangle  médian  du 
proposé  (Mebtion). 

Le  problème  corrélatif  se  pourrait  traiter  de  la  même 
manière;  mais  il  est  inutile  d'y  appliquer  le  calcul  :  les 
seules  définitions  du  pôle  et  de  la  polaire  pouvant  donner, 
à  priori,  tout  ce  que  l'on  cherche.  On  voit  effectivement 
que  si  l'on  connaît  un  triangle  conjugué  et  un  point  de 
la  courbe,  on  en  connaît  aussitôt  trois  autres  points  res- 
pectivement situés  sur  les  droites  qui  vont  du  premier  aux 
différents  sommets  du  triangle  donné, 

409.  Scolie.  ~  Les  parabuîoïdes  conjugués  à  un  té~ 
traèdre  donné  s'inscrivent  d'eux-mSnies  à  un  groupe  dé- 
terminé de  sept  plans  qui  sont  :  i"  les  quatre  plans  con- 
duits à  égales  distances  de  l'un  des  sommets  du  tétraèdre 
et  de  la  face  opposée,-  2"  l(^s  trois  plans  menés  à  égales 
distances  de  deux  arrêtes  opposées  du  tétraèdre.  C'est  ce 
que  l'on  voit  aisément  par  la  seule  géométrie,  et  c'est  aussi 
l'une  des  conséquences  de  l'idenlité  {n''179,p.  180) 

AB  +  BC -t- AC -h  D  (  A -)- B -i- C }  =  i  P' -i- X' =  X -I- X' . 

410.  Il  nous  reste  à  résoudre  le  problème  général  ou  à 
déterminer  les  quatre  tangentes  coinnnutes  à  toales  les  co- 
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niques  conjuguées  à  quaira  couples  de  liroiies  AA',. ..,  DD'. 
Or  les  qualic  droites  de  deux  des  couples  données  déler- 
miiiant  les  côtés  opposés  d'un  quadraiigle  P, ,". .  Pj  ^  o 
conjugué  à  toutes  les  coniques  delà  série,  toutes  ces 
courbes  sont  comprises  dans  l'équalion  taii^emielle  (n°  260, 
p.  287) 

Mais  comme  elles  admetlenl  en  outre  deux  autres  couples 
de  droites  conjuguées  communes,  CC  et  DD',  il  esisle 
entre  les  paramèlres  ^1,.  .  -,  X4  deux  relations  à  l'aide  des- 
quelles ou  peut  exprimer  liuéairenient  deux  quelconques 
d'entre  eux  en  fonction  des  deux  autres.  On  a  ainsi,  par 
exemple, 

ei  l'équation  précédente  pouvant  s'éiTÎre 
(,')     i,(pj  +rt,P=  +  ojP=)  +li(è,p;  -i-i,P=  +  P^)  =0, 
on  y  reconnaît  l'équation  d'une  série  de  coniques  inscrites 
à  un  même  quadrilatère,    lefjucl  a  pour  côtés  les  quatre 
tangentes  communes  aux  denx  courbes 
{2)  P;-i-  a,Vl  -H«sP|  =0, 

(3)  h,V\  +tiP=  +PJ  =  o. 

D'ailleurs  cliafune  de  ces  courbes  se  trouvant  définie 
par  un  triangle  conjugué  et  deux  couples  CC,  DD'  de 
droites  conjuguées,  un  problème  anlérieur  permet  d'ob- 
tenir, par  la  règle  et  le  compas,  six  langenles  de  chacune 
d'ijles  (n"  407,  p.  4^6).  Leurs  quatre  tangentes  com- 
munes, ou  les  quatre  tangentes  communes  aux  courbes'de 
la  série  primitive,  se  trouvent  donc  déterminées  viituel- 
lement;  et  l'on  peut  définir  d'une  manière  eficctive,  par 
cinq  de  ses  langenîes,  celle  de  ces  courbes  qui  serait  assu- 
jettie à  toucher  une  droite  donnée. 

Remarque   I.   —  Si    l'on  ajoute    aUernativement    aux 
quatre  couples  données  A  A',..,,  DD' la  donnée  complcmen- 
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taire  d'une  tapgentc  T  on  T',  on  peut  construire,  comme 
dans  Je  problème  corréhlif  (n"  402),  amant  de  tangentes 
que  l'on  veut  de  la  courbfi  correspondante  C  ou  C'  ;  et  celle 
construction  n'exige  que  l'emploi  de  la  règle  et  du  compas. 
Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  tangentes  communes  à  ces 
courbes,  et,  en  dehors  des  cas  d'abaissement  que  nous 
avons  examinés,  leur  détermination  exige,  comme  on  sait, 
le  tracé  de  deux  coniques  (Chasles,  Traite  des  Sections 
coni<jties,  p.  234). 

Remarque  }I.  — La  déterminalion  des  droites  X  déli- 
Tiies  par  l'identité 

(AA'  +  BB')  -I-  (CC  -+-  DD'  )  =  X' 

entraîne  d'une  manière  évidente  la  solution  de  ce  pro- 
blème L  Circonsciire  à  deux  quadrilatères  donnés  ABA'B', 
CDC'D'  deux  coniques  qui  aient  entre  elles  un  double 
contact.  La  corde  de  contact  des  deux  coniques  cJicrchécs 
n'est  autre,  en  effet,  que  l'une  quelconque  des  droites  X;  et 
ce  nouveau  problème,  qui  admet  toujours  quatre  solutions, 
comporte  les  mêmes  réductions  que  le  précédent. 


§  IV.  —  Détermination  des  éléments  principaux  de  la 
parabole  conjuguée  à  quatre  couples  de  droites,  du  pa- 
raholoïde  défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués. 

411.  Il  résulte  (le  l'identité 

y  i,  P,Q,=X=  +  Y'  — c 

à  laquelle  donne  lieu  le  cercle  associé  de  trois  couples  de 
droites  (n°lol,  p.  r  56),  et  où  X,  Y  désignent  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  menées  par  le  centre  de  ce  cer- 
cle, que  trois  couples  fonnées  de  six  droites  quelconques, 
et  deux  droites  rectangulaires  quelconques  menées  par  le 
centre  (/«cercle  associé  des  six  droites,  font  toujourf;  trois 
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couples  do  droites  conjuguées  et  deux  tangentes  à  une 
même  parabole  (n°  157,  p,  i6o).  Et  comme  dans  toute 
parabole  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  rectangu- 
laires appartient  à  la  directrice,  on  peut  dire  d'une  ma- 
nière équivalente  que  les  directrices  de  toutes  les  para- 
boles conjuguées  à  trois  couples  de  droites  se  croisent  au 
centre  du  cercle  associé  de  ces  droites.  De  là  ce  théorème  : 
La  directrice  de  laparobole  conjuguée  aux  quatre  couples 
P,  Q,  =  o ,  P(Qi  ^  o  coïncide  avec  le  lien  des  cen- 
tres de  tous  les  cercles  contenus   dans    l'équnlion 

et  les  centres  des  cercles  associés  de  trois  quelconques  des 
quatre  couples  données^  que  l'on  sail  construire,  font 
quatre  points  de  cette  directrice. 

412.  La  directrice  connue,  il  reste  à  déterminer  le  som- 
met de  la  courbe.  Regardant,  a  cet  effet,  la  parabole  pré- 
cédente comme  partiellement  définie  par  la  direction  de 
ses  diamètres  Y  =  Â  et  les  deux  seules  couples  P,Q,, 
PjQj  ;  cherchons  d'abord  le  lieu  géométrique  des  somm,ets 
de  toutes  les  paraboles  conjuguées  à  deux  couples  de 
droites  données,  et  dont  les  diamètres  conservent  une 
direction  donnée,  Y  =  o  ;  ou  seulement,  et  par  rapport  à 
la  rnème  série  de  courbes,  le  lieu  géométrique  des  pôles 
d'une  droite  Ji.re,  X  =  o,  perpendiculaire  à  cette  di- 
rection. 

D'après  un  théorème  antiirieur  (n"  160,  p.  ifis),  et  parce 
que  toutes  les  paraboles  en  question  admettent  quatre  cou- 
ples communes  de  droi  tes  conjuguées,  distinctes  ou  eoïnci- 
denies,  savoir  : 

P,Q,  =  o,     PjQ,  =o,     <^Y  =  o,     é=.  o, 

ce  dernier  lieu  est  rectiligne  et  n'est  autre  que  la  droite 
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X'  =  o  définie  par  l'ideniité 

que  l'on  peut  t'crire,  m  posant  cY  +  c'  ^  —  Y'  et  déai- 
gnaiitpar  Y'  un  diamèlre  dont  la  posilion  absolue  deiiienre 

{1}  (X,P,Q, -t-i,P,QO  — xx'^r. 

Les  courbes  suivauies 
(a)  i,P,Q,  +  MPiQ,  =  o, 

(3)  XX'  — o 

sont  dès  lors  homothétitjues ;  leur  corde  commune  à  dis- 
tance finie,  ou  leur  axe  raiHcal,  Y'  ^  o,  est  donné  de 
direction;  et  tandis  que  les  diamètres  relatifs,  dans  les 
deux  courbes,  à  une  même  direction  de  cordes,  sont  sim- 
plement parallèles,  leurs  diamètres  relatifs  à  la  direction 
particulière  Y'  se  confondent.  Or  le  premier  de  ces  dia- 
mètres est  déterminé,  comme  l'bjperbole  [t]  k  laquelle 
il  appartient  :  hyperbole  circonscrite  au  quadrilatère 
PiPiQtQs  et  dont  l'une  des  asymptotes  X  =  X  ejf  con- 
nue de  direction.  On  aura  donc,  dans  ce  diamètre,  que 
l'on  peut  construire  par  le  seul  emploi  de  la  règle,  le  dia- 
mètre correspondant  de  la  courbe  (3),XX'  =  o;  c'est-à- 
dire  une  droite  déterminée  passant  d'elle-même  par  le 
point  o:^X=:X'.  Or  ce  point,  qui  n'est  autre  que  la  trace 
de  la  droite  X  sur  le  lieu  X'  des  pôles  de  cette  droite  par 
rapport  à  toutes  les  paraboles  que  Ton  considérait  d'abord, 
représente  le  point  de  contact  de  cette  droite  el  de  l'une 
de  ces  courbes,  ou  le  sommet  de  l'une  de  ces  paraboles . 

De  là  ce  théorème  :  Le  lieu  des  sommets  des  pa- 
raboles conjuguées  à  deux  couples  de  droites  données 
o  ^=  P,Q,  =  P,Qs,  et  dont  les  diamètres  conseivent  une 
direction  invariable  Y  =  o,  coïncide  avec  le  diamètre  con- 
jugué à  cette  direction  pour  une  Ityperhole  qui  serait  rii- 
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consente  an  quadrilaièrÉ  P,  PtQiQs  et  dont   Vune  des 

a.vyniploles  sernii.  perpendiculaire  à  la  direction  donnée. 
Le  sommet  de  la  parabole  conjuguée  à  quatre  couples 
de  droites  résulte  inimcdiatemenl  de  ce  Uiéorètne. 

413,  Remarque  J.  —  Une  série  de  paraboles  de  même. 
directrice  étant  conjuguées  à  deux  droites  données, 
PQ  =  o,  toutes  ces  courbes  s'inscrivent  d'elles-mêmes  à 
un  angle  droit  déterminé  que  Von  peut  consti-uirn.  El 
cette  remarque  fournit  une  autre  coiistruclion  de  Tun  des 
problèmes  précédents. 

irtjue  II.  —  Ënlin  une  dernière  détermina- 
■atole  définie  par  quatre  couples  de  droites 
Isulterait  de  la  recherche  du  lieu  décrit  par 
te  parabole  conjuguée  aux  trois  couples  de 
,  PjP'j,  PsP's-  On  trouve  pour  l'équation  de 


îs3'+P',  cos3,     Pjsin3'-f-P;sin3,     uos[3  — 3') 

et  cette  équation  représente  un  cercle  qne  l'un  |><'ul  con- 
struire. 

■dis.  La  déterminalion  des  éléments  principaux  du  pa- 
raboloïde  déjini  par  huit  couples  de  plans  conjugués 
peut  s'obtenir  par  des  considérations  toutes  semblables. 
Écrivant  en  effet  l'identité 

'y':*,P,Q,  =  X^  +Y'  +  Z'  —  c 

à  laquelle  donne  lieu  la  sphère  associée  de  six  couples  de 
plans  (n^iei,  p.  167)  et  où  X,  Y,  Z,  désignent  trois  plans 
rectanp;ulaires  quelconques  menés  par  le  centre  de  cette 
sphèi'c;  on  en  conclut  que  six  couples  formées  de  douze 
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plans  quelconques,  et  trois  plans  redangula'ires  quelcon- 
ques menés  par  le  cenire  de  la  sphère  associée  des  douze 
plans,  font  toujours  six  couples  de  plans  conjugués  et  trois 
plans  tangents  à  un  même  paraboloïde  [n"  169,  p.  172). 

Et  comme  dans  tool  paraboloïde  - — 1 — -,  =^  ax  ie  point  de 
t^  p        j/ 

concours  de  troisplanstangents  rectangulaires  appartient  au 

plan  diagonal  x  ^ ~  1  on  peut  dire  d'nne  manière 

é<juîval€nte  que  les  plans  diagonaux  de  tous  les  paraho- 
loïde&  qui  admettent  six  couples  de  plans  conjugués  com- 
muns se  croisent  au  centre  de  la  sphère  associée  de  ces 
plans.  Or  on  sait  construire  le  centre  de  cette  splièie 
(11"  167,  p.  170),  on  saura  donc  déterminer  par  trois  de 
SOS  points  le  plan  diagonal  du  paraboloïde  défini  par 
Imit  couples  de  plans  conjugués  - 

416.  Pour  en  obtenir  le  sommet  nous  regarderons  le 
paraboloïde  comme  partiellement  défini  par  les  quatre  cou- 
ples P^Q,, ...,  P^Q.  et  la  direction  or  de  ses  diamètres, 
direction  qui  résulte  du  plan  diagonal  que  l'on  vient  d'ob- 
tenir; et  nous  chercberons  d'abord  le  lieu  gèométri</ue 
des  sommets  de  tous  les  paraholoïdes  conjugués  à  quatre 
couples  de  plans  donnés,  et  dont  les  diamètres  sont  donnés 
de  direction ,-  ou  seulement,  et  par  rapport  à  la  même  série 
de  surfaces,  le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  plan  Jixe, 
X=  o,  perpendiculaire  à  celte  direction:  problème  gé- 
néralisé de  celui  du  n"  378,  et  qui  pourrait  se  traiter  d'une 
manière  analogue.  Mais  quoique  la  solution  que  nous 
avons  donnée  de  celui-là  paraisse  suffisamment  simple,  elle 
exige  cependant  une  certaine  préparation  et  laisse  subsister 
entre  les  données  du  problème  et  le  résultat  un  intervalle 
que  le  calcul  est  obligé  de  remplir.  Nous  allons  voir  que 
l'on  peut  supprimer  cet  intervalle  et  passer,  sans  aucun 
caSoul,  de  l'énoncé  du  problème  à  la  construction  dans  la-- 
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quelle  il  se  résout.  Il  suffît  pour  cela  d'utiliser  celui  de 
nos  théorèmes  antérieurs  qui  définit  le  lieu  du  pôle  d'un 
plan  fixe  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  conjuguées  à 
sept  couples  de  plans  (n"  169,  p.  172}.  Les  paraboloïdes 
actuels  admettent,  en  effet,  sept  couples  de  plans  conju- 
gués communs  qui  sont,  en  désignajit  par  c  :^  o  le  plan  à 
l'infini,  par  Y  el  Z  deux  plans  conduits  à  volonté  parallè- 
lement à  la  direction  ox  des  diamètres, 

P,Q,  =  0,...,     P.Q,  =  o,     cY  =  o,     c'I  —  o,     c'  =  o. 

Le  lieu  du  pôle  du  plan  X  par  rapport  à  tous  ces  parabo- 
loïdes coïncide  donc  avec  le  plan  X'  défini  par  ridentîlé 


!"■ 


Q.- 


quel'on  peu  técrîre,endé5ignant  par  Y' un  plan  indéterminé, 
parallèle  à  la  direction  ox,  et  posant  cl  +  tZ-i-c=  =  Y'. 

(1')  y').,P,Q,-f-XX'  =  Y'. 

Les  deux  surfaces 

(3)  ^\,P,Q,  =  o. 

et 

(3)  XX'  =^  o 

sont  donc  homothélîqucs;  leurs  plans  diamétraux,  relatifs 
à  une  même  direction  de  cordes,  sont  parallèles  entre  eux, 
quelle (jue  soit  cette  direction;  et  si  elle  tombe  dans  le  p/n» 
radical  des  deux  surfaces,  Y'  =  o,  les  plans  diamétraux 
correspondants  se  confondent.  Or  le  plan  Y'  est  parallèle  à 
à  Ja  direction  ox.  Les  plans  diamétraux  conjugués  à  cette 
direction  se  confondent  donc  en  un  senl  pour  les  deux  sur- 
faces (a)  et  (3).  Mais  le  premier  de  ces  plans  est  déterminé 
i-omme\c  parabolo'ide  /ijperholit/ita  {1)  auquel  il  appar- 
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lient  :  paraboloïde  associé  au  groupe  (F,  Q, . .  . . ,  Pi  Qi) 
et  dont  l'un  des  plans  directeurs  ,  X  =  o,  est  connu  do 
direction .  On  aura  donc,  dans  ce  plan  diamétral,  que  l'on 
peut  construire  par  la  règle  et  le  compas,  ruii  des  plans 
diamétraux  de  la  surface  (3),  XX' =  o  :  c'est-à-dire 
un  plan  déterminé  passant  de  lin-méme  par  la  droite 
o  =  X  =:X'.  Or  cette  droite,  qui  n'est  autre  que  la  trace 
du  plan  X  sur  le  lieu  X'  des  pôles  de  ce  plan  par  rapport  à 
tous  les  paraboloïdes  que  l'on  considérait  d'abord,  repré- 
sente le  lieu  des  poînla  de  contact  de  ce  plan  et  d'une  série 
de  ces  surfaces  :  ou  le  lieu  particulier  des  sommets  de  tous 
ceux  de  ces  paraboloïdes  qui  touchent  le  plan  X.  D'ail- 
leurs le  plan  diamétral  qui  conlient  ce  lieu  est  déterminé 
et  ne  dépend  que  de  la  direction  du  plan  X,  laquelle  est 
invariable,  non  de  la  position  absolue  de  ce  plan.  Et 
l'on  en  conclut  enfin  que  le  lieu  général  des  commets 
de  tous  les  paraboloïdes  conjugués  aux  quatre  couples 
P,  Qi  =  o, .  .  . ,  P4  Qi  =  o,  et  dont  les  diamètres  conser- 
vent une  direction  donnée,  coïncide  avec  le  plan  diamé- 
tral conjugué  à  celte  direction^  pour  un  paraboîoïde  hy- 
perbolique déjîni  par  une  équation  de  la  forme 


S 


1,P,Q,  =  0 


et  dont  l'un  des  plans  directeurs  (X  =  i>)  serait  perpen- 
diculaire à  la  direction  donnée. 

Si  les  quatre  couples  P,Q,,,  .  .,  Pi  Q»  coïncidaient  avec 
les  quatre  couples  de  plans  qui  résultent  des  faces  opposées 
d'un  octaèdre,  le  paraboîoïde  (a)  serait  circonscrit  k  cet 
octaèdre.  Dans  tous  les  cas,  ou  en  peut  obtenir  autant  de 
génératrices  reciilignes  qu'il  en  faut  pour  la  eonstruciion 
du  plan  diamétral  qui  résout  le  problème.  La  section  du 
paraboîoïde  (2)  par  un  plan  quelconque  X  =  ^  parallèle 
à  celui  des  plans  directeurs  qui  est  donné,  coïncide  cffecii- 
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vement  avec  la  droite  définie  par  l'cquaLion 

{'')  ^'l.P'.Q',  =o 

el  que  l'on  saii  construire  (n"  152,  p.  iSy).  Construisant 
dès  lors  trois  de  ces  droites,  ou  irois  de  ces  génératrices; 
inscrivant  ensuite  entre  la  première  el  la  seconde,  la  se- 
conde el  la  troisième,  la  troisième  et  la  première,  trois 
segments  rectilignes  ab,  cd,  e/" parallèles  à  la  direction 
ox:  on  n'aura  plus  qu'à  déterminer  les  poinls-milieux 
m,  n,  p  de  ces  segnienls,  cl  le  plan  mnp  résoudra  le 
problème. 

^   V.  —  Consii-iiciioiis  diverses  du  cn-cIe  osciilaleur  d'une 
conique  définie  par  cinq  condiiions. 

417,  J^a  détermination  dn  cercle  osculateur,  dans  les 
courbes  du  second  ordre,  a  été  obtenue  déjà  de  bien  des 
manières  différentes,  et  qui  remplissent  très-suffisamment 
l'objet  du  problème,  considéré  dans  ses  rapports  avec  la 
Mécanique-  Peut-être  en  est-il  autrement  au  point  de  vue 
de  la  seule  Géométrie.  Car,  sans  dire  rien  de  la  multitude 
des  solutions  indirectes  que  l'on  en  connail,  les  meilleures 
d'enlre  les  autres  ne  paraissent  pas  géométriquement  irré- 
prochables :  ou  la  construction  y  laisse  à  désirer;  ou  le 
mode  d'invention,  généralement  emprunté  de  l'analyse 
cartésienne,  et  réduit  dès  lors  à  une  vérification,  La  mé- 
tViode  suivante  pafaîtra  peut-être  exempte  de  ces  défauts. 
Purement  élémentaire,  puisqu'elle  est  fondée  sur  la  seule 
notion  des  sécantes  communes  à  deux  coniques,  elle  est 
aussi  exclusivement  analytique.  Et  la  simplicité  des  con- 
structions qu'elle  fournit,  la  facilité  avec  laquelle  elle  les 
peut  modifier,  dans  chaque  cas,  suivant  les  différentes 
données  du  problème,  montrent  une  fois  de  plus  les  res- 
sources singulières  de  l'analyse,   même  dons  ce  genre  de 
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travaux  que  les  analystes  ont  le  plus  évités,  pour  lesquels 
ils  nous  l'envoient  d'ordinaire  à  la  Géomctrîc  ;  et  que  l'Ana- 
lyse, presque  toujours,  exécuterait  mieux,  plus  rapidemeiU 
el  à  moins  de  frais. 

418.   Lemme  fombamektal.  —  Véquatioii  d'une  courbe 
du  second  ordre  étant 


l'équation  du  cercle  osculatenr  de  la  courbe,  en  Viui  quel- 
conque de  ses  points,  sera  de  la  forme 

([}  S  +  T,T'  =  o; 

T  :=  o  désignant  la  tangente  au  point  d^osculalioii,  et 
T'  =  o  une  certaine  droite  issue  de  ce  point. 

Deux  courbes  du  second  ordre  osculatrices  en  un  point 
admettent,  en  effet,  un  système  unique  de  sécantes  com- 
munes, composé  de  la  tangente  au  point  d'osculaflon  et  de 
la  corde  menée  de  ce  point,  qui  compte  pour  trois,  au  qua- 
Irième  point  de  rencontre  des  deux  courbes. 

■il9.  Problème  I.  —  Étant  donnés  quatre  points  d'une 
conique  et  la  tangente  en  l'un  d'eux,  construire  le  cercle 
osculateur  correspondant. 

Soient  ABCD  =  o  le  quadrilatère  ajani  pour  sommets 
les  quatre  points  donnés,  et  T  =:  o  la  tangente  au  point 
d'osculation  o=  A  =B  {fig.  94)-  L*'*  équations  respec- 
tives de  la  courbe  et  du  cercle  étant  ici 

(S}  mAC+  «BD  =  o, 


(S')  raAC-t-«Bn+  TT'  =0, 

où  ï'  désigne  une  droite  menée,  sous  une  direction  in- 
connue, par  le  point  d'osculation  o,  ou  par  ie  point  de 
commune  rencontre  des  trois  droites  o  =::  A  =  B  ;=^  T  :  il 
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s'agit  de  conslruire  celui  des  cercles,  contenus  daus  l'équa- 
tion {S'),  qui  csi  tangent  en  o  à  la  droite  T. 

Or  si  l'on  substitue,  par  la  pensée,  aux  coefûcienls  dé- 
termines m,  n  et  à  la  droite  inconnue  T'  qui  figurent 
dans  l'équalîon  (S'),  des  coefficients  arbitraires  et  une 
droile  mohile,  issue  de.  la  même  origine  o  que  la  précé- 
dente, et  tournant  d'une  manière  continue  autour  de 
celle  origine  ;  le  cercle  osculateur  ne  sera  plus  que  l'un 
des  cercles  contenus,  en  nombre  inlini,  dans  l'équa- 
tion (S'},  considérée  sous  ce  nouveau,  point  de  vue;  maïs 
il  participera  de  la  propriété  qui  leur  est  commune  el  qui 
est  (elle  qu'ils  passent  tous  par  les  deux  mêmes  points. 
Soient,  en  effet, 

T,  T,  T,  :^  o 
trois  positions  quelconques  de  la  droite  mobile  T',  et 

S,SiSs  =  o 
les  cercles  déterminés  qui  leur  correspondent,  cnnformé- 
ment  à  l'équation  (S');  on  aura  identiquement 

S,  =  /»,AC-i-«,BD  +  TT,, 

S,  =  /niAC  -)-",BDm-TT,, 

SjsmjAG  4-  «,BD  +  TT,; 

et  l'on  en  déduit,  quels  que  soient  les  multiplicateurs  em- 
ployés, 

)iS,  -h  i,S,  -i-  XjSj^mAC  +  «BD  -H  T(1,T,  +  ^T,  +  ~k;S^]. 
Mais  les  droites  T,,  Tj,  T,  eoneourant  en  un  même  point, 
on  peut  disposer  des  rappoi'ts  arbitraires  A,  ;  ij  ;  Ij  de  telle 
sorte  que  Ton  ait  identiquement 

1,T, -+-À,T,  4- JjTj^O. 
La  relation  précédente  devient  ainsi 

1,S,  -1-l.S,  4-i3S5  =  mAC-l-nED  ; 
identité  impossible  —  les  sommets  du  quadrilalére  quel- 
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conque  ABCD  n'étant  pas  supposés  appartenir  à  un  même 
cercle  —  si  cliaciiD  de  ses  deux  membres  ne  se  réduil  sépa- 
rémenl  à  zéro.  On  a  donc,  en  même  temps  que  i)  =  m  :^  m, 

1,S,  +l!Sj  +  ^,83  =  0. 

Et  cette  identité  exprime  que  les  trois  cercles  Si,  Ss,  Sa  se 
coupent  suivant  les  deux  mêmes  points.  Tous  les  cercles 
de  la  série  {S')  et  le  cercle  osculateur  qui  en  fait  partie 
ont  donc  un  m6me  ase  radical  ;  leurs  centres  se  trouvent 
distribués  sur  une  même  ligne  droite,  et  il  suffirait  d'ob- 
tenir deux  points  de  cette  droite,  ou  les  centres  de  deux 
des  cercles  de  la  série,  pour  être  en  état  de  construire  le 
centre  du  cercle  osculatt'ur  et  ce  cercle  lui-même. 
Or  si  l'on  fait  alternativement 


dans  l'équation  (S'),  il  résulte,  de  la  situation  Au  point  o 

sur  chacune  des  droites  Â,  B,  T,  T',  T",  que  les  cercles 

correspondants 

(i)  S,^mAG-l-TT'=;o, 

(2)  S,  =  « BB -H  TT"  =  o 

ont  trois  de  leurs  points  en  évidence,  savoir  : 

Pour  le  premier,  le  point  simple  y  ou  C.T:^  o,  et  le 
■^oiai  douhlu  A.Tou  A.T'  =  o,  qui  n'est  autre  que  le  point 
d'osculation  o,  suivant  lequel  ce  premier  cercle  louche  la 
droite  A  ; 


.le  0  ou  D.T:^o 
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point  double  B.T  ou  13.T'  =  o  :  ce  dernier  se  confondant 

encore  avec  le  point  d'osculatlon  suivatil  lequel  ce  second 
cercle  touche  ia  droiieB. 

Le  problème  est  donc  résolu,  et  l'on  a  col  énoncé  : 

Une  conique  étant  définie  par  un  quadrilatère  înscrîl 
ÂBCD  et  la  tangente  en  Vuii  des  sommets  AB  ou  o  de 
ce  quadrdatère i  pour  obtenir  le  cercle  oaculaleur  de  la 
courbe  au  point  o,  on  mènera  de  ce  point  des  perpen- 
diculaires aux  côtés  adjacents  A  et  B,  respectivement  limi- 
tées, en  a  et  ^,à  des  perpendiculaires  élevées  sur  la  tan- 
gente par  les  traces  de  cette  dernière  sur  les  côtés  opposes 
C  elÛ.  Menant  ensuite  la  droite  «fï,  le  segment  oo'  in- 
tercepté par  celle  droite  sur  la  normale  au  point  considéré 
o,  représentera  le  diamètre  du  cercle  osculateur.  La  solu- 
tion donnée  par  M.  Chasies  { Traité  des  Sections  coniques, 
p.  49)  suppose  la  construction  de  la  formule  suivante  ; 


Ap=z 


■'■■C<7.Ca''BA.B. 


420.  Remarque  J .  —  Il  résulte  des  différences  auxquelles 
donne  lieu  la  représentation  analytique  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles,  considérés  dans  le  plan  ou  sur  la  sphère,  que 
l'analyse  précédente  n'est  pas  direclemcnt  applicable  à  la 
construclion  du  cercle  osculateur  d'une  conique  sphérique. 
Toutefois,  par  une  singularité  digne  de  remarque,  la  con- 
clusion légèrement  modifiée  de  cette  analyse  demeure  vraie, 
sur  la  spbère  comme  dans  le  plan.  Et  celte  même  consiruc- 
lion,  qui  nous  fournissait  lom  à  l'heure  le  diamètre  00'  du 
cercle  osculateur  d'une  conique  plane,  recommencée  sur 
la  spbère  pour  une  conique  définie  par  les  mêmes  éléments, 
nous  fournirait  encore  fe  petit  axe  00  d'une  ellipse  sphé- 
rique droite  (ou  capable  d'un  angle  droit),  osculatrice 
en  o  à  la  courbe  proposée.  C'est  ce  qu'on  aperçoit  bien 
l'aide  d'une  projection  centrale  de  la  figure  : 
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3e  point  de  vui 
plan  du  tablct 


KE    COKIQUE    SPeÉRIQUE, 

t  placé  au  centre  de  la  spli 


lèi-o,  et  le 


[1  étant  autre 


que  le  plan  tangent  mené 


par  ]«  point  o  autour  duquel  se  fait  la  construction. 
D'ailleurs  si  l'on  considère  VcUipse  sphérique  droite  dé- 
crite sur  la  base  oo,  et  qui  n'est  autre  que  le  segment 
capable  d'un  angle  droit  olAo'  s' appuyant  sur  cette  base, 
les  plus  simples  propriétés  des  triangles  sphérîques  rec- 
tangles permettent  d'en  déterminer  le  cercle  oscnlaleur 
pour  l'un  ou  l'autre  des  points  o,  o' .  On  trouve  ainsi,  en 
désignant  par  R    le  rayon  de  ce  cercle, 

ta.ig  ou'  =  2  tang  R. 

Tel  est  donc  aussi,  pour  la  conique  spliénque  que  l'on  con- 
sidérait d'abord,  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  fonction 
de  l'arc  oo'  défini  par  la  construction  indiquée  ;  et  la  m^nie 
construction,  effectuée  dans  le  plan,  s'y  traduit  par  la  le- 
lation  aualoffue 


421.   Remarque  JJ.- 


,ngR  = 


-(■) 


se  peuvent  aussi  déduire  de  la  construction  précédente, 
appliquée  à  un  parallélogramme  inscrit  dont  l'un  des  som- 
mets serait  au  point  d'osculalion  et  dont  les  diagonales 
seraient  dirigées  suivant  deux  diamètres  conjugues. 

■422.  Remarque  III.  —  Si  les  axes  principaux  de  la 
courbe  sont  donnés  déposition,  et  que  l'on  connaisse  en 
outre  un  de  ses  points  m  et  la  tangente  correspondante;  on 
substituera  au  parallélogramme  dont  on  vient  de  parler  un 


(  ■  )   Théorie  n^uvell^,  gèo„ 


:,  de,  l,g„. 
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reciangle  inscrîl  i  et  l'on  verra  [jig-  J)5)  que  si,  par  les 
traces  de  la  tangente  donnée  sur  chacun  des  axes  ox  et 
oy,  on  mène  à  cette  tangente  des  perpendiculaires  res- 


Fig.  b5. 

? 

\ 

^. 

\ 

/l^ 

■N."        J 

\ 

\/i 

X^ 

pectwement  terminées  en  p'  et  ç'  à  l'ordonnée  mp  et  à 
l'abscisse  inq  du  point  de  contact,  le  centre  da  cercle 
osculateur  en  ce  point  appartiendra  à  la  droite  p'q', 
laquelle  contient  aussi  le  centre  de  la  courbe. 

423.  PitOBLÊMB  II.  —  Etant  donnés  Vun  des  foyers 
d'une  conique  et  la  directrice  correspondante,  const.iwre 
le  cercle  osculateur  en  un  point  donné  m  de  la  courbe. 

Soient  T  ^  o  la  tangente  au  point  donii^,  et  T'  =^  o  une 
droite  issue  de  ce  point  (^g-  96)  ;  la  courbe  proposée  S  et 
le  cercle  osculateur  S'  que  l'on  cherche  serout  définis  ac- 
tuellement par  les  équations 

(o)  S^X=-|- Y=  — D'  =  o, 

{ I  )  S'  =  X'  +  Y'  —  D'  +  T ,  T'  z=;  o, 

où  D  :=  o  désigne  la  directrice  donnée  el  X'  -f-  Y^  la  fooc- 
tion  d'un  cercle  de  rayon  nul  dont  le  centre  est  au  foyer 
correspondant. 

De  la  double  équaiion  {1)  on  tire  d'ahoid  l'identité 


-(X»  +  T=)^ 


hT.T'. 
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représentent  dont 
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Les  équations  éfiiii  va  lentes 
(2)  S'-{X'  +  Y').^o, 

D^  — T.T'---o 
[1  seul  et  même  cercle  S" —  inscrit  rlan.\ 

l'angle  TT'  suivant  la  corde  de  conlact  D=^  o,  ainsi 
que  cela  résulte  de  l'équation  (2')  — et  ayant  un  niêmt 
axe  radical  auec  le  cercle  osculaleur  que  l'on  cherche  S'  e( 
le  foyer  F  (X^  +T'  ;=  o)  assimilé  à  un  cercle  de  rayon 
nul  :  e 'est  ce  qni  résulte  de  l'équation  (  a  ) .  Les  trois  ccrc Icj 

S',  S",   F 
auront  dès  lors  leurs  centres  en  ligne  droite.  Mais  lecenlrt 
du  troisième  est  au  foyer  donné  F  ;  et  il  résulte  de  l'équa- 
lîon  (  2')  que  le  centre  du  second  S"  est  au  pointde  concours  a 
de  la  perpendiculaire   abaissée  du  point  doi 


directrice,  et  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  tangente 
donnée  par  la  (race  de  cette  tangente  sur  la  directrice.  Le 
centre  du  cercle  osculateur  S'  se  trouvera  donc  sur  la 
droite  résultante  Fy,  et  l'on  peut  énoncer  ce  théorème  ; 
he  centre  du  cercle  osculateur  en  un  point  quèlconrjue  ni 
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d'an6 


e.it  situé  sur  la  droite 


',qm 


conque  des  foyers  de  la  courbe,  au  point  de  concours  de 
deux  droites  menées  :  la  première  par  le  point  d'oscula- 
tion  m  perpendiculairement,  à  la  directrice  correspon- 
dante; la  seconde,  perpendiculairement  à  la  tangente 
au  point  d'osculation,  parla  trace  de  cette  tangente  sur 
la  directrice. 

424,   Problème  III.  —  Étant  donnés  les  asymptotes  et 
un  point  d^une  hyperbole,  construire  le  cercle  osculateur 


en  ce 

point. 

La 

courbe 

donnée  et  le  cercle  que  l'on 

veut 

oma 

tuellcnit 

lit  pour  équaiiou 

S  =  XT  +1  -,  o, 
S'=XY-i-  1  -hTT'  =  o; 

et l'o( 

déduit, 

de  cette  dernière,  l'identité 
S'  — i^XT-hTT'. 

Les 

équatïo 

is  équivalentes 

{-] 

S'  —  j  =  o, 

(2') 

XY  +  TT'  "  o 

rcoré. 

eiitcit  d 

oitc  un  seul  et  même  cercle - 

-COi 

clieiclié  S',  en  venu  de  l'équation  (  a) 
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—  et  circonscrit,  en  vertu  de  l'équation  (2'),  au  quadrila- 
tère partiellement  indéterminé 

X-T-Y-r. 
Mais  l'indéiermination  de  ce  quadrilatère  disparaît  devant 
la  condition  qu'il  soit  inscriptjble.  Son  quatrième  côté  T', 
que  l'on  sait  déjà  devoir  passer  par  le  point  d'osculation, 
est  antiparallèle  k  la  tangente  T  par  rapport  à  l'angle 
des  asymptotes  ;  et  l'on  a  ce  théorème  (Jî^-  97)  ; 

ie  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque  d'une  hy- 
perbole est  concentrù/ae  au  cercle  qui  passerait  par  les 
traces,  sur  les  asymptotes,  de  la  tangente  au  point  d'os- 
culation cl  d'une  droite  qui  serait  menée  de  ce  point  dans 
une  direction  antiparallèle  à  cette  tangente  par  rap- 
port à  Vangle  des  asymptotes. 

§  VI,  —  Des  angles  solides  conjugutls  à  une  sphère  de 
rayon  nul,  et  de  quelques  propriétés  du  quadrilatère 
sphérique. 

425.   Soient 

ABC=o     et     H  =  o 

les  équations  de  quatre  plans  issus  d'une  même  origine  O; 
les  trois  premiers  de  ces  plans  étant  donnés,  on  peut  dis- 
poser de  la  direction  du  quatrième  de  telle  sorte  que  l'é- 
quation 

aA'-h  pB=  -1- vG^-HJH- —  o 
représente  une  sphère  de  rayon  nul;   et  Von   n  dès  lors 
l'identité 


(■) 

éciu 

«A' H-  PB' -F 
ations  équivali 

7C>  + 
enles 

\W 

i  =  X- 

+  ï' 

W 

H  A' 

+  pB^ 

+  : 

,C'  = 

0, 

('■') 

X'  + 

-y^  + 

'L'- 

-\W-- 

=  » 

repr 

éjM 

item  donc  une 

50ule 

et  1 

nCmc 

SDrfac 
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révolulion  conjugué  au  trièdre  ABC  et  ayant  pour  sommet 
le  point  O,  pour  axe  la  perpendiculaire  00'  abaissée  de  ce 
point  sur  !e  plan  H,  La  section  de  ce  cône  par  l'un  quel- 
conque de  ses  plans  cycliques,  H  =  A,  sera  donc  un  cercle 
dont  le  centre  devra  se  trouver  sur  l'axe  00',  puisqu'il 
s  agit  d'un  cône  de  révolution  ;  et  au  point  de  rencontre 
des  hauteurs  du  triangle  résultant  des  traces  du  plau  sécant 
sur  les  faces  du  trièdre  ABC,  puisque  ce  trièdre  et  ce  cône 
sont  conjugués.  On  conclut  de  là  que  Vaxe  du  cône  {2') 
coïncide  avec  la  droite  de  commune  intersection  des  trois 
plans-hauteurs  du  trièdre  ABC,  et  que  le  plan  H  capable 
de  satisfaire  à  l'Identité  (1)  est  perpendiculaire  à  cette 
droite. 

•426.  Soit,  en  outre,  H'  =  o  un  plan  quelconque  pa- 
rallèle au  précédent,  l'identité  (i)  entraînant  la  suivante 

(  o  =  aA'-HpB'+vC'-)-lH'= 

la  spbère  représentée  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations 
sera  conjuguée  au  tétraèdre  ABCH'.  Tout  tétraèdre  dans 
lequel  le  plan  de  l'une  des  faces  est  perpendiculaire  à  la 
droite  d'intersection  des  plans-hauteurs  du  trièdre  opposé 
admet  donc  une  sphère  conjuguée;  et  ses  quatre  hauteurs 
se  coupent  en  un  mente  point, 

427.  Soient  encore  ABCD  =  o  les  plans  des  faces  d'un 
angle  solide  tétraèdre,  et  afjyd  ^  o  les  plans  menés  par 
le  .sommet  de  cet  angle  perpendiculairement  aux  droites- 
hauteurs  de  chacun  des  trièdres  BCD,  CDA,  DAlî,  ABC. 
La  sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  sommet  de 
l'angle  solide  considéré,  étant  définie  par  l'une  quelconque 
des  équations 

(1)  a=  +  F -!- C' +  D^  =  o, 

(2)  è-  +  C'-)-D'+  Â'^o,.  .  .  , 
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désigne  un  multiple  quelconque  du  carré  i 
iquivalentca.  C 


ces  équations  sont  deux 
exemple,  l'idenli 


487 
;  toutes 
a,  par 


„=^B'-f-  G^  +  D'=p=  +  C'  +  D'  H- A% 
que  l'on  peut  écrire 

(3)  À'  -t-  Ê'  -1-  C=  ■+•  D'  +  «=  -t-  p'  =  o  ; 

et  il  résulte  de  celle-ci  qwe  les  plans  ABCD«p  =  o  sont 
tangents  à  un  même  cône  du  second  ordre.  Les  huit  plans 
analogues  ABCD  X  «P^fî  =  o /ora(  dès  lors  huit  plans 
tangents  d^un  même  cône  du  second  ordre.  Et  il  est  aîsé 
de  voir  que  ce  cône  est  l'un  de  ceux  dont  l'entière  détermi- 
nation exige  seulement  la  donnée  de  quatre  plans  tan- 
gents, et  que  nous  dirons  inscriptihles,  parce  qu'on  peut 
leur  circonscrire  une  infinité  de  irièdres  trirectangles  ; 
comme  il  arrive  ici  pour  le  cône  considéré. 

Soient  effectivement  olo.'  :=  o  un  dièdre  droit,  circonscrit 
à  ce  cône,  et  ax'a."  :=  o  le  Irièdre  trirectangle  de  même 
sommet  construit  sur  ce  dièdi'e.  Si,  entre  les  identités 


(3') 


-D'- 


(  1']  k'  +  B'  +  C  -1-  D'  =  «'  +  «"  +  a", 

—  auxquelles  doniieiU  Heu,  d'une  part,  les  six  plans  tan- 
gents ABCDaa'  =;  o  du  cône  considéré;  de  l'autre,  les 
deux  formes  analytiques  de  la  splière  de  rayon  nul  ayant 
pour  centre  l'origine  —  on  élimine  le  carré  «",  l'identité 

Â'  4-  B^  +  C^  -+-  b'  4-  à-  4-  a"'  s  o 
exprime  le  contact  du  sixième  plan  a"  et  du  cône  ;  et  ce- 
lui-ci admet  une  infinité  de  irièdres  trirectangles  circon- 
scrits, tels  que  ff.a'x".  On  a  donc  ce  théorème  ; 

Les  côtés  A,  B,  C,  D  d^un  quadrilatère  sphérique  tjuel- 
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conçue,  et  les  quatre  grands  cerclas  a,  |3,  y,  §  ayant  pour 
pôles  respectifs  les  points  de  concours  des  hauteurs  des 
quatre  triangles  formés  de  trois  quelconques  des  côtés  de 
ce  quadrilatère,  sont  tangents  à  une  même  conique  sphé' 
rique,  înscrîpiible  elle-même  à  une  infinité  de  triangles 
trirectangles. 

Telle  est  d'ailleurs  la  proposition  corrélative  que  : 
Les  points  de  concours  des  hauteurs  de  chacun  des 
triangles  formés  des  côtés  d'un  quadrilatère  sphéiique, 
pris  trois  à  trois,  et  les  pôles  des  côtés  de  ce  quadrilatère 
font  toujours  huit  points  d'une  même  conique  spîiérique 
circoQscriplible  à  une  infinité  de  triangles  trirectangles. 

■i28.  CoBOLLAiBE  I.  —  Tonte  conique  sphérique  inscrip- 
tible  à  un  triangle  trirectangle,  et  inscrite  à  un  triangle 
donné,  touche  d'' elle-même  le  grand  cercle  ajant  pour 
pôle  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle; 

Et  toute  conique  sphérique,  circonscriptible  à  un  trian- 
gle trireclangle  et  circonscrite  à  un  triangle  donné,  passe 
d' elle-même  par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce 
triangle. 

-i29.  Coholliihe  II.  —  Tout  angle  solide  pentaèdre 
ABCDE  =  o  qui  admet  une  sphère  conjuguée,  ou  qui  est 
tel,  que  les  plans  de  ses  diverses  faces  donnent  lieu  à 
l'identité 

(i)  A?  H-  B=  +  C'  +  D=  +  É'  =  X'  -4-  Y=  +  Z\ 

est  circonscrit  à  un  cône  inscriptihle ;  et  quatre  quelcon- 
ques des  faces  de  cet  angle  solide  suffisent  à  la  détermi- 
nation de  ce  cône. 

L'élimination  de  la  fonclîou  spîiérique  X°  +  Y^ -h  Z' 
entre  les  identités  (;)  et 
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:clte  autre  identîlé 


('') 


ou  la  couclusion  que  le  plan  Ë  =  o  est  tangent  au  cône 
iiiscrîptîble  C[ue  déterminent  les  quatre  plans  tangents 
A,  B,  C,  D,  et  dont  le  contact  avec  le  plan  a  :=  o  a  élé 
reconnu  déjà  (n'*427). 

430.  TeiïoTtÈME.  — Les  dix  plans  menés  pnr  chacun  elei 
sommets  d'un  peniaèdre  perpendiculairement  à  l'ardu 
opposée  concourent  en  un  même  point,  et  ce  penlaèdrf. 
admet  une  sphère  conjuguée 


{>)       o  =  A'  +  B=  +  C=  +  D'  -I-  E'  =  X=  -j-  Y"  +  Z'  —  r', 

si  ies  plans  de  ses  faces  sont  parallèles  à  autant  de  plans 
tangents  d'un  même  cône  inscriptible. 

Si,  en  effet,  A'B'C'D'E'  =  o  désignent  les  faces  du 
pentaèdre,  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point  XYZ  de  l'espace,  l'une  quelconque  des  iden- 
tités (t)  ou 

(/')  À"  -H  B"  +  C'=  -I-  D"  4-  É'=  =  X=  -H  Y=  +  Z' 

entraîne  l'autre;    et  la  dernière,  (('),  le  iliéoi'ème  énoncé 
(Corollaire  II). 

431 .  On  a  vu  déjà  que  tout  hexaèdre  P, .  . .  P5  ^  o  ad- 
met une  sphère  conjuguée;  si  l'hexaèdre  est  inscriptible, 
le  plan  radical  de  la  sphère  circonscrite  et  de  la  sphère 
conjuguée  contient  le  centre  de  Vhjperboloïde  gui  aurait 
pour  génératrices  rectilignes  les  droites  d'intersection 

P,P^,     P,P^,     P,P^ 
des  faces  opposées  de  Vhexaédre.  Ces  deux  sphères  ayant, 
en  effet,  pour  équations 

y  ).,PJ  =:«)       tC       P,P.  -!-P,Ps  -^P,Ps=o, 
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leur  plan  radical  R  =  o  satisfait  à  ridenlilé 

y  i.p;  -+-p,p, -H  p,Ps  +  PiPs  =  ii, 

et  représente,  par  suite,  l'un  des  plans  diamétraux  d'une 
surface  du  second  ordre  insci-ite.  à  l'hexaèdre  P, ,  .  .Pj  et 
conjuguée  aux  trois  couples  de  plans  PjPi,  PsPsi  PaPe- 

D'ailleurs  le  point  de  contact  de  cette  surface  et  de  chacun 
des  plans  P,,  P^  appartient  à  la  fois  à  ce  plan  et  à  son 
conjugué  P4  ou  P,.  Chacune  des  droites  P.P»,  P^P»,  PsP, 
se  trouve  donc  conjuguée  à  elle-même  par  rapport  à  la  sur- 
face dont  il  s'agit  :  et  celle-ci  n'est  autre  qu'un  hyperbo- 
loïdb  passant  par  chacune  de  ces  droites  (n"  ■168,  p.  172)- 


§  -Vil. 


:  Thé. 


'.es  et  prohlèi 
du  second  ordi 


dwc 


r  les  siii-fm 


432.   Problème  I.  —  Faire  passer  un  cône  du  second 
par  un  groupe  donné  de  huit  points  situés,  les  trois 
•que  dans  l'espace,  et  tous 


premiers  d'une  manière  quetc 
les  autres  dans  un  même  plai 
rentes  Méthodes ,  p.  S^). 

1),  Supposons  le  problème 
triangle  123  déterminé  par  Ii 


(Lamé,  Examen  des  diffé- 


gmons  que  I 
trois  premiers  poi 


projet 


,   suivant  le  sommet  du  cône,    sur  le  plan  de  la 


nique  C  déterminée  par  les  cinq  autres  [fig-  98).  Le 
triangle  résultant  1"2''3''  se  trouvera  inscrit  à  cette  conique, 
et  ses  différents  côtés  passeront  par  les  traces  respectives 
des  côtés  12,  23,  31  du  triangle  primitif  sur  le  plan  de  cette 
courbe.  Réciproquement  si,  par  ces  traces  1',  2',  3'  que  roii 
connaît  et  qui  sont  d'ailleurs  en  ligne  droite,  on  fait  passer 
les  côtés  d'un  triangle  Vl^i'  inscrit  à  la  courbe  C,  les 
triangles  123  et  l''2''3"  ayant  un  axe  auront  par  cela  même 
un  centre  d'homologie;  et  le  point  de  concours  des  droites 
de  jonction  de  leurs  sommets  homologues  représentera  le 
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de  l'un  des  cônes  répondant  à  !a  question 

t  soric  à  ce  problème  de.  géométrie  plane  : 

fiB.  98. 


^ 


'  \r 


à  une  conique  donnée  un  tnangle  doiU  les  côtét  passent 
respectivement  par  autant  de  points  donnés,  situés  en 
ligne  droite 

Telle  est  au  fond  la  solution  de  M.  Lamé,  et  l'on  voit 
que  le  précepte  de  Desargues,  si  souvent  rappelé  de  nos 
jours,  et  si  rarement  appliqué,  y  est  oublié  une  fois  de 
plus;  mais  oublié,  peut-on  dire,  le  plus  heureusement  du 
monde.  Car  si  la  Géométrie  y  perdait  quelque  chose,  qu'il 
est  aisé  de  lui  rendre,  l'analyse  y  devait  gagner  une  pre- 
mière solution  du  problème  des  triangles  pivotants  inscrits 
à  une  conique  (p.  58)  :  solution  extrêmement  remarquable, 
peu  remarquée,  sans  doute  parce  qu'une  sorte  de  divina- 
tion qui  y  supplée  à  toutes  les  insuffisances  de  l'instrument 
cartésien,  la  rend  difficile  à  suivre,  même  à  la  suite  de 
l'auteur;  mais  qui  soulève  la  question  de  savoir  si  tout  sera 
bénéfice  pour  les  géomètres  dans  les  progrès  de  la  Géo- 
métrie et  le  perfectionnement  de  ses  méthodes,  et  s'ils  n'y 
perdront  pas  les  belles  violences  où  les  jette  parfois  un 
obstacle  imprévu,  qu'ils  n'auraient  garde  d'emporter, 
comme  ils  fout  d'ordinaire,  s'ils  savaient  d'avance  qu'ils  le 
peuvent  tourner. 

2).  Revenons  à  notre  problème,  et  puisque  le  cône  que 
l'on  chercbe  doit  contenir  la  courbe  C  et  chacun  des  points 
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i,  2,  3,  observons  que  chacune  des  génératrices  menées  du 
sommet  de  ce  cône  aux  points  1,9,3  devra  s'appuyer  sur 
cette  coui'be,  et  ce  sommet  appartenir  à  chacun  des  cônes  de 
sommets  respectifs  1,2,  3  et  de  base  commune  C,  ou  à  leur 
commune  intersection.  Or  deux  quelconques  de  ces  coiies 
(1,  C),  (2,C}  ayant  une  courbe  d'entrée  plane,  leur  courbe 
de  sortie  est  plane  également  ;  et  la  détermination  du  plan 
qui  la  eoniiejit  résulte  aussitôt  de  la  méthode  ordinaire. 

Si,  en  effet,  parla  trace  3'  de  la  droite  des  sommets  sur  le 
plan  de  lacourbe  de  base  C  [fig-  99)  on  mène  uuc  trans- 
versale 3' ni  rencontrant  cette  courbe  aux  points  a  et  A;  que 
l'on  mène  ensuite  les  génératrices  la  et  2 A  qui  se  coupent 
ens\  lèet  2rt  qui  se  coupent  en  *:  les  points  j,  5' obtenus  de 
la  sorte  appartiendraient  au  plan  de  la  courhe  de  sortie  des 
deux  cônes  considérés.  Mais  il  résulte  de  cette  construction 
que  la  droite  ss'  n'est  autre  que  la  polaire  du  point  3'  par  rap- 
port au  système  (i'irt,  î'2è),  La  droite  J.(' passe  donc  par  les 
conjugués  harmoniques  du  point  3'  par  rapport  aux  deux 

"Pis-  Q9- 


couples  (1,  2)  et  {a,  b).  Or  le  premier  de  ces  points  est  fixe 
le  second  se  meut  sur  la  polaire  P  du  point  3'  par  rappor 
à  la  courbe  C;  et  tous  les  points  s,  s'  appariiennentauplai 
déterminé  par  la  droite  P  et  le  conjugue  harmonique  di 
point  3'  par  rapport  au  segment  12.  Tel  est  donc  le  pJaj 
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de  la  courbe   de  sortie  Jes  deux  premiers    cônes  (l,  C) 
«(!,C). 

Le  plan  de  la  courbe  de  sortie  de  l'un  de  res  cônes  et  du 
troisième  (3,  C)  s'obtiendrait  de  la  même  manière;  et  les 
points  de  rencontre  de  l'un  (jueleonqne  d'entre  eux  et  de  la 
droite  d'intersection  des  deux  plans  obtenus  de  la  sorte  four- 
niraient enfin  les  sommets  S,  S'  des  deux  cônes  cherches. 

433.  Beinarque  I.  —  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  passant  par  un  point  1 ,  ou  2,  ou  3  et  une  co- 
nique donnes,  est  un  cône  ayant  pour  base  cette  conique 
et  pour  sommet  le  point  donné.  Los  sommets  des  deux 
cônes  que  l'on  veut  conduire  par  la  courbe  C  et  les  points 
1,2,3  seront  fournis  dès  lors  par  les  deux  points  S',  S"  qui, 
associés  à  oette  courbe,  forment  la  commune  intersection 
des  trois  surfaces  coniques  (1,  C),  (2,  C),  (3,  C).  Or  le 
sommet  S'  ou  S"  de  chacun  des  cônes  cherchés  doit  ap- 
partenir —  à  la  polaire  relative  à  ce  cône  de  la  droite  l'2'3' 
commune  intersection  du  plan  \  23  et  de  celui  de  la  courbe 
C  —  ou  à  la  commune  intersection  des  plans  polaires  des 
trois  points  V,  2',  3',  D'ailleurs  chacun  de  ces  plans  polaires 
est  déterminé /îar  un  point —  le  conjugué  harmonique  du 
point  r,  ou  2',  ou  3',  par  rapport  au  segment  23,  ou  31,  ou 
12  —  et  une  droite:  la  polaire  du  point  1',  ou  2',  ou  3'  par 
rapport  à  la  conique  C.  La  droite  d'intersection  de  ces 
plans  polaires  est  donc  pareillement  déterminée;  et  les 
traces  de  cette  droite  sur  le  cône  de  sommet  1,  ou  2,  ou  3 
et  de  base  C,  déterminent  les  sommets  des  deux  cônes 
cherchés. 

Ces  dernières  considérations,  on  leurs  corrélatives,  s'ap- 
pliqueraient directement  à  la  détermination  du  plan  d'une 
conique  doublement  inscrite  à  un  cône  et  à  un  Irièdre 
donnes. 

•434.  Remarque  IL  —  Si  l'on  imagine  [fig.  98)  le  plan 
123  rabattu  autour  de   la   droite  1'2'3' sur  le  plan   de   la 
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courbe  C,  on  pourra  effectuer  dans  celui-ci  toutes  les  con- 
structions c[ue  suppose  le  problème  précédent,  ei  en  dé- 
duire, comme  corollaire,  la  détermination  bien  connue  du 
premier  sommet  d'un  triangle  insciit  à  une  conique  (don- 
née et  dont  les  côtés  seraient  assujettis  à  passer  par  trois 
points  1',  2',  3'  situés  en  ligne  droite. 

43o.  Remarque  III.  —  Si  l'on  élargit  un  peu  les  don- 
nées du  problème  précédent,  lequel  consistait  en  réalité  à 
faire  passer  un  cône  du  second  ordre  par  deux  coniques 
ayant  une  corde  commune ,  on  est  conduit  à  celte  pre- 
mière généralisation  d'un  théorème  de  Moebius  : 

Une  surface  du  second  ordre  étant  assujettie  à  passer 
par  deux  ellipses  données  —  lesquelles  admettent  une 
corde  commune  réelle  ou  idéale  —  et  par  un  point  com- 
plémentaire M,  cette  surface  est  —  un  ellipsoïde  si  ce  point 
est  extérieur  à  Vun  des  deux  paraboîoides  elliptiques  qui 
passent  par  les  deux  courbes  données  et  intérieur  à  l'autre 
—  un  hyperboloïde,  à  une  ou  à  deux  nappes,  si  le  point  M 
est  extérieur  aux  deux  paraboîoides  ou  intérieur  à.  Vun 
et  à  Vautre. 

Que  si  l'on  voulait  en  outre  spécifier  celui  des  deux  liy- 
perboloïdes  que  peut  définir  le  point  mobile  M,  il  est  clair 
que  l'on  devrait  distinguer  d'abord  cliacune  des  situations 
possibles  de  ce  point  dans  l'im  des  espaces  angulaires  com- 
pris entre  les  deux  paraboîoides  précédents  et  les  deux 
cônes  du  second  ordre  que  l'on  peut  mener  aussi  par  les 
deux  ellipses  données.  Observant  ensuite  que  la  transition 
de  Vellipsoïde  à  V hyperboloïde  à  deux  nappes  se  fait  tou- 
jours par  un /^arafio/oiV^e  elliptique;  celle  de  l'un  des  deux 
hjperholoïdes  à  Vautre  par  un  cône  :  on  verrait  que  la 
surface  définie  par  le  point  complémentaire  M  devient, 
d'ellipsoïde,  hyperboloïde  à  deux  nappes,  ou  inversement, 
toutes  les  fois  que  le  point  M  traverse  l'un  des  deux  para- 
boîoides de  la  série  ;  et  que  toutes  les  fois  que  ce  point  ira- 
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verse  Tuii  îles  doux  cônes  de  la  série,  la  surfacn  devient, 
d'hypeiboloïde  convexe,  hyperboloïtle  gauche,  ou  inver- 
seinenl. 

436.  Remarque  IV. — Si  l'on  imagine  une  série  de  com- 
qiies  circonscrites  à  un  quadrilatère  convexe,  ABCD  =  o, 
et  que,  cons'iAéranl  celle  de  ces  courbes  qui  se  trouve  définie 
parla  donnée  d'un  point  complèmenlaire  M,,,  on  la  rap- 
porte aux  deux  paraboles  de  la  série 


(,)                                       ï'  +  X  =  o, 

(»)                                       Z.  +  T=iO, 

par  l'équalion  évîdenie 

Y=  +  X          Z'  +  T. 

''                         Y5  +  X.       z;-i-T/ 

les  direclions  asyniptoliques  de  la    courbe  considé 

lée 

trouvent  définies  par  l'équation 

et  sont  re'ellt's  ou  imaginaires  suivant  que  les  nombres 
YJ-f-Xo  ei  Zj+Ti,  sont  de  mémo  signe  ou  de,  signes 
contraires.  Dans  le  premier  cas,  le  point  complémen- 
taire Mû  est  intérieur  aux  deux  paraboles  ou  extérieur  à 
toutes  les  deux,  et  la  courbe  qu'il  détermine  est  une  hy- 
perbole; dans  le  second,  lepoint  Mo,  intérieur  à  l'une  des 
deux  paraboles,  est  extérieur  à  l'autre,  et  la  courbe  qu^il 
détermine  est  une  ellipse  (Moebius,  Dcr  Bai-jcentrische 
Calcul,  iSay,  p.  3S2),  C'est  le  théorème  dont  nous  par- 
lions tout  à  l'heure  ;  et  c'est  encore,  si  l'on  veut,  une  autre 
manière  d'obtenir  les  directions  diamétrales  des  deux 
paraboles  circonscrites  au  quadrilatère  ABCD^^o.  Car 
si  l'on  rapporte  les  côtés  opposés  de  celui-ci  aux  deux  pa- 
raboles que  l'on  cherche,  les  identités  résultantes 

AC  =  Y'-f-X-l-  1(Z"  +  T),     BD^y»+  X -1- [I  (Z= -h  T) 


y  Google 


496  CHIP,™.  ï,ï. 

lie  viennent,  en  négligeant  la  position  absolue  des  droites 
(jïii  y  figurent  pour  ne  voir  que  leurs  directions, 

A'  C  =  y'=  -i-  JZ'%      B'D'  =  Y"  +  f<Z'^  : 
fl  les  directions  diamétrales  chercbées,  o  =  Y'  z^r  7J,  sont 
en  évidence  dans  ces  dernières  (n"  273,  p.  297). 

■437.  Remarque  V.  —  Imaginons  de  même  une  série  de 
surfaces  du  second  ordre  menées  par  un  groupe  donna  de 
huit  points,  ou  par  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
qu'ils  déterminent,  C^;  et  considérant  celle  de  ces  sur- 
faces qui  se  trouve  définie  par  la  donnée  d'un  point 
complémentaire  Mo,  cherchons  à  en  déterminer  le  genre. 
1).  Si  la  courbe  gauche  Ci  admet  d'abord  des  bran- 
ches  infinies,  le  problème  est  aussitôt  résolu;  et  la  série 
considérée  ne  contient  que  des  hyperboloïdes . 

2).  Supposons  donc  limitée  de  toutes  parts  la  courbe 
gauche  donnée,  ses  traces  sur  le  plan  à  l'infini  seront  alors 
imaginaires  toutes  les  quatre;  et  il  résulte  d'une  proposition 
antérieure  {n"  3S9,  p.  4oo)  qi^  l'o"  pourra  faire  passer 
par  cette  courbe  deux  paraboloides  elliptiques  réels  dont 
les  équations,  rapportées,  si  l'on  veut,  à  l'un  de  leurs 
plans  diamétraux  communs,  Y  ^^  o,  pourront  s'écrire 
(i)  Y=-f-Z'  +  X  =  o, 

(2)  T'  +  V'  +  T  =  o. 

Celle  des  surfaces  de  la  série  qui  passe  par  le  point  com- 
plémentaire Mo,  rapportée  à  ces  deus  paraboloïdes,  sera 
donc  représentée  par  l'équation 


(3) 


(4) 


cône  asjnipiaie  de  celle  surface,  considéré  en  dir 
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Or  ce  cône  est  réel  eu  imaginaire  suivant  que  les  nombres 

TJ+ZJ  +  X,,     et     T5  +  v;h-T, 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  coniraires  ;  e'est-à-din; 
suivant  que  le  point  M^  est  sembiaMemeni  ou  diveisemeni 
placé  par  rapport  aux  deux  paraboloïdes  de  la  série.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Une  surface  du  second  ordre  étant  assujettie  à  passer 
par  un  point  M  et  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
limitée  de  toutes  parts,  cette  surface  est  :  nn  hypcrboloïdc 
si  le  point  M  est  intérieur  à  chacun  des  deux  paruhoJoïdes 
elliptiques  que  l'on  peut  conduire  parla  courbe  donnée, 
ou  extérieur  à  chacun  d'eux;  un  ellipsoïde,  au  con- 
traire, si  le  point  M  est  extérieur  à  l'un  de  ces  parabo- 
loïdes et  intérieur  à  Vautre. 

Dans  le  premier  cas,  la  séparation  en  deux  genres  des 
hyperboloides,  à  une  ou  à  deux  nappes,  qui  peuvent  cor- 
respondre altcrnalivement  au  point  M,  exigerait,  comme 
.  au  n°  436,  l'inlerventiou  des  quatre  cônes  du  second  ordre 
que  l'on  peut  conduire  par  la  courlie  gauche  donnée. 

438.  pRO BLÊME  II.  —  Étant  donnés  six  points  et  l'un 
des  plans  directeurs,  Y=::  o,  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique, on  peut  en  déterminer  autant  de  génératrices  rec- 
tilignes  que  l'on  veut  et  déduire  ensuite,  de  trois  quel- 
conques d'entre  elles,  les  éléments  principaux  de  la  surface, 

Soient,  en  effet, 

!■)  2>,P>Q,  =  » 

l'équation  du   paraboloïde  rapporté  à  l'un  des  octaèdres 
construits  sur  les  six  points  donnés  I,.  .  .,fi;  et 


I> 


h  P",  Q',  ^  o 
a  section  déterminée  dans  la  surface  par 
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conque  Y  =  7.  parallèle  au  plan  directeur  T  =  o.  Celte 
section  devant  se  réduire  à  une  droite,  la  droite  unique 
et  déterminée,  définie  par  l'équation  (a),  représenîera  uwe 
première  génératrice  rectil'gne  de  la  surface.  Or  nous 
avons  appris  à  construire  la  droiie  (a),  et  nous  savons 
qu'elle  ne  diffère  pas  du  lieu  des  centres  des  coniques  con- 
juguées aux  quatre  couples  F,  Q'^  , .  ,  . ,  P'.Q',,  ou  aux 
quatre  couples  île  <lroites  qui  forment  les  traces  du  plan 
sécant  employé  sur  les  faces  opposées  de  l'octaèdre  1. .  ,6 
(nMo2,  p.  i57). 

On  peut  d'ailleurs  déterminer  à  priai  i  le  second  plan 
directeur  Z  =  o.  L'identité 

y  J,PiQi=E  YZ  +  X, 

à  laquelle  donnent  lieu  les  deux  formes  actuelles  del'équa- 
lîon  du  paraboloïde,  exprime,  en  effet,  que  les  faces  oppo- 
sées de  l'octaèdre  inscrit  l.-.fi  et  les  deux  plans  directeurs, 
transportés  parallèlement  à  leurs  directions  respectives  au- 
tour d'un  même  point  o,  font  cinq  couples  de  plans  conju- 
gués à  une  infinité  de  cônes  du  second  ordre.  On  pourra 
donc  construire  la  trace,  sur  un  plan  auxiliaire  quelconque, 
de  celui  de  ces  plans  Z  =  o  qui  demeure  inconnu,  comme 
on  construit  la  droite  TJ  ■=.  a  définie  par  l'identité 

y>.,p;Q',=Y'Z'  (rr>398,  p. 457}. 

439.  On  parvient.!  une  autre  construction  du  problème 
précédent  en  formant  d'abord  avec  cinq  des  points  donnés 
un  pentagone  gauche  12...  S  et  ra'pportaut  ensuite  la  sur- 
face aux  plans  des  angles  successifs  de  ce  pentagone, 
P,p5.  .  .  Ps  =  o,  à  l'aide  de  l'équalîon 

PjPj  _|_  P,P, -(-  P3P1  +  P.P, -l-PsP.  =  0, 


S-.=" 
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Car  si  l'on  coupe  actuellement  le  paraboloïde  par  un  plan 
paraliè.le  au  plan  dïrecleur  et  issu  du  sixième  plan  donné, 
la  section  ré.'-ultante  roïnciilera  avec  celle  des  droites 
G'  ^=  o  définies  par  rideniîté 


j;p',p;_G 


(■') 

qui  passe  par  le  sixième  point,  on  avec  la  droite  menée  de 
ce  sixième  point  au  veiilr<i  de  la  conique  conjuguée  an 
pentagone  gauche  Vi...V^  ou  au  pentagone  plan  P',  ...P"^ 
{n"  155,  p.  i5()).  Et  nous  avons  vu  que  le  centre  d'une 
conique  définie  par  un  pentagone  conjugué  est  susceptible 
d'uue  construction  très-simple  (n"  182,  p.  i85). 

■440.  L'explication  géoméirique  de  cette  dernière  con- 
struction est  d'aitlenrs  évidente  ;  car  tous  les  paraholoïdes 
qui  ont  en  commun  cinq  points  et  un  plan  directeur, 
Y  ^  o,  passent  par  une  même  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  formée  de  la  droite  à  Vinjini  du  plan  direc- 
teur, o  =r  Y  =  c,  et  d'une  cubique  gauche  passant  par 
les  points  donnés  et  s^ appuyant,  en  deux  points  /,  ('  sur 
cette  droite.  Les  traces  i,  i',  o  de  cette  dernière  courbe 
sur  un  plan  quelconque  Y  =i  X,  parallèle  au  précédent, 
appai'ticnnenl  par  suite  à  tous  les  paraholoïdes  considérés; 
et  il    résulte  de  la  propiiéié  de   buit  points 

1,  2,...,  5,  1,  i',  o 
d'une  cubique  gauche,  qu'il  existe  dans  ce  plan  une  co- 
nique doublement  conjuguée  au  triangle  ii'o  et  au  penta- 
gone gauclie  12...  S  ou  an  pentagone  plan  dérivé  de  celui-là 
(n"  289,  p.  3a5).  Or  les  deux  premiers  sommets  ;',  i'  du 
triangle  conjugué  ii'o  étant  à  l'infini,  son  iroisiènie  som- 
met o  se  trouvera  au  centre  de  la  conique  correspondante  : 
c'est-à-dire  au  centre  même  de  la  conique  conjuguée  au 
pentagone  gauche  P, .  .  .  Pj  ^=  o  ou  au  pentagone  plan  dé- 
rivé p; . . .  p;  =  o. 
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441 .  Problème  111.  —  Un  cjlmdre  hyperholiqiie  clanl: 
défini  par  cinq  poinls  1,. . .,  5  et  la  direction  Y  ^  o  Je 
Vnn  de  ses  plans  asjmplotes,  la  détermination  des  géné- 
ratrices de  ce  cylindre  rcsulte  immédiatcmeni  du  principe 
dont  on  vient  de  faire  usage,  assocîô  à  la  propriété 
(n°  287,  p.  Zi'i)  de  sept  points  de  toute  cubique  gauche, 
ei,  en  pailicnlier,  de  ccile  ([ui  se  trouve  définie  par  le 
groupe 
(i)  1,2,3,^^,5  lit  /,  ;', 

où  i,  i  désignent  deux  points  situés,  dans  des  directions 
inconnues,  sur  la  droite  à  l'inlini  du  plan  T  =  o.  La 
courbe  {i)  appartient  en  effet  aux  deux  cylindres  que  l'on 
cherche,  et  leurs  généralricps  seront  counues  de  direction 
en  même  temps  que  les  poinls  /,  i'  de  cette  courbe. 

Or  on  sait  (n^SS?,  p.  323)que  le  triangle  inscrit  Sii' 
et  le  quadrilatère  l'2'3'4'  intercepté  par  le  plan  de  ceiiian- 
gledans  le  tétraèdre  inscrit  1234  sont  toujours  circonscrip- 
lîbles  à  une  même  conique,  laquelle  est  ici  une  parabole 
située  dans  le  pîan  asymplolique  issu  du  point  5  et  inscrite 
à  un  quadrilatère  connu  l'...4'.  On  mènera  donc  du  point 
S  à  celte  parabole  deux  nouvelles  tangentes  S/,  îji',  et  les 
droites  résullantes  fourniront  les  directions  cbercliécs. 

4i2.  Problème  IV.  —  Un  Ityperholo'ùle  à  une  nappe 
étant,  défini  par  six  points,  ou  un  octaèdre  inscrit  i . .  .G, 
et  une  génératrice  recliligiie  G',  si  l'on  mène  par  cette 
dernière  un  plan  quelconque  H'  et  que  l'on  construise  la 
droite  F',  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  précédente  G' 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites  qui  résnllcnt  des  traces  du'  plan  sécant 
employé  sur  les  faces  opposées  de  l'octaèdre  1...6  ;  la 
droite  F'  fera  une  nouvelle  génératrice  de  la  surface,  et 
tous  les  éléments  principaux  de  lliyperboloïde  pourront  se 
déduire  de  deux  déterminations  successives  de  cette  droite. 
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Toute  stîctioii  piane  du  Miypprboloïdi;  considtîri^, 

est  cffccùvemeiit  lepréscmée  par  une  oijualioii  de  la  for 

Les  deux  droites  G',  F',  auxquelles  se  réduit  la  seclîoii 
tuelii;,  saliafout  dès  lors  à  rideiUÎté 


^;p',Q',_G'.r', 


et  ectte  relation  contient  à  la  fois  la  déiinitioii  qui:  l'on 
vient  de  donner  de  la  seconde  générairice  F'  (n"  160)  et 
sa  délerminaiion  graphique  (n"  398,  p.  457}. 

4i3.  Mais   on  peut   procéder  d'une    autre   manière   et 
prendre  pour  point  de  départ  l'équalion 


de  riiyperboîoïde  rapporté  aux  plans  des  angles  du  penta- 
gone gauclie  1.  ,.5  formé  de  cinq  des  points  donnés.  La  sec- 
lion  G'.F'^  o  de  riiyperboloide  par  le  plan  conduil  sui- 
vant le  sixième  point  et  la  génératrice  donnée  G',  se  trouve 
alors  définie  par  l'idenlité 

Y'  P,  p;,  ^  G',  r'  ; 

et  l'on  a  par  suite  une  nouvelle  génératrice  F'  de  la  surface 
dans  la  droite  menée,  du  sixième  point,  au  pôle  de  la 
droite  G'  par  rapport  à  une  conique  située  dans  le  plan 

sécant  et  conjuguée  au  pentagone  gauche  P, P;;,   ou  au 

pentagone  dérivé  F,  ...P',  (u"  137,  p.  160).  Or  le  pôle 
d'une  droite  quelconque  par  rapport  à  une  conique  définie 
par  un  pentagone  conjugué  peut  s'obtenir  à  l'aide  d'une 
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coiistruclion  simple,  qui  n'exige  que  l'emploi  de  la  règle 

Celle  dernière  solution  du  problème  devient  d'ailleurs 
évidenle.si  l'on  observe  que  tous  les  hjperboloïdes  ayant 
en  commiui  cinq  points  et  une  génératrice  rectiUgno  G', 
passent  iVaux-mëmes  par  une  même  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  formée  de  la  droite  G'  elle-même  et 
d'une  cubique  gauche  qui  s^appuierail  en  deux  points 
sur  cette  droite  et  passerait  d'ailleurs  par  les  cinq  points 
donnés.  Il  i-esie  seulement  à  associer  cetle  observaiioii  à  la 
propriéie  de  huit  ])oiiils  d'une  cubique  gauche  (n^^SQ, 
p.  325). 

444.  pKOBLiiinE  V.  —  Etant  donnés  sept  points  1,...,  7 
et  la  direction  d'une  série  de  plans  cycliques  d'une  sur- 
face  du  second  ordre,  celle  surface  est  déterminée  et  l'on 
peui  en  obtenir  les  éléments  principaux  à  l'aide  des  con- 
sidêraiions  suivantes  : 

La  surface  que  l'on  vent  construire,  rapportée  à  l'oc- 
taèdre inscrit  formé  de  six  quelconques  des  points  donnés, 
étant  représentée  par  l'équation 

y'»,p,«,=o, 


sa  section  par 
donnée,  et  me 
peut  définir  p; 
deux  i 
car  W'. 


premier  plan  H',  parallèle  à  la  direction 
mené  par  le  point  7,  est  un  cercle  C  ([Ue  l'on 
■  par  trois  de  ses  points  :  le  point  7  Inî-mème  et 
points  que  l'on  sait  construire  (n^lSâip.  iS^); 
ent  la  commune  inlerseciion  de  tous  les  cercles, 


des  quatre  couples 
H'  sur  les  faces  oppo 


de  droites  interceptées  par  le 
iées  de  l'octaèdre,  et  contenus 


Si  l'on  coupe  ensuite  la  surface  par  dei 


,„pl„„s 


y  Google 


ELLIPSOÏDE    PAU    7    POINTS    ET     1     PLiN    CYCLIQirE.        5o3 

H",  U'"  parallèles  au  précédent,  oti  détennlnera  de  même 
deux  points  et  par  suite  un  diamètre  de  chacune  des  sec- 
tions cycliques  résuliantes  :  et  la  droite,  menée  du  centre 
du  premier  cercle  C,  de  manière  à  s'appuyer  sur  chacun 
de  ces  diamètres,  représentera  le  lieu  des  centres  de  tous 
ces  cercles  ou  le  diamètre  conjugué  des  plans  cycliques 
de  la  première  série. 

Enlin,  si  par  l'un  quelconque  des  points  donnés  1,...,  6 
et  deux  quelconques  des  trois  cercles  C,  C",  C"'  mainte- 
nant déterminés,  on  fait  passer  deus  splières  :  leui'  com- 
mune iniersection  représenlera,  conformément  à  un  ihéo- 
rème connu,  l'un  des  cercles  de  la  seconde  sc.iiej  et  l'on 
pourra  déterminer  successivement  le  diamètre,  lieu  des 
centres  de  tous  ces  nouveaux  cercles,  le  centre  de  la  sur- 
face,  l'un  de  ses  axes  principaux,  etc. 

Kemarque,  —  Si  lus  points  donnés  coïncident  avec  les 
sept  premiers  sommets  d'un  hexaèdre 

P,Q,XP.Q.XP.Q,^o, 
la  construction  précédente  se  simplifie  encore;  chacune 
des  sections  circulaires  de  la  surface  est  imniédiaiemcnt 
définie  dans  son  propre  pUn  par  une  équation  de  la  forme 

X  >■'■'■.  «'.=»■ 

et  l'on  V  reconnaît  le  cercle  associé  (que  l'on  sait  con- 
struire) des  trois  couples  de  droites 

P'.Q'i'     P'sQ'..     P'jQ'j 
interceptées  par  le  plan  de  la  section  sur  les  faces  oppo- 
sées de  l'hexaèdre  (n"  151,  p.  i^y). 

443,  Problème  YI.  —  Étant  donnés  cinq  points  et  les 
directions  H,,  tildes  deux  séries  de  plans  cycliques  d^une 
surface  du  second  ordre,  on  peut  en  obtenir  autant  de 
sections  circulaires  que  l'on  veul,   de  l'une  et  de  l'autre 
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5o4  CHAPITRE    : 

sùrie,  ;i  l'aide  des  équations  com 


(i')  pHiH,  — S  =  o, 

où  S  ^^  o  désigne  une  splièro  actuellement  inconnue,  wiaîs 

que  l'on  peut  déterminer  par  dix  de  ses  points.  L'identité 


S 


X,3Pjp3  +  FH,H,  =  S 


exprime,  en  elïet,  que  la  seclion  de  celle  sphère   par  le 
plan   Ps  =  o  est  l'un  des  cercles   concouranls  contenus 
dans  l'équation 
(■2')         i,.P',P',  -l- 11,  ?■,  P'.  +X,4P',P',  H-pH'^H;  =0. 

Or  deux  des  cercles  de  la  série  (2'}  sont  susceptibles  d'une 
conslruction  immédiate,  le  premier 

(s>.'i)  'isP'.P',  +lî<P'jP',  +XnP',P',  =1=0, 

qui  correspond  à  l'iiypoilièse  1;.  ^=  o  et  passe,  d'une  ma- 
nière évideiilc,  par  cliacun  des  points 

P',.P',,     P',.P°,     P',-P';,; 
lu  second 

(a'i)  p;  (ï,»p'.  +i„p',  )-i-f<u',  n;~jo, 

qui  résulte  de  l'iiypotlièse  1^,,  ^  o  et  qui,  devant  être  cir- 
conscril  au  (juadrilatère  parti ellement  indéterminé 

H',.P',.H',.(î,jP',  +\.V,), 
délermine  ce  quadrilatère  et  se  trouve  pai'  cela  même  dé- 
terminé. On  aura  donc,  dans  les  points  du  rencontre  de  ces 
deux  cercles  que  l'on  peut  construire,  les  deux  points  com- 
muns à  tous  les  cercles  de  la  série  (a'),  ou  deux  points  de 
la  section  de  la  sphère  S  par  !c  plan  considéré,  P»  =  o.  Et 
Ton  pouira  obtenir  de  la  même  manière  dix  points  dis— 
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:  RÉVOLUTION  ciuc.  A  L'HEXAF-onE.  5o5 
lincts  de  cette  sphère,  qui  i;st  dès  lors  diHerminée  et  dont 
les  traces  sur  les  plans  cycliques  employés,  H, .  Hs  ^  o, 
fournirom  ensuite  deux  des  sections  circulaires  de  la  sur- 

446.  Problème  VII.  —  On  a  vu  déjà  qu'une  surface  du 
second  ordre  assujettie  à  passer  par  les  huit  sommets  d'un 
hexaèdre  est  soumise  à  sept  conditions  seulement  ;  et  c'est 
d'ailleurs  par  deux  conditions  complémentaires  qu'on  ex- 
prime qu'une  telle  surface  est  de  révolution.  On  pfut  donc 
se  proposer  de  circonscrire  à  un  hexaèdre  donné 
P,Q,  XP.Q.XPjQ,=^o 

un  ellipsoïde  de  révolution  :  problème  déterminé  suscep- 
tible, comme  nous  Talions  voir,  de  quatre  solutions  dis- 
tinctes ;  et  dont  la  réalisation  graphique  suppose  seulement 
le  tracé  de  deux  hyperboles  équilatères  définies  chacune 
par  quatre  points,  ou  la  déiermination  préalable  des  quatre 


poin 


s  à  deux  c 


ichevant  ensuite  par  la  règle  et  le  compas. 
I  ) .  Si  l'on  désigne  par  X'  H-  Y'  +  Z^  la  fonction  d'une 
sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  cenire  le  point  XYZ,  par 
P  =1  o  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  Vaxe,  ou  la 
direction  générale  des  sections  circulaires  de  la  surface 
que  Von  cherche^  la  question  est  seulement  de  satisfaire, 
par  une  convenable  détermination  du  plan  P  =  o,  à 
l'identité 

(o)  X'-H  Y=-)-Z'  —  ;-i_X'P'=y  p,P,Q,; 


i^^^^Yy. 


Q., 


dans  laquelle  on  a  retenu  les  mêmes  lettres  pour  désigner 

les  plans  qui  résultent  de  tous  ceux  de  la  figute  priniîiive, 
transportés  parallèleineni    A   eux-mêmes    amour    d'une 
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même  origine.    Mais  l'idemité  (i)   se  dédoublant  d'd 
même  dans  les  équations  équivalentes 

(a)  X'  -(-  Y'  -t-  Z'  —  PP=  =  o. 


M  X''-'''^ 


celles-ci  représentent  nn  seul  et  même  cône,  de  révolution 
autour  iViin  axe  perpendiculaire  au  plan  cherché  V  ^^o, 
et  admettant  trois  couples  counups  de  rayons  conjugués 
owrfe  points  conjugués,  pris  arbitrairement  sur  ces  rayons, 
lesquels  ne  sont  autres  que  les  trois  couples  de  droites  as- 
sociées des  trois  couples  de  plans  concourants  PiQi, 
P,Qî,  PsQs  (iiMSl,  p.  if'6}.LepIan  polaire  d'un  point 
quelconque  de  l'espace  [p^.qi,  pi.q^,  Ps-lî]-,  par  rapport 
an  cône  ['i'),  ayant  en  ellut  pour  équation 

le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  o  =  pi  =  ç,,  pris 
arbitrairement  sur  l'arête  du  dièdre  formé  des  deux  plans 
P,,  Q,  de  la  première  couple,  passe  par  la  droite  d'inter- 
section des  plans  polaires  de  celle  même  arête  par  rapport 
aux  dièdres  PgQs,  P3Q3  formés  des  plans  des  deux  autres 
couples.  iS^ous  avons  donc  à  résoudre  d'abord,  sur  lasplière 
ou  dans  l'espace,  le  problème  suivant  : 


Déterminer  le  pâle  spliériqii, 
fl'aii  petit  cercle  défini  par  troi 
couples  de  points  conjugués. 


Déterminer  l'a^e  li'im  cône  de 
léi'olation,  de  sommet  donné,  dé- 
fini par  trois  couples  de  rayons 
nu  de  points  conjugués. 

2).  Soient  o  le  pôle,  r  le  mjon  sphérique  du  petit 
ercleque  l'on  cherclic,  et(i,i'),  (2,2'),  (3,3')  les  trois 
ouples  de  points  conjugués  qui  doivent  suffire  à  sa  déter- 
tiination  (//§■.  100). 

La  propiiélé  fondamentale  des  pôles  et  polaires  appli- 
[uées  au  point  I  et  à  sa  polaire  l'y')',  on  la  seuli^  considéra- 
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E  oÉOMÉriiiE  si'Héheqxje. 
lion  du  iriangle  reciangle  orY,  donne  d'aboi'd 
(i)  tany'  r  =  tangol .  tang  '-j?. 

Le  triangle  rectangle  opi'  donne  ensuite 
tang(i;j=tan^r>r.coso; 
et  l'on  en  conclul 

t;ing'r=  tango  l.lanyol'.cnso. 


([')  1  +  tang'7'  =  1-f-  tango  1  .tangul'. 


On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  olT, 

cosll'  —  cosoi.tosol'  +  sinol.sinol'.cos», 
ou,  en  divisant  par  cos  ol  .cos  oV, 


.s  11' 


-:=^l-h  tangol.tangol'.coso. 


'^'  cosol.cosol- 

Comparant  (i')  et  (a),  on  en  déduit 


)sol.cosol'         cosoS.cso-i'         COi,<.3.COS0  3' 
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Telle  est,  relative  m  eut  aux  trois  couples  données  (1,1'), 
{2,  2'),  (3,  3'),  la  définilion  du  pôle  cherché  o.  Et  si  l'on  ob- 
serve que  les  cosinus  des  distances  spliérir]vies  du  pôle  o  aux 
poiiils  1,1';  2,  2';  3,  3'  mesurent  les  distances  orthogonales 
n,,  n',;  Tli,  n',;  n„  n;  de  ce  même  pôle  aux  plans  des 
grands  cercles  de  la  sphère  décrits  autour  de  ces  divers 
points  comme  pôles  :  on  en  conclut  enfin  la  silualiou  du 
point  cherché  o  sur  l'une  quelconque  des  quatre  généra- 
trices communes  aux  trois  cônes  du  second  ordre  déSnis 
par  les  équations  suivantes 

n,n',   _  n,n',   __  n^n; 

'    '  Maf'^^iiÏ22^"""cos33'' 

Or  on  Connaît  h  priori  quatre  génératrices  de  chacun  de  ces 
cônes;  ils  appartiennent  d'ailleurs  à  la  classe  de  ceux  que 
nous  avons  appelés  fiÇm'/rt/èfe^c/rconsÈ;r?/>/(i/ej(parceqn'on 
peut  leur  inscrire  une  infinité  de  trîèdres  irireclangles)  ; 
et  dont  la  propriété  est  telle,  qu'ils  passent  d'eux-mêmes 
par  la  droite-hauteur  <\a  Iricdre  formé  de  trois  quelcon- 
ques de  leurs  génératrices  (u"  428,  p.  488).  On  pourra  donc 
définir,  par  cinq  de  leurs  génératrices,  chacun  des  cônes 
auxiliaires  (!'),  ou  par  cinq  de  leurs  points  chacune  des 
coniques  suivant  lesqiielh's  ils  sont  coupés  par  un  plan 
auxiliaire  quelconque.  Et  si  l'on  suppose  ces  coniques  tra- 
cées, l'une  quelconque  des  droites  menées,  de  leurs  points 
de  renconire,  au  sommet  commun  coïncidera  avec  \a.eiroite- 
hautnur  du  trièdre  formé  par  les  trois  autres,  et  représen- 
tera l'axe  même  de  l'un  des  cônes  droits  auxiliaires  que  l'on 
avait  à  déterminer;  ou  la  direction  de  Taxe  de  l'une  des 
surfaces  de  révolution  que  l'on  considérait  d'abord. 

;e  étant  obtenue  de  la  sorte,  la 
surface  par  un  plan  H  perpen- 
n'est  autre  que  le  cercle  défini 


3).   La  dire. 

:lion  de  Yi 

section  délerm: 

inéedansh 

diculairc  à  cet 

le  direction 

par  l'équation 
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OU  le  cercle  associé,  que  l'on  sait  cousiroire,  des  trois 
couph:S  de  droites  intercepices  par  le  plan  H  sur  les  J'aces 
opposées  de  l'hexaèdre  (n"  151,  p.  i  56).  On  aura  donc, 
par  le  centre  de  ce  cercle,  un  poini  de  l'axe;  par  ce  point, 
Vaxe  même  de  la  surface;  enfin  par  les  perpendiculaires 
abaissées  sur  sa  direction,  des  divers  sommets  de  l'hexaèdre, 
et  rabattues  dans  un  même  plan  méridien,  autant  d'ordon- 
nées de  la  section  méridienne  qu'il  est  nécessaire  pour  sa 
complète  détermination. 

La  direction  de  l'axe  de  l'elîipsoïde  de  révoUuion  cir- 
conscrit à  un  hexaèdre  peut  donc,  eu  résumé,  s'obieiiir  de 
la  sorte  ; 

Les  faces  opposées  de  l'hexaèd/e  étant  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  autour  d'une  même  origine  o, 
sui^-ant  les  plans  P,  et  Q,,  P^  et  Q,.  P^  et  Qa,  on  mène 
les  droites 

oi,  o2,  oZ, 

intersections  respectives  des  plans 

pi  Von  construit  les  intersections  respectives 
-i',  (-2',  "3', 

des  plans  polaires  des  précédentes  ol,  oâ,  o3,  par  rap- 
port aux  dièdres 

P.Q,  et  P3Q3,     PjQj  <.■!  P,Q,,     P,Q,  et  P,Q,. 
Menant  ensuite  les  plans 

II,  et  if,  resjiccth'fmciit  pcrpvildi'iitaue.s  aii,i-  droites  o\  et  nV, 
llï  ci  n;  ..  ;>  o2  et  »2', 

!lj  et  n;  .  ..  o3  et  o3', 

et  circonscrivant  à  chacun  des  angles  solides  tétraèdres 
n,n,ii',  n'j ,    n^njnj  n'^    n,  njii'i  n'. 
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un  cône  équilal^re  circousciiplible  :  l'iiue  quelconque  des 
génératrices  communes  aux  trois  cônes  résullants  marque 
la  direclion  de  t'axe  rie  l'une  des  quatre  surfaces  qui 
répondent  à  la  question. 

-447.  PnoBiÈME  V3II.  —  De  s(>mblab!es  considéraiious 
s'appliqueraient  encore  à  la  recherche  de  VelUpsoïde  de 
révolution  mené  par  un  groupe  de  sept  points  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'trspace. 

i).  Si  l'on  rapporte  efiectivemenl  la  surface  cherchée  à 
roctaédre  formé  de  six  quelconques  des  poinis  donnés, 
Tidentilé  résuhaiite 

(i)  y   ).,P,Q,  =  X'  +  Y'  +Z'  —  r'—  XP' 

pourra  s'écrire,  moyennant  une  transposition  préalable  de 
tous  les  plans  qui  y  fîgureiil, 

(i')  Vx.P'.Q',  +1P"=eX'=+Y"  +  Z"; 

et  l'équation 

(2)  ^\p',  q;+jp''  =  o 

représentera  une  sphère  de  rayon  nul.  On  sait  d'ailleurs 
qu'une  somme  de  quatre  rectangles  est  toujours  réductible 
en  une  somme  de  quatre  carrés,  et  que  si  R',  ,  .  .R',  =  o 
désignent  les  quatre  plans  tangents  communs  à  tous  les 
cônes  conjugués  aux  quatre  couplas  F,  Q', , .  . . ,  P'^  Q'^ ,  on 
peut  poser  identiquement  (n"  172,  p.  17S) 

Oii  peut  donc  remplacer  l'équation  (2)  parla  suivante 
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et  celle-ci  représentant  toujours  une  spliére  de  rayon  nul, 
on  en  conclut  que  le  plan  P'  ei  les  quatre  R', ,.  . .,  R',  font 
cinq  plans  tangents  d'un  même  cône  équilaière  inscrip- 
tible  [n"  Al^).  Les  plans  cjcliqiies  P' =  o  de  toutes  les 
surfaces  de  révolution  circonscrites  à  un  octaèdre 
PiQi  X...  X  'Pi.Qi^o  admettent  donc  un  coup  direcleur 
qui  n'est  autre  que  le  cône  équilaière  înscrîplible  déjini 
par  les  quatre  plans  tau  gentil  R'n---i  R'^  ou  par  les  quatre 
couples  de  plans  coujugiiés  P",  Q', ,  .  .  . ,  F,  Q', .  Le  pro- 
blème actuel  se  trouve  donc  résolu,  et  la  recherche  des 
plans  cycliques  des  quatre  surfaces  de  réuoludon  que 
Von  peut  conduire  par  un  groupe  donné  de  sept  points 
ne  dépend  plus  que  de  la  construction  des  plans  tangents 
communs  à  deux  cônes  équilatères  inscriptiblcs  respeC' 
tivemenl  définis  par  quatre  couples  de  plans  conjugués, 
tels  que  F,  Q, , . .  . ,  F,  Q',  ;  ou  seulement  de  la  construction 
de  chacun  de  ces  cônes;  et  ii  est  aisé  de  voir  que  cette  der- 
nière est  comprise  dans  le  problème  précédent  (n"  iiG, 
p.  5o3). 

448.  Problème  IX.  —  Étant  donnés  neuf  points  d'une 
surface  du  second  ordre,  construire  le  plan  polaire  cor- 
respondant d'un  point  quelconque  o  [fg-  loi). 

Soient  A.B.C  —  o  le  Irîèdre  ayant  pour  arêtes  les 
droites  menées,  du  point  o  dont  ou  cherche  le  pliin  polaire, 
à  trois  des  neuf  points  a,  b,  c  qui  définissent  la  surface;  et 
(i)  AB-hBC  +AC  +  Pn:=o 

l'équation  de  cette  dernière  rapportée  aux  faces  A,  B,  C 
et  aux  plans  (les  triangles  à'enirée  et  de  sortie,  P  =^  Il  =r  o, 
du  trièdre  et  de  la  surface.  Il  est  clair  que  le  problème  sera 
résolu  aussiiôt  que  l'on  aura  déterminé  le  plan  II  =  ci  du 
triangle  de  sortie  a^y.  Rapprochant  à  cet  effei,  de  l'équa- 
tion (ij,  l'équation 
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tle  la  surface  rapporlée  à  l'ociaèdre  que  «ioterminfiii  tes 
six  points  demeurés  jusqu'ici  sans  emploi  parmi  les  neuf 
données  du  problème,  on  a  l'idenlilé 

('.)  >    P|Q,  +  AB  +  BC-I-AC+  Pn  =  o; 

A  =  o, 
on  a  encore  idenliquemenl 

(V)  y  P'.  Q'r  +A'B'+  P'n'  =  o. 

Les  douze  droites  F, ,  Q', , . . . ,  F, ,  Q',  ;  A',  B'  ;  P'  et  W  font 
dès  lors  six  couples  de  droites  conjuguées  par  rappori  à 
une  même  conique,  et  l'on  aura  un  point  de  la  droite  H', 
ou  lin  premier  point  du  plan  de  sortie  II  =;  o,  dans  le  pôle 


{que  l'on  sait  construire)  de  la  droite  P' par  rapporta 
coni(|ue  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites  F,  Q', , 
F,  Q;  et  A'B'. 
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449.  Problème  X.  —  Étant  donnes  six  points  d'un 
paraboloïdo  et  la  direction  de  ses  diamèt/'es  :  le  plan  qui 
touche  la.  surface  en  l'un  quelconque  des  points  donnés 
peut  s'obtenir  à  l'aide  des  considéraiioiis  suivantes. 

Le  paraboloïde  étant  rapporté  alternativement  à  un 
système  d'axes  quelconques  ox,  oj,  oz^  et  à  l'actaèdrc 
résultant  des  six  points  donnés,  les  équations  qui  en  ré- 
sultent 

(.)  S^o, 

(.')  5;;p,Q,=o, 

entraînent  l'identité 

que  l'on  peut  écrire 

{■!)  (P,Q,  -h  P.Q.)  +  (P=Q.  +  P.Q^^S, 

ou  encore 

(2')  H  H-H'  =  S; 

en  désignant  par  H,  H'  les  fonctions  relatives  à  deus  liy- 
perboloïdcs  partiellement  inconnus,  maïs  détcrrninés  et 
qui  passent  respectivement  par  les  quatre  côtés  de  l'un  des 
quadrilatères  ganclies 

Pi.Pi-Qi-Qi,     P,.P,.Qs.Q,. 

Or  il  résulte  de  l'identité  (2'}  que  les  plans  polaires  d'un 
point  quelconque  par  rapport  aux  iroîs  surfaces  II,  H'  et  S 
se  coupent  suivant  une  même  droite, 

Pi  +  P*^  =  P,; 

et  celle  remarque  va  nous  permettre  ;  premièrement  de 
compléter  la  définition  des  deux  hyperboloïdes  H,  H'; 
secondement  de  déterminer  le  plan  polaire  d'un  point  quel- 

33 
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conque  m  du  paraboloïde  S,  ou  le  plan  tangent  au  para- 
boloïde  en  ce  point. 

i).  Soil,  en  effet,  i  le  point  à  V infini qvà  représenle  la 
direction  ox  des  diamètres.  Le  plan  polaire  de  ce  point, 
par  rapport  au  paraboloïde,  ne  différant  pas  du  plan  à 
Vinjini,  c  =  constante  ^  o  :  les  plans  polaires  du  même 
point,  par  rapport  aux  deus  liyperboloides  H,  H',  sont  pa- 
rallèles entre  eus.  Or  le  premier  de  ces  plans  contient  les 
points -milieux  de  deux  segments  issus  du  point  i,  ou  paral- 
lèles à  ox,  et  respectivement  limités  aux  côtés  opposés  du 
(juadrilaière  gauche  PiPaQiQsj  le  second,  les  points-mi- 
lieux de  deux  segments  menés  sous  la  même  direction  et 
limités  de  même  aux  côtés  opposés  du  quadrilatère 
PjPjQaQi.  On  a  doue,  dans  ces  points-milieux,  deux 
points  5  dans  la  droite  qui  les  réunit,  une  droite  de  chacun 
de  ces  plans  polaires  ;  et  dans  les  plans  menés  par  chacune 
de  ces  droites  parallèlement  à  l'autre,  ces  plans  polaires 
eux-mêmes  ;  ou  deux  plans  diamétraux  des  deux  liypcrbo- 
loïdes  dont  les  centres  respectifs  se  trouveront  dès  lors 
aux  points  de  rencontre  de  l'un  de  ces  plans  diamétraux 
et  de  la  médiane  du  quadrilatère  gauche  correspondant 
P.  P.  Q,  Q.,  ou  F,  P4  Qs  Qi.  D'ailleurs,  une  fois  leur  centre 
déterminé,  on  peut  définir  chacun  des  hyperboloïdes  H, 
H'  par  trois  génératrices  du  même  mode  de  génération 
A,  B,  C,  ou  A',  B',  C  :  les  deux  premières  qui  coïncident 
avec  deux  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  correspon- 
dant; la  troisième,  symétrique  de  l'un  des  deux  autres 
côtés  par  rapport  au  centre  de  l'hyperboloïde. 

3) .  Soil  acluellenient  m  un  point  quelconque  du  parabo- 
loïde :  les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  deux 
hyperboloïdes  se  couperont  suivant  une  droite  située  dans 
le  plan  langent  au  paraboloïde  en  m,  et  qu'il  suffira  de 
déterminer.  Or  on  peut  déterminer  trois  points  de  chacun 
des  plans  polaires  qui  la  contiennent.  Et  comme  l'hyper- 
boloi'de  H,  par  exemple,  est  délini  par  les  trois  généra- 
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Irices  A,  15,  C,  si  l'on  mène,  (lu  point  considéré  m,  (rois 
droiies  qui  s'appuient  respectivement  en 

sur  deux  de  ces  génératrices 

à  «t  B,      E  tt  C,      C  et  A; 
les  conjugués  liainioniques  du  point  /'/,  pai'  l'appoiL  aux 
trois  segments 

détermineront  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à 
l'hyperboloïde  H,  Donc,  elc. 

■450.  PjioBJ.KME  XI.  —  Étant  donnés  un  octaèdre  cir- 
conscrit à  une  surface  du  second  ordre  et  le  point  de 
contact  de  l'une  de  ses  faces,  oii  peut  déterminer  \e  point 
de  contact  de  la  face  opposée  à  l'aide  des  considérations 

L'équation  (rtM^ende/Ze  de  la  surface,  rapportée  aux 
sommets  A,  B,  C,  A',  B',  C  de  l'octaèdre  circonscrit  donné, 
étant  [fig.  io3) 

(i)  hAA'  +  pEB'  -f-  7CC'  — o, 

l'équation  du  point  de  contact  d'un   plan  tangent  quel- 
conque (il,  h,  i\  a',  h',  c')  sera,  comme  l'on  sait  fii"  43, 

p.  44), 

(a)     a[«A'  +  «'A)  +  p((''B'-i-É'B)-f-7{cC'+c'C)  =  0i 

et  si  l'on  applique  alternativement  cette  équation  ;  1"  à  la 
face  AliC  (  o  =^  «  =  i  ^  c,  a',  b\  c')  ;   a"  à  la  face  oppo- 
sée A'B'C  (a,  i,  c,  o  :=  (ï'=z&'=  c'},  on  aura,  pour  les 
points  de  contact  (  et  ('  de  chacune  de  ces  faces, 
[t]  a.«'.A-K  p.i'.B  +  7.c'.C  =  o, 

((')  «.«.A'+  p.i-B'  +  7.c.C'  =  o. 

D'ailleurs  si,   au  lieu  des  points  î,  (',  on  considère  seule- 
.33. 
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ment  [jig.  102)  leurs  projections  respectives  6  011  S',  sav 
\v.s  arêtes  opposées  BC,  B'C  de  rociaèdre;  il  vîenl,  en  fai- 
sant A  =  o  dans  la  première  des  équations  précédentes, 
A'  =  o  dans  le  seconde, 

(6)  ^.fi'.B  +  y.c'.C  — o, 

(S')  p.i.B'-l-7.c.C'  =  o. 

Soient  actuellement  Tï'  la  droite  d'intcrsccLion  tics  plans 
ABC,  A'B'C'i  et  O,  O'  les  traces  de  cette  droite  sur  les 
arêtes  BC,  li'C.  Comme  la  déiinition  des  points  O,  O', 
rapproclice  de  celle  des  coefficienis  5,  c,  b\  c'  qui  figurent 
dans  les  équations  préeédenies,  eiiUaîne,  d'une  part,  les 
proportions 

h-     _     c- .  !>     _  S   . 

O'B'  ~  O'C'      ÔB"  "  oc" 

que,  d'aulrc  pari,  les  coordonnées  B,  C  du  point  6,  celles 


:r 

..a 


B',  c  du  point  b'  donnent  lieu  ; 
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ces  coordonnées  etces  coefficients  pourront  être  remplacés, 
dans  les  équations  (9),  {3'),  par  les  segments  proportion- 
nels qui  leur  correspondent.  On  a  ainsi 

(S,)  p.û'B'.OB  +  v.O'C'.eC  — o. 

(6',)  p.0B.9'B'  -t-7.0G.6'C'  — o; 

et  Ton  en  détliiit,  par  l'élimination  du  rapport  p  :  y, 


OB.O'B' 
O'B'.flB 

oc.e'c 
~  0'  c .  e  c  ' 

OB:OC 

O'E'iO'C 

eB:ec 

Q'B'-.G'C 

Les  deux  groupes  de  quatre  points  û,  C,  C,9  et  0',  IV,C',  ô' 
sont  dès  lors  homographit/ues ,  et  les  droites  OO',  BB', 
ce,  69'  font  quatre  génératiices  d'un  même,  hjperbo- 
loïde.  Or  ce  résultat  renferme  la  solution  du  problème  que 
l'on  s'était  proposé;  ou  la  détermination,  par  le  seul  em- 
ploi de  la  règloj  de  celui  des  deux  points  (  ou  t'  qui  éiaii 


451 .  Remarque.  —  On  sait  que  dans  tout  quadrilatèrt: 
circonscrit  à  une  conique^  les  deux  premières  diagonales 
du  quadrilatère  et  la  droite  qui  réunit  les  points  de  contact 
de  deux  de  ses  côtés  opposés  se  ■  coupent  en  un  même 
point:  et  celte  propriété  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  parti- 
culier du  itiéorème  de  Brianchon.  Le  théorème  que  l'on 
vient  d'établir  et  son  corrélatif  peuvent  donc  être  regardés 
à  leur  tour  comme  des  cas  particuliers  de  ce  théorème,  ou 
de  celui  de  Pascal,  transportés  aux  surfaces  du  second 
ordre.  Comment  passer  de  là,  ou  d'ailleurs,  au  cas  général? 
Et  dans  quels  ternies  se  fera  ce  passage?  C'est  ce  qui  est 
encore  fort  caché.  S'il  n'y  fallait  qu'une  habileté  et  une 
pénétration  infinies,  les  problèmes  où  s'exercent  aujour- 
d'hui quelques  géomètres  témoignent  assez  que  tout  serait 

M 


y  Google 


vite  achevé.  Mais  il  est  présiimaîile  cjvi'il  y  faudra  surtout 
infiDimetil  de  bonheur;  et  c'est  ce  que  la  plus  prorontie 
géométrie  ne  donne  pas  toujours.  Ici,  en  effet,  l'obstacle 
est  tellement  grave,  que  c'est  à  peine  si  on  l'aperçoit.  Ce 
n'est  plus  un  problème  défini,  défendu  par  d'énormes  com- 
plications, qu'il  s'agît  d'emporter  ou  de  réduire.  C'est  une 
loi  simple,  que  l'on  suppose  devoir  régir  la  situation  de 
dix  points  pris  d'une  certaine  manière  dans  l'espace,  et 
dont  il  faudra  peut-être  deviner  premièrement  la  véritable 
expression,  sous  peine  de  l'ignorer  toujours.  Que  des 
essais  dans  ce  sens  présentent  aujourd'hui  quelques  chances 
de  succès,  l'extension  qu'a  déjà  reçue,  dans  cet  Ouvrage,  le 
théorème  de  Desargues,  semble  l'indiquer.  Généralisé  de  la 
sorte,  ce  théorème  y  pourra  intervenir  utilement,  soit  par 
lui-même,  soit  par  un  préalable  aplanissement  [reiiactio 
in  planum)  des  dépendances  qu'il  établit  entre  n  points 
associés.  Il  n'est  pas  impossible,  par  exemple,  que  l'ex- 
pression des  dépendances  descriptives  qui  doivent  exister 
entre  neuf  points  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
ne  se  trouve  dans  l'expression  encore  inconnue  des  dépen- 
dances auxquelles  donnent  lieu  un  quadrangle  et  un  pen- 
tagone conjugués  à  une  même  conique.  Malheureusement 
la  théorie  de  ces  courbes,  envisagées  au  point  de  vue  de 
leurs  propriétés  descriptives  les  plus  générales,  est  à  peine 
ébauchée.  Le  théorème  de  Pascal,  qui  en  est  l'admirable 
commencement,  en  marque  aussi  la  fin.  Et  non-seulement 
nous  ne  savons  rïen  encore  des  propriétés  analogues  de  six 
éléments  mêlés  d'une  conique  :  points  et  tangentes,  couples 
de  droites  ou  de  points  conjugués,  triangles  inscrit  et  cir- 
conscrit; mais  personne  ne  paraît  avoir  remarqué  qu'il 
nous  reste  sur  ce  point  quelque  chose  à  apprendre. 

4S2.  ScoLiB. — Le  rôle  que  peuvent  remplir,  dans  l'étude 

des  lieux  géométriques  de  degré  supérieur,  les  théorèmes 
généraux  que  nous  avons  donnés  au  Chapitre  IV,  mérite- 
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rait  un  examen  spécial,  qui  ne  sortirait  pas  du  cadre  de 
cet  Ouvrage,  et  que  nous  nous  proposons,  en  effei,  d'en- 
irepjendre,  dans  la  mesure  doublement  restreinte  de  nos 
lumières  et  de  nos  loisirs  ;  mais  où  nous  n'avons  pu  jus- 
qu'ici entrer  sérieusement.  ÎVous  nous  bornerons  dès  lors, 
sur  ce  point,  à  montrer  que  notre  tliéoréme  sur  îes  groupes 
H' éléments  associés  en  nombre  inférieur  au  no/nbre  nor- 
mal permet  de  construire  à  priori,  et  sans  aucune  notion 
antérieure  sur  les  propriétés  des  courbes  du  troisième 
ordre,  le  neuvième  point  commun  à  toutes  celles  de  ces 
courbes  qui  passent  par  un  groupe  donné  de  huit  points. 
i).  Soient,  en  effet, 

P,.P,..  .P„.A.E.Z  =  o 
un  groupe  de  neuf  points  associés  suivant  le  modula  ^,  ou 
tels,  que  toute  courbe  du  troisième  ordre  que  l'on  aura 
menée  par  huit  d'entre  eus,  passe  d'elle-mèmi'  p^ir  !c  der- 
nier. L'identité  {n°  128,  p.  i3o) 


(0 


2:-^ 


1=' 


I  laquelle  donnent  lieu  les  distances  de  ces  neuf- points 
me  droiie  quelconque,  se  dédoublant  dans  les  équatio 
angentielles  équivalentes 


celles-ci  représenteront  une  seule  et  même  courbe  de  la 
troisième  classe  et  du  sixième  degré  :  et  les  six  tangentes 
menées  à  celle  courbe  par  ebacune  de  ses  traces  sur  une 
droite  quelconque  [a,  h,  z\  p,,. . ,,  ps)  feront  six  tan- 
genies  d'une  même  conique,  laquelle  sera  définie  par  l'une 
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on  l'aulrc  des  équations  équivalentes  (n"  iO,  [i.  36) 

(3)  foA'+  pÈC  -i-7ïZ^  — o, 

(3')  2\/.,P;=:o., 

Or,    si    l'on  considère,   au  lieu  d'une   droite  queleoiiqiie 

(,/7^«.ro3),  telle 

qui   réunit  le  point  !  au    point  clierché  z;  ces  équations 
deviennent 

(4)  a«,A'^^È.B'-_o, 

(4')  ^"x.;,,P:^.o, 

et  représentent  un  même  système  de  deux  points  /«,,  n,, 
ou  MiNi  =  o,  satisfaisant  à  la  double  identité 
(51  a«,A"-v  p6,E'  =  M|N,, 

(5')  y  J,/ï,P5=M,N,. 

Il  enrésulteque  les  points  in^  et  «i,  doublement  conjugués 
au  groupe  [a,  b)  et  à  la  conique  (23456),  seront  fournis 
par  les  points  conjugués  communs  à  deux  divisions  en  in- 
volution,  tracées  sur  la  droite  ak  (n"  157).  D'ailleurs,  ces 
deux  points  obtenus,  les  distances  /n, a,  m^b  de  l'un  quel- 
conque d'entre  eux  anx  points  de  référence  n,  b  pourront 
remplacer,  dans  l'équation  (4),  les  coordonnées  courantes 
A,  B;  et  Ton  aura  d'abord 

(,-,)  -j^a,  ~,^a  +  ^  .b,^b  --.  o; 

de  la  droite  z-t  aux  points 


1  droite  zt,  o 


a,  et  J, 

(lé: 

■'"' 

m  le 

s  distances  di 

Siibstnt 

laiii 

l  en.i 

lile  i 

,  la  droite  S" 
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(Jra  pai' une  coiistructioii  scmblabli;  on  uonveau  point  W; 
dont  les  distances  aux  points  a  et  h  vérifieront  encore 
i'équalion 

«s  et  bs  désignant  celte  fois  les  distances  de  la  nouvelle! 
droite  z^  ans  points  a  et  b, 

Et  si  l'on  élimine  le  rapport  (%:/3  entre  les  relations 
('■|))  (''î)t  1^  relation  vésultanie  pourra  s'écrire,  en  dési- 
gnant par  k  un  nombre  connu. 


a2'  :È2' 
Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  «,  b,  i',  2'  est 
donc  (Jéterminé;  il  en  est  de  même  du  rapport  anharmo- 
ni(fuc  des  quatre  droites  za,  zb,  zi\  z2';  et,  par  un  ihéo- 


niicre  conique  circonscrite  au  (juadrangle  abiÈ  et  que 
l'on  peut  construire. 

Or  si  l'on  recommence  Ja  construction  précédente  en 
conservant  le  groupe  a,  è,  1  et  substituant  au  point  2  le 
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